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Der  Winkeläpiegel. 
i  fite  1j8»  wl  AraU  4«  Bflte  i 


L.  Haeh. 

(U  •!>«  Rf«  ■, 


bräonpa  ui  Wiskehpi«g«l   wird  aU  Ftm- 
^recben  Kin  die  folgpade. 

efcn  ad  fe  Oribaag   des   Wiatobpwyto  m  belMiig  te- 

'  GriMF,  mmi  cteno  bdiehig  b««tiBBl  £e  t^c^  eües  in 

griihtte»  leacfclBMde«  Pniktes.     Ftr  die  Mck  «pbeaden 

BMdhta.  «ddie  ia  iwei  cktnkteiisiiMb  n-ncktedeae  Baibfln 

werden:   1)  die  Lage  jede«  eianlaeB  aiit  ge- 

nt.   :;)  je  die  AtuaU  der  in  eiaer  Rahe  b«- 

3)   £e  AnzaU   aller  Tasammen .   i)   die  eigeatomltcbcn 

B  ihrer  gigenseitigen  Lagt-;   jv  die  entsprwtieadc  Angabe 

~k  fonnilirt  in  der  An.  dass  ibre  Abh&ogigkoit  roa  den 

I  TwaasKtiaageo  völlig  klar  liege. 

'  FBDdamGDtalaafsftbe  aDcli  nur  mit  Bezug  aof  Nr.  3) 
l  wird,  so  leigt  sieb,  dass  in  einer  Menge  Ton  KtUen, 
t  gegebenar  Oeffanngsgrösse,  die  GeHanimtiahl  der  Bilder 
I  EiDzelipiegcd  bestrahl euden  PQoktes  bald  gräSM-r. 
i.  jcDachdem  dieaer  Punkt  »eiuc  Stellung  zwischen 
Hieraus  folgt,  dass  fQr  einen  ansgedohnten 
f  in  die  Oeffnung  eingefUhrt  isl.  einige  der  m  er- 


2  iti^ck:    Dtr    WiKktUphpfl. 

w&rt«ui]en   Ersi'lieinangeD  darctiaiiB   nicht  §o   einfach  sieb  geslAUeid 
als  man  gewChDlich  sich  vorstellen  machte;  es  ergibt  sich   also  i 

Forderung,  übm  aach  ober  diese  Erscbeinungen  genügende  Anfklaroni 
gegeben  «er^e. 

Sicht  man  oun  auf  das  tu  nuseni  LehrbQcherD  Gcbolcn^,  so  wird 
Ntemand  bebaupteo  wollen,  dass  es  auch  nur  den  Forderaagcn  der 
Fuudamriitatanfgabe  (zu  sebwoigcn  von  de»  weiter  anzuknüpfenden) 
genfigt.  Vielmehr  wird  man  zugeben  niUssen,  dass  jene  sowol  in 
Betreff  der  Genauigkeit  als  der  VolUt&udigkcit  gar  Manches  zu 
wfluschen  übrig  lassen,  via  denn  selbst  von  eigentlichen  und  starken 
Irrtümern  oder  Verstössen  auf  diesem  Gebiete  Verachiedenes  zu  bo- 
richlen  wlre. 

Sucht  mau  nach  Original  arbeiten  über  den  fraglicbea  Gegenstam 
<o  findet  sich  eine  solebc  von  Bertin  in  den  annalcs  de  cbimie  et 
physique,  strie  HI,  torae  29,  pagc  257  ...  262;  Paris  1B50.  -  I 
Vorfasscr  berührt  zuufichsl  die  Notwendigkeit  des  Aufrilumens  mit! 
landl&ußgen  falschen  Angaben,  will  übrigens  wesentlich  nur  auf  die 
Frage  nach  der  Gesamrutzahl  der  Bilder  eines  einzelneu 
Lichtpunktes  sich  einlassen.  Dass  diese  immer  oino  begrenzte 
aei,  will  er  mit  wenigen  Worten  klar  machen.  Er  hebt  auch  ganz 
richtig  den  Umstand  hervor,  an  welchen  zu  diesem  Behuf  anzuknüpfen 
ist;  indes  einen  wirklicbeu  Beweis  gibt  er  keineswegs.  —  Behufs 
der  Erreichung  seines  Hauptzwecks  unterscheidet  er  zwei  Hauptfälle, 
joden  mit  zwei  UntcrtUlleu.  Hiernach  betrachtet  er  vier  besondere 
Figuren,  und  das  von  ihnen  Abzulegende  sofort  in  allgemeine  Angaben 
umzusetzen,  und  zuletzt  einen  Gencralsatz  über  die  Gesammtheit  der 
Bilder  auszuspreeben.  Dieser  ist  zwar  streng  richtig,  aber  nicht 
Qbersichtlich ;  und  sein  zweiter  Teil  ist  uicbt  bestimmt  genng  und 
nicht  iu  solcher  Weise  gefasst,  dass  sofort  FUr  jede  gegebene  Oeff- 
nungigrOsse  und  jede  gegebene  Lage  des  eingeführten  Liebtpnnkts  dia 
Zahl  der  sich  ergebenden  Bilder  unzweideutig  zu  gewinnen  wäre. 

Aus  neuester  Zeit  ist  in  Poggendorff's  Annalen,  Band  VII,  Stück  3, 
pag.  103  ...  eine  russisch  geschriebene  Arbeit  angezeigt;  M.  Pawloff, 
Untersuchung  der  Frage  Über  die  Bilder  in  zwei  zu  einander  ge- 
neigten ebenen  Spiegeln.  Der  Berichterstatter  sagt  kurz :  ..indem  der 
Verfasser  zuerst  nachweist,  dass  die  Anzahl  der  Bilder  immer  eine 
begrenzte  ist,  zeigt  er  weiter,  wie  für  jode  Lage  der  Spiegel  und  für 
jede  Lage  des  leuchtenden  Punkts  diese  Zahl  zu  bestimmen  ist." 

Dass  bei  Pawloff  wie  bei  Bertin  so  und  so  viele  Forderungen 
der  Fundamenlalaufgabe  unerfüllt  geblieben  seien,  ist  aus  den  ge- 
machten Mitteilungen  zur  Genüge  zu  ersehen;  ich  mücbtc  aber  daa 
^eMndera   bcrvorhebcn,   dass    weder  bei  Bertin,   noch  bei  Pawloff  ■ 
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(Dach  der  Foggend.  Angabe)  irgend  Erhebliches  Über  tlio  EigDDtOm- 
lichkeitea  der  gegenseitigen  Lage  der  Bilder  zu  ßnden  sei.  Gerade 
aber  diese  EigentUmlicbkeiteti,  namentlich  bei  denjenigen  zwei  Bildern 
hervortretend,  welche  als  letzte,  jedes  von  einem  der  Einzclepiegel 
geliefert  werden ,  sind  im  höchsten  Grade  Uberraschend.  Schon  ihre 
Ermittlung  und  Uervorhebnng  dürfte  fUr  die  Berechtigung  der  hier  zu 
veröffentlichenden  Arbeit  sprechen,  wenn  man  auch  bezüglich  der  arith- 
metischen Frage  mit  dem  Richtigen,  w&a  schon  Bertin  gegeben  hat, 
pich  berabigen  wollte.  Uebrigens  ist  gegonwirtige  Arbeit  in  dem 
Sinuc  gemeint,  dass  sowol  die  oben  ausgesprochene  Fundamental' 
aufgäbe  vollständig  gelost,  als  auch  der  weiteren  au  sie  gcknflpften 
Forderung  genügt  werde. 

Bei  der  hier  durch  geführte  u  Art  der  Untersuchung  and  Oarst^* 
lang  wird  der  aufmerksame  Leser  nach  gezolchneteu  Figuren  so  wenig 
Verlangen  tragen,  dass  er  selbst  diejenige  tlhorflttssig  tiudon  könale, 
welche  zur  Voran suhaulichung  gewisser  Oefiultioueu  und  Bezeichnungen 
beigelegt  ist;  welche  Übrigens  immerhin  dienen  mag,  um  hei  den  ver- 
schiedensten Gestaltungen  oder  Einteilungen  des  Operati onsfel des  die 
OnenUniug  in  diesem  zu  erleichtern 


S  1. 

Winkelspiegel  heisst  eine  Zusammenstellung  zweier  undurch- 
sichtigen Planspiegel,  in  der  Art  angeordnet,  doss  die  allein  spie- 
gelnden VorderUächen  derselben  zwischen  sich  einen  faoblen  Flüchen- 
winkel  «  180")  haben. 

Dieser  Fl&chenwinkd  und  seiue  Seheitelkanto  UV  werden  bo- 
nehougsweise  als  Oeffnung  und  Axo  des  Winkelspiegelsbezeichuet 

Die  allein  spiegelnden  Vorderflftcbou  sind  zu  denken  als  zwei 
aas  W  oatspringende  Ebenenstflcke,  die  sich  beliebig  weit  er- 
strecken :  ü  v'A  den  ersten  Planspiegel  abgebend ,  WH  den 
zweiten. 

Zu  den  Ebeneustttcken  WA,  VVB  sind  ihre  Ober  (/F  hinauf- 
gehenden Erweiterungen  ÜVH,  VV^  einxu^hren,  jede  derselben 
rein  geometrisch  gedacht. 

Bei  jeder  der  Vollebenen  AUVti,  UUV^  heisst  vordere 
Seile  diejt^nige,  an  welcher  die  zugehörige  Ilalbehcnc  ihre  spiegelnde 
Kraft  entwickelt. 
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§2. 

Soferu  hinter  oiaem  dor  Eiozelspiegel  eiu  Bild  erscheint,  her^l 
vorgemfen  durch  einen  von  ihm  befindlicheu  Gegcustand,  möge  sol-l 
dies  kurz  ein  diesem  Spiegel  zagehöriges  Bild  genannlifl 
werden. 

Wenn  nnu  ein  leuchtender  Punkt  1'  frei  innerhalb  der  Oeffnung  ' 
des  Winkels piogela  sich  befindet,    so   sind   zanttchst    die  zwei  Bilder 
iu's  Auge  zu  fassen,  deren  jedes   dun.'h   einen  der  Spiegel  für  sich, 
ohne  Mitwirkung  des  andern,  entsteht.    Diese  zwei  niemals  fehlenden 
sind  notwendig  von  einander  getrennt.     Jedes  liegt  symmetrisch  zu  J 
der  Ebene  desjenigen  Spiegels,   dem  es  zugebOrt    Diese  zwei  Bilder] 
heiasen  die  Bilder  erster  Ordnung. 

Jedes  von  ihneu,   wenn  es  vor  dorn  Spiegel  liegt, 
OS  nicht  zugehört,  verhält  sich  diesem  gegenüber  wie  ein  leuch- 
tender Gegenstand,  vou  welchem  gedachter  Spiegel  ein  neues  (hinter  J 
ihm  liegendes)  Bild  liefert  —  ein  Bild  zweiter  Ordnn 

Von  jedem  der  beiden  Bilder  zweiter  Ordnung  wird  derjenige 
Spiegel,  dem  es  nicht  zugehört,  möglicher  Weise  (wenn  es  eben  vor 
ihm  liegt)  ein  neues  Bild  geben  —   ein  Bild  dritter  Ordn 


Um  jedes  dieser  Bilder  sowol  bezüglich  seiner  Zugehörigkeit  zs  .1 
einem  bestimmten  der  zwei  Eiozelspiegel ,  als   nach  seiner  Ordnung  ' 
kenntlich  zu  machen,  gebrauchen  wir  die  Bezeichnung  Pm'  für  das  zu 
dem  ersten  Spiegel  gehörige   Bild  mter  Ordnung,  dagegen   Pm"  für 
sein  zum  zweiten  gehöriges  derselben  Ordnnog.'    Domgemäas  werden 
die  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  des  Punkts  P  hier  der  Reihe  | 
nach  benannt   werden    /',',  P^',  P/  .,.;   die  zum  zweiten  gehOrigsKJ 
der  Reihe  nach  i',".  ^*'\  ^V  ■  ■ 

Da  iinmcr  das  vou  einem  Gegenstand  erhaltene  Spiegelbild  8jrm-'| 
melrisch  mit  jenem  liegt  bezüglich  der  Ebene  des  zugehörigen  Spie- 
gels, so  ist  hieraus  zunächst   folgendes  allgemein  Bekannte  zu  ent*] 
nehmen. 

Alle  durch   das  Zusammeuwirken  heider  Einzelspiegel   sich  er-l 
gebenden  Bilder  des  Punktes  P  befinden  sich  in  derjenigen   Ebene, 
welche  durch   P  normal  zu  der  Axe    UV  zu   fuhren  ist,   die  einen 
Durch  Schnittspunkt  0  mit  jener  gibt.    Aach  habeu  alle  solche  Bilder 

ilben  Abstand  von    O  wie  /'  selbst;  sie  liegen  mit   P  auf  der  ^ 
lerie  eines  um  O  als  Mittelpunkt  zu  beeeh reiben ilen  Kreises. 
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Mit  diesem  Ortskrcise  der  Bilder  von  /'  bat  jedes  der  aus  Aio 
ur  entspringendoD  Ebeneastücko  UVA,  Ü\"&,  WB,  UV^  seinen 
bestimmten  Dorcbachnittsptiiikt ;  diese  Punkte  selbst  sollen  der  Boilie 
nacU  mit  A.  M,  U,  So  bezeichnet  sein,  und  bei  jedem  der  Paare  {A, 
VI),  (jB,  iQ}  ist  za  beachten,  daas  es  zwei  Gegonpimklo  des  Kreises 
enthalt.     (Siehe  Figur.) 

Anf  dem  zwischen  beiden  Spiegeltlächen  selbst  begriffenen  Bogen- 
stück  APB  beben  wir  ausser  /'  uocti  hervor  den  HalbirnngspiiDkt  M 
desselben;  so  auch  den  Funkt  ig.  welcher  zu  /'symmetrisch  mit 
Bezag  auf  die  Gerade  OM  liegt.  Zu  diesen  Funkten  erscheinen  be- 
ziefaungsweise  %,  'HR,  ^y  als  ihre  Gegenpnnkte  anf  Jeoi  Bogenstftck 
^liHIB,  welches  zwischen  den  zwei  Ehenenstücken  t/Ktfl,  UKIO  be- 
griffen ist.  Hierbei  die  Möglichkeit  vorbehalten ,  dass  P  und  P^  in 
.1/  zosammcuf allen,  und  demgemllss  $,  %„  \a  3)<. 

Es  liegt  nahe  auch  die  Radien  oinzafüfaren,  die  aus  O  nach  den 
erwähnten  Peripheriepnnkteu  gehen,  Ton  diesen  sind  ans  zoDitchst 
OA,  OB  aas  dem  Grunde  besonders  wichtig,  weil  sie  die  Spuren  der 
Ewei  Einzels piegel  in  der  Ebene  der  Bilder  des  Funktos  F  sind, 
während  zugleich  der  (hohle)  Winkel  AGB  die  Grösse  2o  der  Oeff- 
nitng  des  Wiukelspicgels  darstejlt- 

FQr  jedes  der  Bilder  des  Punktes  P  ist  seine  Lage  voltstandig 
bestimmt,  einesteils  durch  die  Lilnge  des  von  O  nach  solchem  Bilde 
gebenden  Fahrslrahles,  welche  Lange  gleich  OP  selbst  ist,  —  andem- 
leils  durch  die  GrOsse  des  Winkels,  um  welchen  gedachter  Pahrstrahl 
von  der  Spar  {OA  oder  OB)  des  bezOgiichen  Spiegels,  auf  der  Rück- 
seite des  letzteren,  abweicht. 

Jeder  derartige  W'nkel  soll  hier  dnrch  eine  absolute  Zahl  dar- 
gestellt  werden,  welche  anf  den  Grad  als  Einheit  sich  beliebt.  — 
Ist  nnn  ein  Winkel  AOP,'  >=  ^  angegeben,  so  heiast  dies,  das«  man 
aas  der  Lage  OA  in  die  Lage  OP,'  komme  durch  eine  Drehung  um 
iC",  in  der  Sichtung  Ober  OS  nach  OVl ;  dagegen  eine  Angabe  Wkl. 
BOPJ'  =  w  besagt,  dasa  man  ans  der  Lage  OB  in  die  Lage  OP^' 
komme  durch  eine  Drehung  um  a"  in  der  Richtung  Über  O'ü,  nach 

Anmerkung.  Vorstehender  §  hWt  streng  fest  die  ganz  be- 
stimmte Yoranssctznng,  dass  der  Pnnkt  P  frei  innerhalb  der  Oeff- 
Dung  des  Winkel  Spiegels  lie^e,  d.  b.  in  keiner  der  zwei  spiegelnden 
Flächen  UVA.  UVB  selbst  sich  befinde.  —  Es  mag  gut  sein  sich 
klar  zu  machen,  wie  ganz  anders  gegenüber  von  solchom  Pankt  F 
die  Verhältnisse  für  einen  andern  leuchtenden  Punkt  sind,  wenn 
£escr  in  der  Fläche  eines  der  zwei  Einzelsptegcl  selbst  —  immerhin 
aeitwkrts  von  der  Aie  UV  —  gegeben  ist. 


Augenomincu ,   der  Punkt  A  des  ersten  Einzclspiegcls  sei    ein   < 

louchloDdor. 

Sofern  nan  J  vor  dem  zweiten  Spiegel  liegt,  bo  entsteht  gewiss 
hinter  diesem  ein  BUd  ä"^  von  A  in  derselben  Weise  abstammend 
wie  /',"  von  /';  nnd  von  Al'  sind  weitere  Bilder  A^,  Aj",  A^  ... 
1  derselben  Weiso  herzuleiten  wie  von  P,"  hergeleitet  werden  P,', 
',",  P^  ...  jeiiea  folgende  ans  dem  nächst  vorhergehenden. 

Dass  das  Licht  des  Punktes  A  von  dem  firsten  Spiegel  selbst, 
dem  or  angehören  soll ,  annh  roficctirt  werde,  wird  man  nicht  sagen 
wollen,  mau  wird  also  von  einem  Bilde  A,  nicht  zn  sprechen  haben. 
Jedenfalls  aber  mUsste  dieses  mit  A  selbst  identisch  gesetzt  werden, 
und  von  Aj  wilren  durchaus  keine  weiteren  Bilder  dos  Punktes  A 
herzuleiten,  als  die  vorbin  angeführten  Aj'\  A^',  A^",  A^   ... 


„Um  nun  Genaueres  über  Lage  and  Anzahl  sämmtlicher  zu  /*  J 
„sich  ergebenden  Bilder  entwickeln  zu  kOnnen,  stellen  wir  zunflcbst  -{ 
„folgende  Betrachtung  an". 

Sei  irgend  oin  zum  ersten  Spiegel  gehöriges  Büd  Pm   g<3dacbt, 
zn  welchem  der  zweite  noch  das  Bild  Pm^i"  gebe.     0er  Fahrstrahl 
Oim',   hinter  dem  ersten  Spiegel  liegend,   weiche  von  dessen  Spur- 
linie  OA   um  einen  Winkel  ü-  ab.    Indes  musa  o/'n',  damit  das  Bild 
Pm\i'  entstehen   könne,    vor    dem  zweiten  Spiegel  liegen,    von  der  i 
Spur  OB  desselben  abweichend  um  den  Botrag  IiOA-\-AOPm' ,  d.  h. 
um  'la-\-iv.     Dieselbe  Abweichung  von  Ofi,  aber  hinter  dem  zweites  ] 
Spiegel,  rauBs  der  Fahrstrahl  OPm^\"  haben,    d.  h.  es  muss  Winkel  1 
BOP„^.\"  =  2ii+if'  sein.  —  So  findet  sich  der  also  lastende 

Hanptsatz. 

„Wenn  das  zu  dem  einen  Ein zd Spiegel  gehörige  Bild  mterOrd« 
.,nung  des  Punktes  P  seinen  Fahrstrahl  hinter  die  Spur  gedachten  | 
„Spiegels  zurückweichen  lüsst  um  einen  Winkel  V'i  so  muss  das  etwa  I 
„entstehende,  zu  dem  andern  Spiegel  gehörige  Bild  (m4-l}ter  Ord' 
„ntiDg  seinen  Fahrstrahl  hinter  dessen  Spur  znriickweicheu  lassen  | 
„um  2a-f-iC;  hiebci  unter  2«  die  Oeffnungsgrflsse  des  Winkelspiegela  | 
„gedacht". 

Sei  nun  7>,   die  Abweichung    des  Fahrstrahls  OP  von  der  Spur  \ 
^OA  nächst  gegen  OB  hin,   und  qa,  die  Abweichung  desselben  Fahr-  i 
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Strahls  von  OB  gagea  OA  hUi,  so  ist  offonbar  ;!ita&cbst  für  die  zwei 
Bilder  /•,',  F,"  aozugeben 

Winkel  AOF,'  =  v„    BOP^'  =  «>,. 

An  diese  zwei  einfachsten   Angaben  sind,    mit  Anwendung  dea 
voriguu  Uauptsat2ca,  aofort  zu  knUpf<!D  die  zwei  Iteihou  vou  Augabeo 

L 
Winkel  AOP^'  =  <p, 

A0Pt'=:2a-\-(Pt 

AOFi„-i'  -=  2(m  — 2)2n-f  ip, 
AOP2J      -  {2«-I)2r.  +  g.» 


Winkel  BOP,"  =  <pi 

B0P^"=2u-\-<p, 
liOP,"  =  ia  +  <pi 

ÄOft«-!"-  (2m-2)2B+g., 

BOPim"       —  {2m  — l)2(I  +  <p, 


'  Bei  jeder  der  vorstehenden  Reilieo  ist  zu  sehen,  dass  sie  vor- 
tnSgc  Ihres  arithmetisch-geometrischen  BildnngsgesetzcB  bis  ins  Uß- 
cmdlicbe  fortzuführen  ist;  und  in  diesem  Fortgang  werden  die  immer 
wacbaenden  Winkel  AOP'  BOI'"  über  jedu  zu  gebondo  Grösse  hin- 
ansgefuhrL 

Hiednrcb  ist  mit  Bezug  auf  jeden  der  zwei  Einzetspiegel  die 
Frage  angezeigt,  ob  die  Anzahl  der  ihm  zugehörigen  Bilder  von  P 
(wie  CS  ja  scheineu  möchte)  eine  unendlich  grosse  sein  werde  oder 
nicht. 

S  4. 

,^geBichte  voriger  Frage  sind  sofort  folgende  Beschrünkongon 
,^  betonen ,  welche  fllr  die  Lagun  der  Bilder  des  Punktes  P  sich 
„ergeben". 

1)  Jedes  der  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  P\  da  es  nur 
binter  diesem  Spiegel  sein  kann,  ist  angewiesen  auf  il<'ii  Ilalbkrcis- 
bQg«n  AfbÜ,  dessen  Grenzpunkte  A,  fi  sind. 
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Ebenso  jedes  der  Bilder  /'"ist  aogewiescn  auf  den  Bogen  BtV, 
doesen  Grenzpunktc  B,  m  sind. 

3)  Im  OrcDzpaukt  91  des  Bogeoa  A^G'Ü  kann  nicniftls  ein  Bild 
J"  sich  befinden. 

Denn  zunächst  ist  klar,  dass  /]'  nicht  in  Ä  sein  könne.  — 
Sollte  aber  ein  Bild  P^  (mit  n  ^  1)  zu  Stande  kommen,  so  rollssto 
CS  hervorgerufen  sein  durch  ein  Bild  P»-]".  Die  Punkte  Pm',  Pm-i" 
mossten  zu  der  Ebene  des  ersten  Spiegels,  in  welcher  /'«'  mit  tt 
vereinigt  sein  sollte,  symmetrisch  liegen;  es  müsste  aUo  Pn-t"  eben- 
falls in  'fl  sein.  Aber  in  der  Lage  81  befindlich  kann  ein  lenchtcn- 
der  Punkt  Pn-i"  keine  refiexionsföbigen  Strahlen  an  die  spiegelnde 
Fläche  UVA  gelangen  lassen.  Also  ein  Bild  /«'  an  der  Stelle  Q  ist 
unmöglich. 

Ebenso  zeigt   sich   die  Unmöglichkoit  eines   Bilde»   P"  an  der 

Stelle  «). 

3)  Auch  im  Grenzpnnkt  A  des  Ualbkreisbogens  ASbA  kann  kein 
Bild  P'  erscheinen. 

Denn  zunächst  überzeugt  man  sich,  daes  F,'  nicht  in  A  sein 
könne.  —  Sollte  aber  ein  Bild  Pn  (mit  i.  >- 1)  ia  A  zu  Stande 
kommen,  so  würde  dies  die  Existenz  eines  Bildes  Pn-i"  voraas- 
seizen,  welches  den  zwei  sich  widersprechenden  Forderungen  ge- 
nügen müsstc;  einesteils  hinter  der  Ebene  des  zweiten  Spiegels  zu 
liegen,  andernteils  mit  A  znsammenzufallcn. 

Ebenso  ; 
Stelle  ü. 

4}  Sicht  man  auf  das  BogenstUck  S12IIQ,  welches  den  zwei  Halb- 
kreisen Ami,  Bü^  gemeinschikftlicb  ist,  so  zeigt  jeder  zwischen 
VI  nnd  lii  liegende  Punkt  desselben  die  Eigenschaft,  frei  sowohl 
hinter  der  einen  als  hinter  der  andern  der  zwei  Spiegelebencn  zu 
liegen ,  so  dass  kein  Liebt  von  ihm  an  die  eine  oder  die  andere  der 
zwei  spiegelnden  Flächen  Ü\'A,  UVB  gelangen  künne.  Uien»ch  ist 
m  sagen: 

Wenn  ein  zum   ersten  oder  zweiten  Spiegel   gehöriges  Bild  des 
Punkt«si^M&dwo  auf  dem  Bogen  USitH  zwischen  seinen  End-    ' 
pnnktöl^Hpffndet,  so  gibt  es  kein  Bild  höherer  Ordnung,  welches 

als  ein  vollem  erstgodachtcn  Bilde  abgeleitetes  zu  finden  wäre. 

ft)  Was  insbesondere  die  Grenzpunkte    KI,  tß  des  Bogens  HSW8 
betrifft,  so   ist  leicht  zu  sehen;   es  mag  zwar  in  S  ein  zum  ersten 
liegel  gfiiftwac»  f'i^|^^'^^[|i'flliflp_^jJiier.  ii^  diesem  ans,  mit  KJ 


liigt  sich    die  Unmöglichkeit   eines  Bildes  P"  an  der 


Maek:  Dtr  WiaktUpitgtL  9 

in  der  Ebene  dts  zweiti'n  Spiegels,  nnil  seitwärts  von  »Ilt  Abt^ilODg 
UVB  liegt,  kanD  kein  Biid  /'«^i"  sich  ergeben.  Desgleichen  mag 
immcrhiu  an  der  Stelle  tl  ein  zum  zweiten  Spiegel  gehöriges  Bild 
Pm"  «ich  betindeo,  aber  es  ist  koiu  /■«.+!  von  ihm  herzuleiten. 

Jedes  Bild  F'  oder  /'",  von  welchem  kein  Bild  höherer  Ord- 
nung »bzuleiten  ist,  heisst  nach  Berlin  ein  improdnctives-,  jedes 
andere  mag  ein  produeti vcs  heisscn. 


Abb  vorstehenden  K^sonilir 
fasnnde: 


1  Angaben  ergibt    sich  nun  ij 


I)  „Jedes  Bild  /"  liegt  auf  dem  Halbkrcisbogen  /l^ül  frei 
.^wischen  seinen  Gronzpunkten  a,  t(;  und  zwar  Jedes  productivo 
.^wiKhen  A  und  V,  jedes  improductJve  von  ffi  bis  vor  !l". 

.,Jedc8  Bild  P"  liegt  auf  dem  Halbkreisbogen  li%V  frei  zwischen 
„seinen  Grcnzpuiiktcn  ß,  Ib;  und  zwar  jedes  productive  zwischen 
„  B  and  B,  jedes  improdnctive  von  SI  bis  vor  S", 

Sieht  man  jetzt  auf  den  Flächcuwinkol  zwischen  den  Ehenon- 
•tockcn   UVfl,   UW,  so  ist  auch  m  sagen: 


11)  „Ein  Biid  P'  odc; 
„nur  dann  improductiv.  wcti 
,^t(lcken   ('"V«,  (/re,  oder 


"  des  Punktes  /'  ist  immer  dann  und 
i  entweder  frei  zwischen  den  Ebeneu- 
uiuL-m  von  diesen  sich  befindet". 


iproductiven  Bilder  heisse 


Der  biemit  scharf  besl.immto  Ort  iler  i 
der  todte  Ranra. 

Durch  die  Angaben  I)  und  II)  ist  man  zunächst  auf  dio  Jlög- 
liebkeit  solcher  Lagen  von  i' biugeffiescii,  bei  welchen  eine  be- 
grenzte Zahl  für  die  zn  dem  einen  Spiegel  gehörigen  Bilder  sich  er- 
gibt, and  ebenso  eine  begrenzte  für  die  zu  dem  andern  gehörigen. 

Wo  nnn  diese  Möglichkeit  verwirklicht  ist,  mag  ja  dos  letzte 
Bild  von  P,  welches  durch  letzte  Keflciion  an  einem  der  Einzel- 
tpiegcl  als  ihm  zugehöriges  sich  ergibt,  kurz  als  das  zu  diesem 
Spiegel  gehörige  Grenz  biid  von  P  bezeichnet  werden. 


S  5. 

„Verbinden  wir  jetzt  die  Lehren  der  §§  3.  und  1.,  so  gelingt  es 
iWlIatindige  Klarheit  Über  die  am  Schluss  des  g  3.  aufgeworfene 
,Fr^G  ZD  geben,  ob  nftitilich  für  dio  Bilder  P'  und  P" 
^e  begrenzte  Anzahl  sieh  ergebe  oder  nicht". 


Wir  wotloD  zQ  dem  B^haf  vurerat  an  die  Bilder  P'  uns  halte 
und  wir  wollcu   für  dcu  (eratcu)    Spiegel,    zu   welchem  aie   gchöretli 
sogleich  die   uihero  Bestimmung  treffen,   er  aolle  der  dem  Punkt  P 
<„ 


statuirt  ist.  —  Sofort  sind  folgende 


iitwa  nähere  sein;  womit  ip,  _  i 
Bemorlcnngen  zu  machen. 

Ist  X  irgend  eine  ganze  Zahl,  welche  den  nach  §3.  I.  entwickelt 
zu  denkondea  Wert  des  Winkels  -iO/V<!  180  macht,  so  ist  jeder' 
der  Punkte  Pj',  P^'  ...  r«'  ein  Bild  von  P\  und  diese  Bilder  liegen 
der  Reibe  nach  auf  dem  Bogen  ^Stl  zwischen  A  nnd  VI. 

Ist  X  sogar  die  grösste  ganze  Zaiil,  welche  den  Wert  -lOr.'^lSO 
maclit,  80  ist  notwendig  .-lO/'jii  entweder  —  180  oder  ]>  180. 
Alsdann  gilt  von  den  Punkten  P,'  ...  P,    noch  dasselbe  wie  vorbin, 

es  ist  aber  sogleich  das  Weitere  hervorzuheben  was  folgt. 


^ 


180,  wenn  sie  zntrifft,  verweist  den  Puokt 
nach  S  4.  I)  ntemafs  ein  Bild  P'  erscbei- 


Die  Angabe  AOPi^t  = 
JVfi'  an  die  Stelle  B,  wc 
nen  kann. 

Die  Angabe  /10/V(i">  180,  wenn  sie  zutriin,  nnd  wenn  zugleich 
-lOi',n'=360  sich  zeigt,  vorweist  den  Punkt  P,4i' auf  eine  zwischen 
fil  und  A  liegende  Stelle  des  Halbkreisbogens  t^BA^  d.  h.  an  eine 
Stelle  vor  dem  ersten  Spiegel,  wo  ebenfalls  kein  Bild  P'  erscheinen 
kann. 

Um  also  sicher  zu  sein,  dass  die  Zahl  der  Bilder  /''  eine  be- 
grenzte sei,  genügt  es  offcubar,   die  folgende  Behauptung  streng  zn 

beweisen. 

(^  Wenn  le  die  gtOsste  natUrliehe  Zahl  ist,  welche  den  Winkel 
AOPt  <i\&i  macht,  nnd  wenn  von  den  zwei  hietnit  allein  verträg- 
lieben Angaben  AOP,yi  =.  i8ü  und  ./)OPi+i'>  18Ü,  die  letzlere  zu- 
trifft, so  musa  damit  zugleich  bestehen  die  Angabe  -lOr.-ji'-C  360. 

DieSB  lässt  sich  in  der  Tat  beweisen;  man  bat  aber  zu  demBo- 
hufe  getrennt  zu  behandeln  die  zwei  Fälle:  x  angerade  und  x  gerade. 

Erster  Fall :  -x  ungerade. 

Da  die  zwei  Angaben  bestehen  sollen 

a)    ^Oft'<180,        b)    -4O/',+i'>180, 
und  da  nach  §  3.  die  Entwickinngen  stattfinden 

a')     AOPi  ^  («— l)2n+9„        b')^OiV+i' =  x.'la-^tpt 
i  haben  wir  hier 

(ir-l)2«  +  7'i<iaO      und        b")    ;r.2B+ v»>  180. 


80.  ^^1 
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Für  X  ^  1   (weil  ja  immer  2a  <<  180  und   «p^  <C  ^^)   ^^^  ^^^ 
ohne  Weiteres 

«.2« 4- 9,  <  360 
d.  h. 

Ist  vielmehr  die  ungerade  Zahl  x  >>  1,  so  dient  uns  die  ans  a") 

herzuleitende 

a?.2«  — 9,  <180, 

welche  durch  Verdopplung  beider  Seiten  übergeht  in 

a*^)    (x.2a  +  <p,) -f  (a? . 2«  —  Sy«)  <  360. 

Da  jetzt  X  mindestens  —  3  sein  soll,  so  ist  hier  (x .  2n  —  3<p^)  sicher 
positiv,"  und  da  a*^)  unzweifelhaft 

a;.2«  +  g),  <360 
gibt,  so  ist  wieder 

AOPx^i'  <  360. 

Zweiter  Fall:  x  gerade. 

Da  zu  den  zwei  Angaben 

a)    ^OPx'<180,        6)    ^OP,+i'>180 

jetzt  die  Entwickeluugen  gehören 

a').   ^OP,'— («— l)2«4-g)„  b')    A0Fx-^i=x.2a  +  q>^, 

60  haben  wir  hier 

a")    (x  — 1)2«  +  9,  <  180        und       b")    a; .  2«  +  ^^  >  180. 

Die  a'')  ist  sofort  überzuführen  in 

a;.2a  — 9,  <180, 
wonach  auch 

a*^)     (a;.2o+g)i)  +  (aj.2«  — 3^i)  <  360. 

Da  nun  x  mindestens  =  2  sein  soll,  und  da  9>i  ^  «    substituirt 

ist,  so  hat  man  hier   (x.2a  —  3<Pi)  sicher  positiv,   und  die  a'^)  gibt 

unzweifelhaft 

a;,2a  +  <p,  <  360 
d.  h.  eben 

^OPx+i'<360. 

Nachdem  hicmit  die  Behauptung  (^  für  alle  Fälle,  wo  (pj  ^  er, 

streng  bewiesen  ist,  hat  man  ihr  gemäss  und  kraft  des  Nächstvorher- 
gehenden vorerst  den  Satz: 


©)    Wonii  dir  Piiukl   r 
< 


gegen   die  zwei  EinxelBpiegcl  so  lie^ 


Jais  91,  ^  «,  30  ist  diu  Zahl  der  Bilder  P'  eine  Begrenzte  x,  «nd 
zwar  ist  r  die  grösste  uatUrliche  Zahl,  welche  die  Dach  S  3.  zu  denkeude 
Entwickolniig  des  Winkelwertes  AOPg' <:i  180  macht. 

Ist  hqd  Px  im  Sinne  dieses  Sutzes  das  letzte  der  Bilder  /'',  so 
sind  für  den  Winkel  AOPt'  (der  immer  <  180)  als  drei  mögliche 
Falle  zu  beaclitc'o 

< 
AOPt'  —  =180—2«. 


Für  jeden  dieser  drei  Fälle   ist  jel/t  zu  zeigen ,  da: 
Oronzbild  P"  sich  eiDstoUc. 

1)  Ist  Winkel  AOPt' <  ISO  — 2a,  Hegt  also  das  Grenzbild  P, 
frei  ausserhalb  des  todten  Raumes,  so  ist  naeb  §  4.  gemäss  ein  Bild 
/*i+i"  aus  ihm  herxuldten;  aber  ein  Bild  ii^a"  ist  so  gewiss  n,_-^ 
möglieb,  als  ein  Bild  i'tn'  nicht  vorhaudon  ist. 

Und  hiebei  hat  man  nach  §  3. 

Vikl  BOP^+l' ^  A0P^-+2a,     d.  b.     <180. 

•2)  Ist  Winkel  A0Pt'=im  —  2a,  liegt  also  das  Greuzhild 
iu  5y,   so   ist  (nach  §  4.)   zwar  keiu  i'«+i"  berzuleiten  aus  Pt',  v(n% 
aber  ein  Bild  P,"  aus  Pi~i'\  and  mau  erb&lt  biobei 

Wkl,  BOPt"=  A0P,'  +  2a,     d.  h.     <  180. 

3)  Ist  Winkel  AOPt":>  180— 2o,  so  sei  die  —  positive  —  Dif- 
ferenz 180— -10/"  bezeichnet  mit  iji. 

Da  nun  gemäss  der  gemachten  Annahme  /*,'  frei  innerhalb  des 
lodten  Raumes  liegt,  so  ist  nach  §  4.  ein  Bild  /V-fi"  unmöglich. 
Gewiss  aber  ist  die  Existonz  des  ii-t",  von  welchem  Pi  abstammt, 
nud  rrnglich  ist  nur,  ob  anch  noch  Pnnkt  /V"  ein  Bild  sei.  Di«.  | 
Entscheidung  dieser  Frage  hängt  davon  ab,  ob  x  gerade 
ungerade. 

Ist  X  gerade,  so  bestehen  nach  S3.  für  die  Punkte  /*,', 
Angaben 

Wkl.   AOPj'  ^  (i  — l)2n-f-«i, 
flOi',"={«  — 1)20-1-91,. 

Diese  lassen  (wegen  ^,  ^  q»,)  erkennen,  dass  BOPz   ^  ^Oi^'J 
somit  <;  L'^i);  und  man  sieht,  dass  P/'  so  gut  wie  /','  ein  Bild  \ 


iche  I 

1 
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tat  aber  x  ungerade,  so  hat  man  vielmebr  die  Angabon 
Wkl,  AOP,'  —  (*  — l)2o  +  <p, 
BOPt'  ^  (iE— I)2«+v» 


> 

Jonacbdeiu  nun  (p,  —  tp^  (immer  ■<  2o)  sieb  --  ^l•  ?.eigt,  wird  der  1 
< 
> 
Winkel  fiOft"  (immer  <360)  sich  =  160  finden      Und  bieraus  ist  | 

< 

bei  DDscrer  Annabme  <lcr  ungeraden  x  in  aller  Strenge  zu  schlieasen,  i 
d&s9  ZQ  Grenzbild  Pt  auch  als  ricbtigi^s  Greuzbild  entweder  A-i"  | 
oder  Pt"  hinter  dem  zweiten  Spiegel  sieb  ergebe. 

Zn  jeder  der  eben  erörterten  Annahmen  1),  2),  3),  welche  die  1 
allein  möglichen  aiud,  zeigt  sich  offenbar  eine  bestimmte  uatUrlicbe  I 
Zahl  y  als  Ordnungszahl  eines  Grenzbildes  P^". 

Diese  Zahl  j,   entweder  =  !c-\-^,  oder  =  x,  oder  =  x~\  sieb  ' 
findend,   ist  auch  gewiss  die  grössto  natürliche  Zahl,   welche  den 
nach  S  3.  entwickelt  zu  denkenden  Winkelwert  BOPf"  <  180  macht, 
Denn    wenn  auch   noch    BOJ\\\" <^iü>d  sein  könnte,   so  könnte  ja 
Py"  nicht  das  Grenzbild  sein,  als  welches  es  doch  erwiesen  wurde. 

JeUt  die  Ergebnisse  vürstcbeuder  Untersuchung  iaisaranicufasseiid 
erkennt   man  fUr  jede  frei  innerhalb  des  Winkel  spiegeis  augenom- 

mene  Lagr  des  P  ((p,  =^  gjj)  die  Gtitigkcit  der  Sätze; 
> 

I)  ..Sowohl  fUr  die  Bilder  P'  ergibt  sich  Immer  eine  begrenzte  I 
,Anmbl   u,   als   für  die  Bilder  P"  eine  begrenzte  Anzahl  p;   immer  | 
„nftmlich  u  als  die  grosslo  natürliche  Zahl,  welche  den  nach  §  H.  ent- 
„wickelt  zu  denkenden  Winkelwert  ^OP„'<;i80  macht, 
,4ls  die  grösste  natürliche,  welche  dasselbe  mit  Bezug   auf  BOP,"  1 
Jeiatet". 

II)  „Die  Ordunugszahlon  «  und  v  der  Grenzbilder  Pm-,  P"  sind  ] 
nimmer  entweder  einander  gleich  oder  nur  um  Eins  verschieden." 

Was  Übrigens  die  Gleichheit   von  u  und  <■  betrifft,  su  ist  scheu  ' 
aus  Obigem  und  späterhin  noch  geunuer  zu  sehen,   dass  sie  uicbt  j 
bloss   in  den    Fällen  mit    9),  ^  ip^    eintreten  wird,   in  welchen  sie  j 
fteilicb  (wegen  vorhandener  Symmetrieverbältuisse)  als  selbatversUliui 
rieh  sich  darbietet. 


et;  Dfr    Winltl. 


nrlfnmmPn- 


Anmerkiiiig  1.  Sofern  in  obiger  Uutorsuchung  bei  vorkomnien' 
dem  Pt^\"  dio  Zahl  z  gleich  Eins  würde,  wäre  natUrtich  unter  >■„ 
dar  leacbteudo  Puuki  S'  selbst  zu  denken. 

Aiinicrkuug  2.  „Der  obige  Hauptsatz  1)  bietet  bereits  eine  ii 
„zum  Ziel  führende  Methode  dar  zur  Auflösung  der  Aufgabe; 
,^egcb»uen  Werten  von  'la,  <fn,  (p,  die  onUpreckeuden  Zahlen  u  i 

„V  zu  ermitteln". 

Will  man  z.  B.  n  ermitteln ,  so  ist  davon  auszugehen ,  das»  « 
[bei  1'h)  entweder  eine  ungerade  Zahl  u,  oder  eine  gerade  u,  sein 
rauiB.  Mit  Bezug  auf  die  erste  Möglichkeit  ist  gemäss  dem  §  3.  zu 
suchen 

u,  als  grösste  ungerade  Zahl,  weiche  der  Ungleicliuug  geuUgt 

IJ     (u,-l)2o  +  v,  <18U; 
mit  llczug  auf  die  audere  Möglichkeit  ist  zu  suchen 
Ui  als  grüsstc  gerade  Zahl,  welcbo  der  Ungleichung  geuügt 

2)     (u,  — l)2a-f  »,<  löU, 
Aus  1)  und  2)  ergibt  sich 
u,  ~  grösste  ungerade  Zahl  unter  dem  Quotientenworte  - 

ug  — gröBSte  gerade  Zahl  uuter  dem  Quotienten  werte  - 

Von  den  zwei  hiemit  bestimmten  Zahlen  U)i  ">,  ist  die  grossere  J 

u  zu  wählen. 

Man  bemerke  die  für  dou  Fall  7,  • 
einfach  uug. 


JoUt  vollkommen   davon   überzeugt,  dass  für   die  optische  i 
Wendung  jede  der  Reiben  l),  II)  des  \'i.  eine  begreuxte  sei, 
wir  auf  dio  genauere  Untersuchung  derselben  eingeben. 

Im  Sinne  der  Allgemeinheit  der  z 

wir  dahin  gestellt,  ob  9,  —  7,  sei;   wir   halten  nur   immer  fest  die 

> 
VoransBctzunge» ;    ia  zwiiclion  0   und  160,   f,  und   qi^  je  ^  0, 

Vi  +  »«  =*  2«. 


D»  in 


r,  4«,  &i  .-.  «np  so  ani{cPJtvlcbi)(<li>  Itolli^  *)<l<>ti>ii.   w  CHI' 
I  «idi,  itieselticD  xu  mtBprocbeiiili'r  I>Aritollii>i|i  In  itor  Orli- 
cbrni;  <lor  Bilder  /''  zu  lihngou.     -    '/.a  iloni  lli<1iiil  wi'ril<>ti  niif  ilmn  ] 
nalbkreiebogpu  ^V9,  auf  welchen  ili«  i&innitlli'lM'ii  lllliliT  Itimolii'ltiikl   ' 
find,    der  Reibe  nach  die  I'uiiktc    £.,,  /.,,  /^  ,.,  /,„  iii  HiiiintDliivll, 

s  die  einzelneu  Bogen  AL,,  l.,l^,  l^l,„  ...  1,^   i  /,»  ,|i<  ||lki|i>li  Un 

m.  (d.  h.  die  GradKslil  2r  iiabuii],  wUlirnnil  iliT  l'tfuln  /.«IR  hiiI- 
««1er  auch  gleicb  2a  ist,  odor  üJnou  uuter  !/a  llt>||tiiidiiii  Wiul  im  bnl 
Jebt  die  Radien  U/,„  Oi^  ...  OU   nlDtfurubrl .  ■»  il'dil  mmi,  <Imi 

)  Wink-d  2i>,  -1«,  6»  -..  der  Ruibu  iiub  diirxb  die  SVliibxIfK'lHir 
JOZ.,,  AOLf,  AOL^  ..  dvRnt^-lll  »lud  /.uiilulrli  Im«  ttian  vir  il^h 
4er  ReibD  atth  dk  WtBkciai:biT  AOt^,  l^Oh,  U  ,0U,  t^tlH. 
KeaB  zcigvB  <idt  to  wicktif,   diM   wir  tio  l(<irw!trliiu.H  wirfinMi  ilf 

I  ZI  de»  «rft«B  Sfieigel  gübArlyou  M  lUifAobMri  «T' 
■tn,  nnäte«  ...  t«+ljm  Um  hlitjwMtrt«  Wk-w  mmA  4m  *$ 
diesem  Spiegel  (eb«ri(e  Uchimtttmk. 


W*rt  r«»**|i*# 


MBmfniaiv*r 


Fasst  man  dciglcicbcn  in's  Äuge  ein  Htlfefaclj  gerader  Ordnung 
(2m)  mit  Greuzradien  OLi^-i,  Ol^m,  so  ist  zu  sehen:  PiJ  liegt 
in  demselben,  so  zwar,  dass  OPin    von  OLim—t  um  ip^  abweicht. 

Sielit  man  endlicb  auf  daas  Schlusafach  ^.»09,  dessen  Ordonogs- 
zahl  (»-J-l)  >^U  ^^  ''Bt  ""^ii  zunächst  für  den  Fall  L^Oll  ^  2«  zu 
bcmerkcD ,  dass  jenes  genau  sieh  verhalte  entweder  wie  ein  voran- 
gehendes Uilfsfach  ungerader  Ordnung  oder  wie  ein  voraugebendes 
gerader,  jeoachdem  n^l  ungerade  ist  oder  gerade.  Also  muBS  in 
solchem  Fache  ein  Bild  P^+i  liegen  und  so  liegen,  dass  der  Fahr- 
stralil  0/'h|i'  <I<^>"  Fahrstrahl  OL,,  entweder  um  qp,  oder  um  qo, 
voraus  ist,  jcuachdom  n-j-l  ungerade  ist  oder  gerade. 

Wenn  dagegen  der  Winkel  L„Om  eine  GrOssc  m  unter  2i  bat, 
daun  hat  man  mit  den  Gleichuugeii 


AOLn- 


entweder  AO}'„^i'  ^  n.2(t  +  9i 
oder  .ir^/'«+i'  —  .I-20-J-9JJ 


hei  ungerader  n  + 1 
bei  gerader  n-j-l, 


I 


und  es  zeigt  sieh  sofort:  das  Grenzbild  Ihh'  kommt  in  dem  Scbluss- 
faeho  dann  uud  nur  dann  zu  Staude,  wenn  entweder  n-|-]  uugcrade 
und  (p,  ■<  M.  oder  wenn  w-f-l  gerade  uud  ijjj  <  «;  und  der  Fahr- 
strahl  O/'nfi'  weicht  von  dem  ersten  Grcuzradius  OLh  dieses  Faches 
entweder  nm  tpj  oder  um  q)^  ab,  jeuachdem  »-{-l  ungerade  oder 
gerade. 

Hienach  ergeben  sich  folgende  Sätze  über  Lage  uud  Ordnungs- 
zahl jedes  eiuEehieu  Bildes  P',  insbesondere  des  Grenzbildes. 

I)  „Jedes  der  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder^*'  Hegt  frei 
„in  demjenigen  llilfsfach  dieses  Spiegels,  wi'lches  dieselbe  Ordnungs- 
„zahl  bat  wie  das  Bild;   und  der  Fahrstrahl   OP'  des  Bildes  weicht 

„von  dem  ersten  Greu/.radiuB  des  Faches  entweder  um  g),  oder  um 
„ip,  ab,  jeuachdem  die  Ordnungszahl  ungerade  ist  oder  gerade.  Das 
„Grenzbild  findet  sieh  freiliegend  entweder  in  dem  Sehlussfacbe  oder 
„in  demjenigen  Ililfsfache,  welches  letzterem  zunächst  vorangeht." 

II,  „Ist  n  die  grOsste  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  des 
„Quotientenwerles  180:2r  liegt,  uud  wird  immer  unter  /'.'  das  zu 
„dorn  ersten  Spiegel  gehörige  Gretizbild  verstanden,  so  sind  über  seine 
„Ordnungszahl  u  und  seine  Lage  die  folneuden  Angaben  zu  machen." 


1)  Ist  180:2(t  eine    ganze  (die  Eins  Ubert reifende)   Zahl 
so  ist  jedenfalls  »  =  n-{-l;  aber  man  hat 


.-flj 


Mark:    Dtr    Wink»l^itg,i  \1 

s)  bei  itngerador  n 

WiDkel  <40P.'=.  n.2«-f  9.,,     d.   li.  aucb     BOP«' —  v, 
b)  bei  gi>nulcr  n 

Winkel  .40i'.'-=ft.2n+,p„    d.  h.  auch    «OP/ =  iji,. 

2)  Wpud    die    Division    180:2«   einen    Rest   »  Iftsst,    so   dasa 
180  —  n .  2a  -f  u,  so  hat  man 

a)  hei  ungerader  ti 
titweder  mit  «p,  ■<  m  die  Angaben 

u  -=  «+1,     AOK  =-  n.2B  +  (|!„     HW„'  =  w  —  <ft 

oder  mit  ?)»■>«  die  Angabru 

u  =  n,      AOP^'  "  (n-l)2o-fiy,.      ««/'■'  —  u  +  Vj 

b)  liei  gerader  n 

BBtweder  mit  qi,  <^  n  die  Angaben 

H  —  n+l,     AOl\'  =  n.2o  +  q>„     %OPj  =  lu  — ip, 

mit  49,  ~~^  DB  die  Angaben 

f.  =  n,     AOr^'  =  (h  — l)2o4-ip,.     «O/'«'  =  m  +  g?, 


Die  in  nnsrem  §  vorangcBtollte  Tafel  der  Winkel  AOI\'  nnd 
ihrer  Auswertungen  fordert  für  sieb  zar  Vergleirhnng  von  je  zwei 
benacbbarten  Gliedern  der  Winkelroihc  auf  Da  ürgeb"-!!  lii-li 
inftchBt  folgende  Bemerkungen, 

Die  Differenz  AOP^'—JOPt  findet  sich  — (a"-»,)  +  in  -^Til 
id  ganx  dasselbe  ergibt  sich  fttr  AOPtm'— AnPi^.t'.  Dagegen  tlie 
iffcrenz  AOI\'~AOPi  findet  sich  =  (2*  — Vi»+».  -  ^Vi.  fwl 
ergibt  sich  fUr  AÜPi^^.\' —  AOI^' ■ 

Uaa  erkennt  also  allgemein : 

III)  „Der  Bogenweg  von  einem  BiWo  '*'  nngeradcr  Ordmni«  m 
nächst  folgenden  gerader  Orduung  i«  in«»«'  =  2»,;  dagegen 
der  Weg  von  einem  Bilde  gerader  Ordnung  tu  arm  uttiibot  foltt*-»- 
leii  uugcrailer  Ordnung  ist  immer    -■'  '^Vi*' 

,L  K»U.  B.  Pbfa,    2.  R»b<,  TiU  11.   ' 


]8  ifaeki  Vtr  ffWUI^üyd^ 

Wird  aacli  <iie  Smnme  von  je  zwei  nScbal  bcuschbarieu  Glie- 
dern in  Betracht  genogeu,  und  beacbtot  man  immer,  dass  v,-)-ipi  ^3«, 
so  erbult  man  ein  bemerkensnertCB  Ergobniss  bezüglich  der  Hälfte 
solcber  Samme.    Man  fiudel 

b)     k^AOPi^'    +JOA„+i')  =  2in.2B- ^fJI*,. 
Da  ouD  nach  voriger  Nummer  III)  anzugeben  ist 
a")    ^A(>I\^--  JOiW-i')  =■  -p, 
b')    \(AOrim+i--AOPi^')  ~  V, 

an  ergibt  sieb  durch  Verbindung  einesteils   der   Angaben  a,  a',  an- 
dernteils  der  b  und  b',  mit  Beiziehung  der  Linien  OL : 

IV)  „Je  zwei  nacbst  benacbbaile  Bilder  P'  liegen  symmetrisch 
,zu  der  Scheidelinie  OL  derjenigen  zwei  Hilfsßlcher  des  ersten  Spie- 
igcls,  welchen  sie  selbst  einwobneu.  Von  dieser  Linie  nflmlich 
.weichen  die  aus  O  gehenden  Fuhratrahlen  solcher  Bilder  entweder 
,beide  nm  ipf  oder  beide  um  «p,  ab,  jeuaclidero  das  bezügliche  Bilder- 
„paar  entweder  besieht  aus  einem  Bilde  ungerader  Ordnung  mit 
„nächst  folgendem  gerader,  oder  aus  einem  Bilde  gerader  Ordnung 
,mit  nächst  folgendem  ungerader." 

Das  heisst  auch : 

„Je  zwei  Bilder  Px  und  Ptn'  liegen  so  gegen  einander,  wie 
„wenn  Pr^-i'  ein  Spiegelbild  von  Fi  wäre,  dureb  einen  Planspiegel 
„hervorgerufen ,  dessen  Ebene  mit  derjenigen  der  Geraden  OL,  und 
„UV  zusammenfiele." 

Wenn  man  bei  Betrachtung  der  vorangestellten  Tafel  endlich 
auf  irgend  zwei  solche  Glieder  sieht,  welche  nur  durch  ein  einziges 
zwischen  liegendes  getrennt  sind,  so  ericennt  man  sofort,  dass  die  Dif- 
ferenz zwischen  solchen  immer  einfach  =  4a  sei.  Danach  besteht 
die  Angabe: 

Vj  „Je  zwei  nächst  henachhorle  Bilder  P'  von  ungerader  Ord- 
„nong  haben  iiwischen  sich  das  Bogenintervall  4a;  und  ebenso  je 
„zwei  nächst  benachbarte  von  gerader  Ordnung,"  ^C 


Ganz  dieselbe  Art  von  Erörterung,  wie  sie  so  eben  für  die  Reibe  I) 
des  S  3.  durchgeführt  wurde,  ergibt  sich  mit  selbstvcrstfinülichen  Ab- 
äadernngen  für  die  dorlige  Reihe  II),  welche  die  folgenden  Angaben 
dwbieto': 


BOP,"       =2o  +  9, 


Zu  diesen  Angaben  wird  man  ia  dem  Ortskrciac  dor  Dildcr  Uctl 
Punktes  /',  liioter  der  Spurliuio  OB  des  zweiten  Spiegels  der  Reihe 
uocli  eiiifubreii  die   Kadien  Oll,,    OR^  ...  OJIh,   so  zwar,    dass  die 
Winkel  IlOli,   Jl^OIt^  ...  Q^-iOR^  jeder  b'leicli  2«  seien,    «tthreiid 
d«r  zuletzt  sich  anscbliesseudo  fl«'>"b  entwodar  gleich  2a  ist,   oderf 
mne  Grösse  tu  nnter  '2a  bat.    Mau  erhält  demgemUss  znni  zwei*^ 
ten   Spiegel   gehörige   Uilfsfilcher,   die   den   cbense   violtfi 
mul  cbensu  grossen  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  analog  sind;    mail| 
eriiält   namentlich  auch  als  zum   »weiten   Spiegel   gehörige. 
Schlnssfach  das  mit  linOÜ  zu  bezeichnende,  welches  immer  deu-J 
selbeu  Winkel  2a  oder  lu  fasst,   wie  das  zu  dem  urstcu  Spiegel  ge- ' 
hörige  L^O'i.    Sofort  überzeugt  man  sich,   dass  für  die  Bilder  P" 
Bod  uaraentlich   fUr   dos   Grenzbild  I',"  folgende   Sätze   Ia)  ...  Va) 
sldi  ergeben  massen,  welche  den  vorigen  I)  ...  V)  analog  sind. 

Ia)    ,^edea  der  zum   zweiten  Spiegel  gcbörigca  Bilder  P"  liegt-l 
„frei  in  denjenigen  Uilfsfach  dieses  Spiegels,   welches  diusclbo  Ord- i 
nDiiDgKiiahl  h&t  wie  das  Bild;    und  der  Fahrstrahl  or"  des  Bildes  * 
„weicht   von   dem  ersten  Grenzradins   des  Faches   outwcder   um  if, 
„oder  um  7),  ab,  jenachdem  die  Ordnungszahl  nugeradc  ist  oder  ge- 
„ndfr.    Das  Grenzbild  ^ndet  sich  frcilJi'goud  entweder  in  dem  Scblnss- 
^acb  oder  in  demjenigen  Hilfsrach,  welches  diesem  zunächst  vorangeht.'' 

U«)    ,Jst  u  die  grösstc  ganito  Zahl,  welche  unterhalb  des  Quo- 
„Ucntenwcrtcs   lK0;2o  liegt,  und  wird  immer  unter  /',"  das  zu  dem  ( 
^weiteu  Spiegel  gehörige  Grenzbild  verstanden,    so  sind  Über  scino  J 
„Ordnungszahl  v  uud  seine  Lage  die  folgenden  Angabt-n  zu  machen." 

1)  Ist  IM):2a  eine    (die  Eins    übertreffende)    ganze  Zaiil    't+1,  \ 
so  bt  jcdeufalls  o  <-  n-H^i  ^-^"^  ii<^ii  ^^ 

a)  bei  ungerader  n 
Winkel  liai;-  =  „.2(r+iy„    d.  h.  auch    SO/;"^  ?>, 

b)  bei  gerader  h 
Winkel  üup^"  ^  „20  +  71..    d.  b.  auch    tBo/,"-  v,. 


Marl.'  Dt'  Wüktbpit^. 

(  Wenn   die   Division   180;  2*   einen    Best    u   tusw 
■  M.2o  +  »,  so  erhalt  man 

pL)  bei  ungerader  n 

pder  mit  v,  <;  oi  dio  Angaben 

i>  —  n  +  l,     U01\"  ==  7..2a-f  (ji,,     id<H',"  =  m- 

I  die 


Vi 


-1)2n  +  T„    «on"=  «  +  Vi 


|nit  Vi  >  <" 

p)  bei  gerader  » 
Jder  mit  ipa  «C  cu  die  Angaben 

n-f  1,     iJ07V' =  "  . ^n  +  <P,,     %\OP"^  a  —  tpt 


l<init  7>i  ^ 


:  Angaben 


V  =  I..     non"  -=  («  -  l)2n  +  (p 


^Oft" 


■  «  +  fl». 


Illa)    „Der  Weg  von   einem   Bilde   /'"  ungerader  Ordnung  1 
„dem  näcbBt  folgenden  gerader  ist  immer  =^2<r, ;  dagegen  der  V" 
r     «von  einem  Bilde  /'"  gerader  Ordnung  zu  dem  nächst  folgenden  i 

Blder  ist  immer  =  2^»,.' 
tVa)    „Jü  zwei  uSchat  beuachbarte  Uilder  /'"  liegen  symmetiis^ 
der  Scheidelinie    OÜ  derjenigen   zwei    Hilfsfitcher    des    zwei 
„Spiegeis,   wulchcu  sie  selbst  einwohnen.    Vou  dieser  Linie  nftmlij 
„weichen   die  aus  O  gebenden  Fahrstrahlon  solcher  Bilder  entwed 
„beide  um  <Pi  oder  beide  um  9-,  ab,  jenaebdcm  das  bezUgliche  Bit 
„derpaar  entweder  besteht  aus  einem   Bilde  ungerader  Ordnung  11 
„nAchst  folgendem  gerader,   oder  ans  einem  Bilde   gerader  Orduuu 

»uächst  folgendem  ungerader," 
las 
„Je  zwei  Bilder  /V,   ^i-tt"  Hegen  so  gegeneinander 
„I'tii"  ein  Spiegelbild    von  P,"  wäre,   dnrcb  eiuen  Planspiegel  hell 
„vorgerufen,  dessen  Ebene  mit  derjeuigen  der  Geraden  Oltr  und   1 
„zusammenfiele." 

Va)  „Je  zwei  nüchst  benachbarte  Bilder  l'"  von  angeraded 
„Ordnung  haben  zniscbeu  sich  dos  Bogenintervall  4a;  und  ebenatj 
,ge  zwei  nächst  benachbarte  von  gerader." 


Das  heisüt  auch: 


Matk:  Der   WimkeUpiegtl. 

Anmerkung'.  Dnrch  leichte  Uoborlcgung  ist  zu  fiiideu,  wie 
mancfafaltige  Coustructiooen  axa  Sätzen  des  vorstehenden  §  zu  ont- 
aebrnru  sind,  und  wie  weit  letztere  für  das  Verst&udnJss  der  Kr- 
BcheinaDgen  au  parallelen  Spiegeln  sich  vorwerlen  lassen. 


9  7. 

Die  Satze  dos  vorigen  g  sind  hinreichend,  am  alle  Fragen  Über 
Zahl  und  Lage  zu  beautworlen,  welche  auf  dio  Reihe  der  Bilder  P' 
fOr  sich  allein,  oder  auf  die  Reihe  Anv  P"  allein  sich  hcnehen 
mögen-,  es  wird  sieb  aber  auch  darum  noch  handeln, 
diese  zwei  Reihen  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehnng 
ter  zD  untersuchen.  Dieser  Untersuchung  mag  nnr 
h  voransgchen  eine  genauere  Betrachtung  dcrLinien 
und  OR,  von  wdchen  leicht  zu  erkennen  ist,  dass  sie  nicht 
bloss  die  Bedeutung  geometrischer  Hilfslinien,  sondern  eine  eigene 
optische  Bedeutung  haben. 

Zuerst  nämlich  Überzeugt  man  sich,  dass  die  Linie  OZ.„  hinter 
tlfim  erstfin  Spiegel  liegend,  ein  diesem  lugehöriges  Bild  der  OB  sei, 
nnd  ebenso  leigt  sich  die  Oßi,  hinter  dem  zweiten  Spiegel  liegend, 
s  «n  diesem  zugehiSriges  Bild  der  OA. 

Von  der  in  %  6.  gegebenen  Vorschrift   fttr  die  Construction  der 
Linien  OL  and  der  ebenso  vielen  Oli  ergibt  sich  nun  erstlich  eine 
Reihe  von  Gleichungen,  die  auf  wiederholte  Abbildungen  OL,,  OA,, 
O/^  «A4  ...  von  OB  »ich  beziehen: 

Winkel  BOA  -=  2t(  =  AOL, 
L,OB  =  4o  =  BORf 
RfOA  =  6«  =  AOLs 
LsPU  =  80  =  BOR^ 


zweitens  eine  Reihe  von  Gleichungen,  die  auf  wicdcrbolle  Abbildungen 
OÄ,,  OL,,  OR^,  OL^  . . .  von  OA  sich  beziehen 


Winkel  AOB  •=  2«  —  BOB, 
R,OA  =  4a  =:A>>Lj 
LfOB  —  6n  =  BOÄ3 


RtOA 


'  8«t  —  AOLt 
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Mncti  Drr    Winkehpifgtl. 


Ua;!ii  gewinnt  mao  leicht,  nach  der  Weise  des  §  5.  schlicsseod  die 
Ueliprzengang,  daaa  die  Liiiipn  OL  nad  die  OR  zusammengenominoi) 
alle  diejenigen  seien,  in  welchen  Dberhaapt  die  OA  und  OB  sich 
ubbilUcn  können;  immer  unter  n  die  grOaste  natürliche  Zahl  ver- 
standen, welche  unterhalb  dos  Quotienten  wertes  180: 2ct  liegt. 

Daher  ist  mit  völliger  Deatimmtheit  zu  behaupten: 

I)  „In  Gestalt  der  Radien  OZ.,  --  "^  hat  man  sämmtlicbe 
„Bilder,  welche  der  erste  Spiegel  [UVA)  von  den  Linien  OA  und 
„Oß  geben  kann,  so  zwar,  dass  eine  Linie  OL,  als  Bild  vou  OB 
„oder  OA  erscheint,  jenachdem  x  ungerade  oder  gerade.  —  Ebenso 
„in  Gestalt  der  Linien  01!^ . .  .oit„  hat  man  BammtUche  Bilder,  welche 
„der  zweite  Spiegel  von  den  Linien  OA,  OB  geben  bann,  so  zwar, 
„dass  eine  Linie  Oli^  als  Bild  von  OA  oder  OB  erscheint,  jenachdem 
„K  ungerade  oder  gerade." 

An  diesen  Satz  knüpft  sieh  mit  leichter  Begründung  der  weitere. 

II)  „Von  den  Spiegeln  UVA,  fil'iJ  erhalt  man  als  ihre  aämmt- 
„lichen  zu  dem  ersten  Spiegel  (['1'^)  gehörigen  Abbildungen  die  a 
„Scbeinspiegel  UKL^,  UKL^,  UKL^  ...  so  zwar,  dasB  ein  Schein- 
„Spiegel  UVLx  immer  eine  Abbildnng  von  UVB  oder  UVA  ist,  je- 
„nacbdem  x  ungerade  oder  gerade.  —  Und  von  denselben  Spiegeln 
„UVA,  UVB  erhält  mau  als  ihre  aämmtlichen  zu  dem  zweiten  Spiegel 
„{UVB)  gehörigen  Abbildungen  die  n  Scheinspiegel  UVB,,  UVIt^, 
„UVRs  ...  80  zwar,  dass  ein  Scheinapicgel  Wut  immer  eine  Ab- 
„bildung  von  UVA  oder  UVB  ist,  jenachdem  x  ungerade  oder  gerade'*. 


„Bezüglich  der  Linien  UL,  OR  ist  jetzt  angezeigt,  auch  die  Lage 
„der  einen  Reihe  gegen  die  andere  in's  Auge  zu  fassen". 

Znnäcbst  ist  lilar,  dass  die  OL^  . . ,  Ol,,  der  Reihe  nach  zu  den 
„ÜA,  ...  OR^  symmetrisch  sind  mit  Bezug  auf  Aie  MOHX. 

Weitere  Bestimmungen  werden  davon  abhängig  sein,  wie  weit 
die  zwei  letzten  '->l„,  Or^  vorgeschoben  sind,  bczi eh unga weise  gegen 
0%  OS  hin.  Das  hungt  selbst  davon  ab ,  oh  die  Division  läO:  3(i 
(welche  jedeoraüs  dio  Zahl  n  liefern  mu.ss)  entweder  aufgebe  oder 
einen   Rest   <u    lasse.     Bei   letzterem    sind   die   drei   Möglichkeiten 

> 
m=ii  zu  unterscheiden,   sind  beziehungsweise   durch    die  Angaben 

n-|-M,  to  =  a,  ta  =  a—ea  darzustellen,  wo  «  jeden  poBiÜv^M 


Xtaci:  ÜK     WiniilMpiegti 

edit«u  Bmch  boileutvt.    Dieses  borUckgiohtigt ,   so   vrhäM 
ctiarkkteristiEch  vcrBchiedeoe  Angaben : 

1)  Ist  180—  (n  +  l)2o,   so  ist  die    O/,,   in   der  Lage  OB  2n\ 
ltnd«ii,  die  on,   in    "Sl.    Die  zwei  Roilien   der  Linien  oi,  und  <JR 
sind   alBo    völlig  getrennt,   zu  verschiedenen  Seiten  der  Axo  MO'St, 
während  dagegen  die  zwei  Schlassiäcber  i™OB,  Ä,'^*  vollständig  z 
gammen&llen  (jedes  =  2a). 

2)  Ist   180=  n.2o  +  ((r+eo),    BO   fallen  OL,  «nd  ORn  beideJ 
frei  zwischea  O«  «iid  '>8,  UbrigonB  "K  naher  an   OJ',  '^Ä„  ufther  ■ 
aa  uä.    Die  zwei   Reiben  der   Linien   OL  und   '^/^   sind  auch  nun 
völlig  getrennt  dnrch  die  Axc  .l/t^iDi,   die  von  keiner  erreicht  wird. 
Die   iwoi  Schloasfachcr  aber  haben  das  Winkelfeld  LhOJIh  (=  2ctt) 
nnd  Dnr  dieses  gemeinscbaftlicb. 

3)  lat    180  =  »,2a -(-o.   so  sind    OL»,,  OIIh  vereinigt 
Linie  <^3Ii,   in  welclier  also  die   zwei  Reihen  (sonst  getrennt  wie  siel 
sind)  zDsammcDstosscu.    Die  zwei  Schlassfftchor  haben  die  Linie  OSRif^ 
und  nur  diese,  gemeinschaftlich, 

4)  Ist  180  =  n.2o-i-(a  — en),  so  fallen  immerhin  OLn  and  "/f„ 
frei  zwischen  oü,  o«,  aber  ''Z*  naher  an  o«.  öä»  näher  an  ij9. 
Jede  der  zwei  Linienreibcu  uL,  OH  greift  über  die  Axo  M03ii  hin- 
ttbcr.  Die  andere  hinein.  Die  zwei  ScblussUchei'  sind  völlig  getrennt 
durch  das  Winkelfeld  L^OR^,  welcüos  (^  leu)  zwischen  ihnen  liegt. 

Sofern  nnn  aber  das  Grenzbild  I'h  des  Punktes  /'  in  das  Schloss- 
facb  W>!i  fallen  kann,  aber  nicht  muss,  und  das  Oreuzbild  /'/'  in 
das  Fach  Ln^^  fallen  kann,  aber  nicht  muss:  so  ist  gemäss  Obigem 
aocfa  bezüglich  der  Bilder  /"  und  P"  zu  denken,  dass  für  ihre  wei- 
tere Untersacbung  es  von  Bedontung  sein  müsse,  Überall  jene  vior 
Fälle  zn  beachten ,   in   welchen  der  Quotient   18Ü :  2a   sich  befinden 

Anmerkung  I.  Zu  den  GleichuDgon,  welche  als  charakteristisch 
in  den  obigen  Fällen  2,  3,  4  auftreten,  ist  eine  Bemerkung  za  machon, 
welche  auch  weiterhin  zu  berücksichtigen  ist,  wo  es  sich  dämm  han- 
deln wird,  die  ganzen  Zahlen  »  und  2n  mit  Bezugnahme  anf  dia 
Qaotienten  180:2(i  und  360: 2it  auszndrQckeD. 

Sofern  ein  solcher  Quotient  ein  unechter  eigentlicher  Bruch  ist 
soll  (nach  sonst  üblicher  Weise)  di»  srOtsto  in  Uun  euthalteno  ganze 

Zahl  bcziehnngsweiao   durch  Us-K  J^»[i  4arpr'(i-I1t  werden.     Nun 

ist  in  sag^D 


in 

il. 

"4 


i 


M»ek:  Der    WuMtpifgel. 
ad  2)     Da  hier  180=  n.3a-\-{a-\-ea),  BO  ist 

ad  3)    Da  hier  180  —  «.2o  +  o,  so  itt 

180  360 

2;-»+!.     -2.-2»  +  l 

10 

[180]        „         36U 

ad  4)  Da  hier  180  =  «.Su  +  tw- 
lSO  _i_  /l  _  =  \  3( 
2a   ^""'"U       äj'      2 


AiiTiiorkuiig  '2.  Die  Angaben  des  obigen  §  Bind  natürlich  aocli 
maBsgcbcnd  fur  das  vollti  Vcrgt&DdniBs  des  AuftTütoDB  der  zn  den 
Spi{!geln   UVA,  Ul'B  sieb  gesellenden  Scheinspiegel. 

Mit  BezQg  hieranf  ist  dem  ersten  der  dort  unterschieden  od  Fl 
eine  besondere  Wichtigkeit  znzuachreiben. 


Seine  genaae  Betrachtung  führt  ftuf  folgenden   bemerkenswerl 


1 


Wenn  zwei  nirkliche  Planspiegel  UVA,  UVB  zwischen  sich  einen 
bohlen  Winkel  haben,  der  als  aliquoter  Teil  von  18Ü°  sich  darstellt 

^     TV,  sc  gilt  die   Behauptung;    in  der  Qher  UV  hiDansgehenden 


Erweit«rung  des  wirklicheu  Spiegels  i 
Bpiegel,  welcher  als  eine  zn  dem  Spiegel 


,.  I  sieht  man  einen  Scheia-, 
\uvb]  8^'''*"8^  Abbildni^ 


(entweder  dos  Spiegels  UVB  oder  des  ÜVA  1     ,  .   ,    ,        .  - 

ientwedor  des  Spiegels  UVA  oder  des  UVB  ]  ^^'*°°'  *'''*■  J*"""*! 
dem  n  ungerade  oder  gerade  ist. 

„Man  sieht  leicht,  dass  und  wie  dieser  Satz  sich  honntzen  lu 


Macti!  Dtr   WiaUUpUgel 


1  einen  vorgcbüchcii  Winkel  »on 


auf  diese  Grosso   zu  prU- 


„fen.  oder  oiLcn  Winkel  von  dieser  Grösse  herzuslellen". 

„Wenn  wir  jetzt  näher  auf  die  gegenseitige  Beziehung  oingohen 
„wollen,  welche  zwischen  dßu  ßildreihon  /"  und  /'"  stattündot,  so 
„winl  OB  hauptsächlich  dämm  sich  handeln,  die  Sützu  II)  und  IIa) 
„des  S  6.  ZQ  verbinden". 

Bei  Einleitnng  dieses  Geschäfts  zeigt  sicti  sofort,  dass  überall 
Rücksiebt  zu  nehmen  sei  auf  das  Vorhältaiss  der  Winkel  ?>,  und  g), 
in  'iei  und  zu  dem  etwa  auftretenden  n  Hiedurch  wird  man  darauf 
bingeleitet ,  dass  man  behufs  grösserer  Uebcrsiclitlichkeit  und  Klar- 
heit der  Darstellung  eine  Teilung  der  Arbeit  vorzanebmen  habe,  to 
zmu,  dass  zanächit  der  Fall  ^j,  =  9,  =  «  erörtert  werde,  daun  erst 

die  Behandlnng  der  Übrigen  Fälle  mit  <p,  -~^  Vi  kommen  solle. 

Für  alle  Fälle  mag  übrigens  die  Bcmc-rkuDg  vorausgeschickt 
werden.  Sofern  die  Urdoangsznhlen  u,  f  zusanimeugohöriger  Grenz- 
bilder /'«',  /*,"  gewonnen  sind,  hat  man  freilich  iti  Gestalt  der  Sümmo 
u+p  die  Gesarombtabl  allor  zusammengehürigen  Bilder  1''  und  /'" 
Will  man  aber,  wie  hier  geschehen  soll,  mit »  die  Gesammtzahl  aller 
mit  dem  Ange  zu  unterscheidenden  Bilder  des  P  bezeichnen,  so  ist 
die  Angabe  «  ^  n-j-t-  nur  dann  zu  machen,  wenn  keine  zwei  Bilder 
vereinigt  sind.  Dagegen  wird  •  =  «  +  «— 1  anzugeben  sein,  weua 
{wie  es  vorkommen  wird)  ein  einziges  Bild  I''  mit  einem  einzigen 
P"  t\a  Vereinigung  gelangt  —  Dieser  Sinn  der  Bezeichnung  *  soll 
in  der  weiteren  Oarstellong  durchaus  festgehalten  werden. 

§  10. 

Uro  jetzt  die  Annahme  tp^  =  ip^  =  a  vollständig  zu 
discutiren,  so  hat  man  ihr  gemäss  den  Punkt  7>  (nebst  Pq)  in 
der  ausgezeichneten  Lage  M\  es  handelt  sich  also  um  die  Abbildungen 
M',  M"  eben  dos  Panktcs  .V,  für  welche  die  nach  $  'S  I),  II)  zu 
bildeodeii  Winkelangaben  einfach  lauten 


I. 


Winkel  AOAf,' ^ 
AOM'  ^ 


Winkel  oom,":^» 
tiOM.."^  3o 
aojtf,"  =  ha 


Man  bemerkt,  dass  dio  xiv  Angabo  nuter  1),  wie  untor  II)  ibro 
Form  Hiebt  fiiidert,  ob  nun  s  migorade  tat  oder  guradc.  Man  mag 
auch  bemerkten,  wie  lehr  hiouacti  bei  der  Aonabme  <Fi  ^  f»  "^  "  die 
Untersuchung  des  g  5.  und  die  LüBung  dur  in  dortiger  Anmerkung 
liebaiidelten  Aufgabe  sich  vereinfacht  hätte. 

Sowol  aus  vorBtehendeu  Wiukelangabeu  als  aus  dorn  in  §  6.  dar- 
gelegton eutuimmt  man  die  Richtigkeit  der  sofort  üu  macbeudeo,  mit 
bisheriger  Bozeicbnunga weise  aosznsprocbenden  Angabeu. 

Sofern  01^  die  letzte  der  Linien  OL  ist,  so  erhält  man  als  zum 
ersten  Spiegel  gehürigu  Bilder  des  M  jedenfalls  die  n  Bilder  M,', 
Mt  ...  AU'  der  Boihe  nach  iu  den  Halbirungslinicu  der  Winkel 
AOLf,  L,<->L,  ...  Ln^iOL„  d.  h.  in  Mitten  der  n  ersten  HilfsRlcher, 
die  zu  dem  ersten  Spiegel  gchOreu.  £iu  weiteres  Bild  Mn+i'  hndet 
sich  innerhalb  des  Winkels  L^Oü  (im  Schlussfacb  des  ersten  Spie- 
gels) dann  und  nur  dann,  wenn  dieser  Winkel  entweder  =:  2a  oder 
doch  >";  denn  nur  in  jedem  dieser  zwei  Fälle  ist  Winkel  AWOM^^-i' 
iu  der  Grtisse  2a  und  so  zu  construircu ,  dass  Radius  <^Mn^\'  frei 
iuuerhalb  des  Winkels  /-«Oü  ffillt,  somit  (vgl.  §  4.  und  5.)  einen 
letzten  brauchbaren  Ort  für  ein  Bild  Afn-n'  abgibt  ^  Hieuach  is 
leicht  anch  zu  übersehen,  wie  die  zum  zweiten  Spiegel  gehörigen 
Bilder  M"  iu  deu  bezüglichen  Hilt'st^chem  dieses  Spiegels  sich  er- 
geben. Es  sind  ihrer  ebenso  viele  wie  der  Bilder  M',  und  je  zwei 
gleiobbezifferte  Bilder  M,'  ,.i/j"  liegen  symmetrisch  zu  der  Geraden 
AfO'äl,  wonaeh  auch  die  zwei  Bogcnwege  KlA/i',  9Mi"  einander  gleich 
gefunden  worden. 

Will  mau  noch  Genaueres  über  die  Bilder  Af\  M"  ermitteln, 
so  sind  bezüglich  des  Quotienten  lS0:3n  die  vier  iu  g  8.  hervor- 
gehobeneu Fälle  zu  unterscheiden.  Diese  Unterscheidung  durch- 
führend, kann  man  für  jeden  Fall  zunächst  gemäss  den  ^t^eo  II} 
und  IIa)  des  |  6.  die  gemeinschaftliche  Ordnungszahl  u  der  beiden 


Sfatk!  Dtr   WIhM*jiI»siI. 


2Ti 


Grcnzbilder  A/,',  -W,"  ani^oben  —  bestimmt  mit  RUcknicht  auf  den 
Qttotienten  ltU:2(r  and  den  etwa  mitepi^ienden  Divisiousrcst  Zu- 
gleich bietet  sich  dar  der  absoluta  Wort  jcdcB  der  ge(;i!a]ItD&geD  und 
glcicbgroasea  Bogenwi'ge  WjI/m',  Vm«",  uad  hifinach  ist  nicht  bloss 
die  genaue  Lage  jedi^s  der  zwei  Greazbilder  bekannt ,  sondern  ancb 
die  I.age  des  jcdenFalls  in  21t   balbirtcii   Bogonwcges  A/«',  M,."  zu 

finden.    Denn  jenacbdem  ViMu'-{-9iMu"^2a  sich  darbietet,  ist 

»bsolnte  Bogenlänge  ,l/„M/„"=  ±\ia  —  (HM^'-\''fiM„"\ 

anzDgeben,  während  die  etwa  zutreffende  Gleichung 

ZM,.'  +  VMu"  -=  2« 

offonbar  auf  A/„'.lf„"  —  0  fahrt  und  die  Verisinigung  der  nwui  Bilder 
M,',  MJ'  in  W  auzeigL 

An  (Uc  gedacbteu  Angaben  ist  auch  die  vollkemraene  Anschauung 
der  gegenseitigen  Lage  der  zwei  Bilderroibou  (il/)  oud  (AI")  KU 
kntlpfen,  endlich  die  Zahl  «  entweder  =  2u  oder  =  2«^i  anzu- 
geben und  in  passendster  Form  (vgl.  §  tt.  Anmerkung;  zu  entwickeln. 

Geht  mau  nun  die  oinzclueo  FlUle  in  Kflrze  durch,  so  zeigt  sich 
Potgcndes. 

Erster  yall:  IHU  —  («+1)2«,  oder  360:2«  -  2i.  +  l'. 

Haa  erhalt 

„  _  „  +  l  =  180:2a 

M„'Mn"  =  0. 

Die  Grouzbildor  -U,.',  MJ'  sind  in  Üi  voroinigt.    Die  zwei  Bildet'  ' 
r«ihen  stosacn    iu  W  zusammen,   während  sio  im   übrigen   getrennt 
liegen.    Somit  aus 

2u  -=  2n+2-  360:2o 
fwlgt 

»-^2u-l  =-  (a6Ü:2o)-l. 

Die  hieher  gehörigen  Werte  von  2«"  sind  alle  m  entnehmen  ans 
der  Reihe 

90";     60»;     45";    36";     30«;     25,  7  ...  ";     .. 

deren  allgemeines  Glied  ist 

180«         ,         360"  .       ,      „      . 

x+i     ""1'^^    2;.+2     ""^    "  ^  ^'    ^'     ^'     ■*  ■ 


28  Mach:  Der    Wmkelspiegel. 

Zweiter    Fall:    180  =«  ».2« +(a  + ea),    oder    360:2«« 

(2n  +l)  +  e. 

Man  erhält 

Mu'Mu"  ^  2(a—<ja). 

M«   liegt  zwischen  81  und  9R,  M/'  zwischen  ^^  und  W. 

Jede  der  zwei  Bilderreihen  greift  über  W  hinaus.    Kein  Bild  M' 
ist  mit  einem  M"  vereinigt.    Also 


s 


2u  =  2n+2  =  [^^]  +  l. 


Dritter  Fall:   180«  n.2o  +  o,  oder  360:2«  =  27*  +  l. 

Man  erhält 

[180] 

a^/n'  =  «3/u"  =  2« 
Mn'Mu'  =-  2«. 

Mh  liegt  in  iP,  Mu'  in  VI.  Jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Er- 
reichung des  Punktes  "5)1  auf.  Kein  Bild  M'  mit  einem  Af"  ver- 
einigt. 

,  «  2tt  =  2»  -=  (360:2a)—  1. 

Die  hieher  gehörigen  Werte  von  2«^  sind  alle  zu  entnehmen  aas 

der  Reihe 

120^5     72«;    51,  42  ...  O;    40«  ... 


deren  allgemeines  Glied  ist 

360« 


2«+l 


mit    x  =  1,    2,    3  ... 


Vierter    Fall:    180  =  n  .  2« -f  («  —  c«)     oder    360:2«  — 
2n  +  (1  —  c). 

Man  erhält 

ri80] 

fiMj  «=  föMu'  =  2o  — e« 
Mu'Mu"  «  2(a  —  ea), 

Mu'  liegt  zwischen  9  und  SR ,  Mu"  zwischen  V  und  SR.     Jede  der 


zwei   Hilderr^iheD  hort 
BUii  Af  mit  einem  Af" 


Mach:   Drr   WlnktUpii^L 

or  Erreichaag  des  Punktes  'äJi  auf. 
kereiDigt. 


Aiigesidits  obiger  Angaben  mag  nur  Folgendes  noch  besonders 
her^orgehobpu  werden. 

1)  ,,In  jedem  Fall  werden  die  Greuzbildor  M«,  Mu'  beide  im 
„todten  Raum  gefunden  Die  Gronzliniou  OW,  Offl  doisolben  er- 
„reichea  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  180:2«  den  Rest  «  lässt, 
qd.  h  36>i:2ft  eine  gauxe  ungerade  Zahl  ist;  biebei  je  das  zu  dem 
„einen  Spiegel  gebürige  Grenzbild  in  der  Eboite  des  andern  Spiegels  . 
„(in  aeiuer  Spurlinie)  uracheinoud" 

U)  Die  Vereinigung  zweier  Bildur  M',  M"  kumml  dann  und 
„nur  dann  zu  Stande,  wenn  18ü:2a  uiuu  ganze  'IM,  d.  b.  3fi0:2a 
„eine  gerade  ZabI  Ist;  da  sind  die  Greuzbildor  Jf„',  M„"  in  W  ver- 
„cinigt.  Die  grösslc  Oeffuuug  des  Winkelsplcgela,  durch  die  solche 
„Vereinigung  horbeigeriibrt  wird,  ist  die  von  90"', 

Anmcrkang.  Die  zu  den  Fällun  1  und  3  erhaltenen  Keihon 
der  Werte  von  2«  sind  zn  verbinden  zu  der  Reibe 


laO";     90«;     72»;     HO";    51,  i'l" 


40"; 


■  2^+1 


a60° 
a;r+2- 


Um  an  sie  die  den  Fällen  2.  4  cutsprecbenden  Werte  7,u  knQpfen, 
liatte  man  vor  ihren  Anfang  alle  zwiachen  180"  und  120*  liegen- 
deo  Worte  zu  stellen,  sodann  aber  zwischen  je  zwei  weiteren  nächst- 
benachbarten  Gliedern  alle  möglicheu  Zwischcuwerte  einzuschalten. 


S  U. 

„Jet/t  wollen  wir  der  Aufgabe  näher  treten,  die  Sätze  II)  und 
„IIa)  des  %  6.  iu  dem  Siuue  zu  verbinden,  dass  vollkommene  Klar- 
„boit  über  alle  diejenigen  Fälle  verbreitet  werde,  wo  die  Winkel  ip, 
„ond  ff  nngleich  sind";  biobei  die  feste  Bestimmung  treffend,  dass 
der  kleinere  von  beiden  der  mit  tp^  bezeicbueto  (l'^'A)  sei. 

FOr  die  Ausfobrung  gedachter  Verbindung  ist  es  nun  weseotlicb, 
nicht  nur  die  in  §  ti.  betonte  Unterscbcidnng  der  geraden  and  der 
ongerftden  ti  fest  zu  halten,  sondern  auch  fUr  den  Rest  m,  wo  er 
vorkommt,  die  drei  Möglichkeiten  u  =■  a-\-i'o,  »=  n,  »  :^  a  —  ea 
in  derselben  Weise  zu  berücksichtigen,  wie  schon  im  SR.,  dann  in 
f  \ü.  mit  grösstem  Nutzen  gescbeben  ist.  —  Ist  nämlich  ti>—  a-\~n 


Maek:  Ihr   WMtUpkgA 

SO  wtiiseii  (iie  Sfilze  II)  des  §  6.  ilarauf  hin,  dass  man  fDr  fl^iO«) 

unter  scheide,  ob  entweder  <Pf<:^u-\'ea,  oder  ?!»■>'»+«».      woroa 

ilie  entsijrochetiiieQ  Angaben  für  9,  (gemäss  der  Gleichung  »,  +  pi 
^  2o)  sicli  knüpfen , 

Ist  aber  (0=  a  —  eu,  so  verlangen  jene  Sätze  vielmehr,  dass  bei 
Vi  «  n)    unterschieden    werde  ,    ob     entweder   tj?,  <  n  —  eo    oder 

Wi  ;>  "  — ea;  woran  die  entsprechenden  Angaben  über  gt,  zu  kuapfen 
Bind.  Wird  Solches  beachtet,  so  überzeugt  man  sich,  dass  es  iwölf 
chamkteristiach  verschiedene  Fälle  sind,  die  wir  uoeb  zu  erün«rn 
.haben;  und  dieselben  aind  ecuiäss  dem  Qesagten  mit  ihren  Charak- 
lerisimiigen  aufKuführeu  wie  folgt: 

1)  180  -  (7iH-l)2a,  «  ungerade 

2)  180-  (t.  +  l)2«,  n  gerade 

3)  180  -  n.2«+(«  +  .-e),  H  uugorftde,  ip,  <  i.  +  <» 

4)  18U  =  " ,  2« -j- (« -|- eo),  «  ungerade,  qi,  -~j,«-j-Bn 

5)  180  =  -i.2o-!-(<.  +  en),  t,  gerade,  ,p,  <  «+.-B 

6)  180  =  «.2«+(«  +  ett),  «  gerade,  <p,  J  «+«« 
7J  180  —  n ,  2B-j-tt,  n  ungerade 

8)  180=-n.2((+a,  n  gerade 

9)  180  -=  ».2«  +  ((<  — Ptt),  7.  ungerade,  ij?,  ^  n  — en 

10)  180=  .r2(r  +  (<r  — eo),  „  ungerade,  ip,<Ctt  —  ea 

11)  180  =.  ».2t,-i-(o-ea},  „  gerade,  7),  ^«-«o 

12)  1^(0  =  H,2tf+(tt  — •«),  n  gerade,  ?i,<o  — «k. 

Kür  joden  dieser  Fälle  ist  die  Bestimmung  der  Zahlen 
aus  den  eutsiireohenden   Angaben  der  Sätze  II)   nnd  IIa)  des  j 
sofort  zu  entnehmen;    so  Buch  die  der  absoluten  Werte    der  ( 
läufigen)  Bogenwoge  'üP..'  -üP".  —   Der  für  »I/'«'  sich  darbielei 
Wert  wird   für  den  Puukt    /'■/  sogleich   die   Entscheidung   dartibi 
geben,    ob  derselbe  frei   innerhalb   des   todten  Raumes  (W. 
oder  auf  der  Grenze  {OÜ)  desselben,  oder  frei  ausserhalb  liege, 

< 
diesen  drei  Lagen  beziehungsweise  die  Angaben  UP»'  =  Sa  entspra 

eben;  und  ebenso  dient  die  Wertangabc  von  löi"."  mit  Bezug  auf  i 
Punkt  /',".  —  Aus  den  Werten  beider  Bogenwegc  muas  dann  immetf 


itmtl:  Va 


31 


Bowol  die  Lftnge  dea  Bogeas  /*■'/'.",  aU  die  (wie  üch  xeigen  wird) 
so  sehr  Im  merkenswerte  Lage  seines  Halbtrangspauktes  zu  ermittcla 
Letztere  Aufgabe  bat  natarlicb  keine  eo  einfache  LOsnog,  wie 

im  %  10.  anter  den  dortlgeu  eiiibchercn  limstäuilfn  sich  darbot-, 
erster«  kuun  immerhin  nach  der  dortigeu  Methode  auch  behandelt 
«enifn.  —  FOr  gegenwärtigen  §  mag  als  allgemeiue  Metbode  dor 
AufiJVsuDg  beider  Aufgaben  zumal  empfohlen  worden   die  ful* 

le.  Uan  benutzt  die  absoluten  Werte  der  gegeuUuligeu  Bufteu* 
woge  ÄP»',  BA",  um  aus  ihnen  für  die  beiden  Punkte  i'«',  l'%"  *0- 
wol  die  absolute  DiSireu^c  als  die  Summe  von  iwei  gleichUufi|{Dn 
Bogenwegun  her/nleiteu,  durch  welche  sie  von  einem  und  denisi^lbcu 
der  Punkte  V,  tQ  ans  erreicht  werden.  Jene  Differunz  ist  eben  die 
BugeDlltRge  Pu'P"  selbst;  die  gedachte  £umnm  oder  vielraebr  ihre 
RUfle  lAist  sofort  die  Lage  des  fraglichen  HalbirungB]iunktes  otkou- 
—  Üebrigena  gestatten  verschiedene  der  jetzt  zu  be bändelnden 
iwölf  Fftllo,  je  nach  ihrer  Eigontflmlichkeit  eine  einfachere  Erledi- 
gung der  gedachten  Aufgaben;  wie  mau  sich  sogleich  Ulierzeugen 
wird. 

Erstor  Fall:  180  =  (»  +  1)2«.  oder  300:ao  =  Ü..  +  2.  mit 
■Dgerader  ii. 

Man  findet 

u  =  „-}.l  =  180:2o.     «/V=gp,  =  «'V 

d.  h.  /'.■,  Pt"  vereinigt  lu  % 

«+-  =  2« +2 
,  =  B-j-..  — 1  =  (360:2<.)—  1. 

Alle  bieber  gehörigen  Werte  von  2»  sind  zu  entnehmen  aoi  der 
Reibe 

90";    45";    31)*;    22.  S"  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist  18l>':(x+l)  mit  x  -•  \,  'A,  d  . 

Zweiter  Fall:  läU  —  {•>-{- l)2it,  oder  3«0:3a  =  2»  +  2.  mH 
gerader  n 

Man  findet 

„  =  ,  +  1  _  18U:2«,     B/V-  9»  =  «*. 
r  =  »  + 1,  'HP,"  -Wt=  **•■. 

i.  b.  P,\  P."  tereittifl  ia  f». 

«4>,5:3.  +  2 

.  =  .  +  »- 1  —  (3«0:2-)- I. 


Alle   hielier   goUörigen  Werte   von   So"   zu  enlnelimcn   aus  der 

Reihe  J 

60«;    36";     25,  71"   ..,;     liO"  ...  ■ 

deren  allgemeines  Glied  ist  180»:(r  +  l)  mit  i  =  2,  4,  6  ...  | 

1 .  2ft+ {«  +  eo),  oder  360:  So  =  In-^-l-^-t, 


DritterFall:  180  = 
mit  uugentder  »; 


71,  >o 


Mao  tiudet 

..  =  ..  +  1,  */•/'=«  +  ««-,.,<  2er; 

d.  b    I'k\  IV,  beide  frei  inuerhalli  des  todten  Raumes. 
Mit  [lilfe  von 

=  2rp^  =  2Sip 


kommt  auch 


d.  L. 


1  ;■-'/',"  Lalbirt  in  %  : 


2h- 


I  Liluge  = 


2{« 


«.). 


Aus  !py'„'>lö/',"  sieht  man,   dass  jede   der  \ivei  Bilderreihen 
über  IJi  hinauagreift  in  die  audcre  hiueiu.    Kein  Bild  /''  mit  e 

P"  vereinigt. 


Vierter  Fall:  18u 
mit  nngerader  n; 


.2«  +  («  +  f«),  oder  360 
+  '".      <Pi   <  B  — «er. 


Man  tiQ(i(.-t 

.  =  «+1.        e*."=«+«,^9.<2'«i 

d.  h,  /'„'  frei  ausBorhalb  dos  todten  Raumes;  /V"  frei  innerhalb. 
Mit  llilfe  vou 

«/•„"  =  2a  -  »P/'  =  o  ^  «<  -f  9, 


kommt  au  dl 


ai'„'+sin"  =  4"  =  2iflw 
an'  — «/"."^  2n+2p«— 2 


d.  h.  Bogen  /'«'P."  lialbirt  i 


■1*1 
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360 


A 


«+..  =  2n+l  -  l^l 


Siebenter   Fall:    180  =  7*.2a-f  a,    oder    360:2a  «—  Sn-f-l,    • 
ungerade. 

Man  findet 

[180T     ^ 

y  =  w  +  l,  «P/'=  a  — (pi  <  2«, 

d.  h.  Pn   frei  aasserhalb  des  todteu  Raumes;  Pv"  frei  innerhalb. 

Mit  Hilfe  von 

ÄiV  =  2a— JBP,"  =  a+g)i 
kommt  auch 

«iV  — «P/  =  2a— 2g)i, 

d.  h.  Bogen  PnPv'  balbirt  in  9J,  seine  Länge  «  2(rt— v^). 

Jede  der  2  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  fß  waL 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt 

s  =  u+v  =-  2m  +  1  =  360:2a. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2a  zu  entnehmen  ans  der  Beihe 
120^;    51,  420  ..,.    32,  72«  ...;    24»  ... 
deren  allgemeines  Glied  ist 

2^  I  j^     ™"    X  =»  1,    3,    0  ... 

Achter  Fall:  180  —  2a-f  a,  oder  360:2a  =  2n+l,  n  gerade 
Man  findet 

u-n+l  =  [^^']+l,     8lP„'=a-(p,<2a 

V««,  SP/'=  a-|-(p,  >  2a, 

d.  h.  P«'  frei  innerhalb  des  todten  Raumns;  i\"  frei  ausserhalb. 

Mit  Hilfe  von 

»n'-  2a  — «i^,'«a  +  (p, 
kommt  auch 

©P."+«Pt/=4a«2IBffl 

©iV  — 85P«'  =  2a-.29),; 
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d.  h.  Bogen  PuPv"  halbirt  in  H;  seine  Länge  =  2(a— qp^). 

Jede  der  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung   des  Punktes  ^  anf. 
Kein  Bild  P*  mit  einem  P"  vereinigt. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2o®  zn  entnehmen  aus  der  Reihe 

720:    400;    27,  6»  ...;    21,  17«  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist 

360« 


2a;+l 


mit    X  =  2,    4,    6  . . . 


Neunter    Fall:    180  —  n .  2a  +  (a— «aj,    oder    360:2«    — 
2n  -f-  (1  —  «),  n  ungerade ; 

Man  findet 

[180"1  «» 

2^J,     y«P„'«  ff  — 60+g)j  ^  2a 

V  '^  n^  fdPv"  ="  «  —  *«  "h  <Pi  ^  2«, 

d.  h.  P/'  frei  innerhalb  des  todttn  Raumes,  PJ  entweder  frei  inner- 
halb oder  an  Grenze  O^, 

Mit  Hilfe  von 

aP/' «  2a  —  »P/  «  a +««  —  <pi 
kommt  auch 

fiPj  +  HP/  «  29,  «  2\tt«Po 
«P«'  —  HPo"  «  2a  —  2«a ; 

d.  h.  Bogen  PuPv"  halbirf  in  %;  seine  Länge  «-  2(a— «a). 

Aus  ÄP«'  >  tnP,"  folgt;  jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Er- 
reichung von  "$0  auf.    Kein  Bild  P'  mit  P"  vereinigt. 


rSeOT 


Zehnter  Fall:  I80=n.2a-f(a— ca),  oder  360:2a«2n-f(l— «), 

n  oDgerade; 

(Pi  <  a — «a,     <p2  >  a-j-ca. 
Man  findet 

[180T 
2^J,     21P„'=  «  — «a  +  (p,  >  2a 

t>  =  n  +  l,  ^Pv"^  a  —  ea~-(pj^  <  2a, 

d.  b.  P«    frei  ausserhalb  des  todten  Raumes;  P/'  frei  innerhalb. 

8* 
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Mit  Hilfe  von 

kommt  auch 

«P«'  — tlP/=  2a  — 2««— 2<p,; 
d.  h.  Bogen  Pn'P"  halbirt  in  8;  seine  Länge  «-  2(a  — «a  — g>,). 

Jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  B 
anf.    Kein  Bild  P'  mit  einem  P''  vereinigt 

.-»+.  =  2»+l-[^]  +  l. 

Elfter  Fall:  180=n.2a-f(a— «a),  oder  360:2a  =  2»+(l-«), 
n  gerade; 

^>\  ^  o. — 6a,   ^^t  ^  9L-\'Wi, 

Man  findet 

tt  =  n  —  L2a  J'    *^"  "■  o— ea4-<]p,  <  2a 
»  =  n,  8P/'=»  a  — «a+9,  ^  2a, 

d.  h.  P«'  frei  innerhalb  des  todten  Raumes.    Pt*  frei  innerhalb  oder 
an  der  Grenze  öa. 

Mit  Hilfe  von 

»Pu'  =  2a  — tPu'  =  «+ca  — <]Pi 
kommt  auch 

V^Pi'^'ÜPy:  -=  29,  «  2«^ 

jBP/'_«8P^'^2a-2««, 
d.  h.  Bogen  Ph'P."  halbirt  in  ?;  seine  Länge  =-  2(a  — ea). 

Aus  ©P/'  >  »P/  folgt:  jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor 
Erreichung  des  Punktes  $  auf.  Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  ver- 
einigt. 

Zwölfter  Fall:  180  —  n.2a+(a— ««),  oder  360:2o  « 
2n-|-(l— «),  n  gerade; 

Man  findet 
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«  =  ,+  l_[^]  +  l,    «/•.■=.-.«-»,<  2. 
o  ^=  «,  CPi"—  b — ca+^j  >  2c«; 

d  b.  Pa'  frei  innurhall),  Pc"  frei  ausserhalb  doa  todten  RatinioB. 
Hit  Hilfe  von 

«/V'  -  2«  — «P«'  -  a-\-c<i  +  q,^ 
kommt  auch 

«P,,"  — BP«'  =  2a  — 2eci— 2??,; 

d.  h.  Bogon  f'n'l'i'  halbirt  in  31;  seine  Läago  =-  2(a>-ro:  — ip,). 

Jede  der  zwei  BUderreihcn  hört  vor  Erreichung  dos  A  auf.   Kein 
Bild  /"  mit  einem  P"  vereinigt. 


'-+-i:i']+ 


Anmorknng.  Die  zu  den  FäUnn  1,  2,  7,  8  gogehencu  Reihen 
d«r  Worte  von  3b"  sind  zu  cinor  einzigen  zn  vorbiudcu.  Alio  ubrigi'U 
Werte,  welche  den  übrigen  acht  F&lten  entsprechen,  wird  mau  leicht 
gcmlsB  den  CharakteriRirnngcn  dieser  FäÜo  beEtimnien ,  und  mau 
kann  sie  an  die  vorhin  gedachte  Reihe  teils  darch  Voransl^laog 
t«la  darch  Einscbaltang  auknUpfen. 

i  12. 

Die  Untersuchung  im  Torigen  §  ist  zwar  unter  der  bestimmten 
VorauBSetzung  durchgeführt  worden,  dais  von  Jen  Winkelu  f„  y, 
der  erstgenannte  der  kleinere  sei.  Indes  ist  ans  Jener  ieicht  zu  er- 
kennen  die   Kchügkeit   der   alsbald   anszusprechenden    allgemeinen 


Bei  diesen  ist  onr  immer  streng  festzniialten:  n  die  grösslc  gante 
Zabl  nntcrbnlb  des  QuotJentenwertes  180:2a  (der  selbst  >1  sein 
fflDBS),  2n  die  gröutc  gerade  Zahl  nntcrhalb  des  (jaotienton wertes 
360:2a  (der  selbst  ">  2  teiii  mnsa).  Und  im  &brigea  sind  die  bisher 
gebnacht«!  BeMichnangen  in  dem  bisberigea  Sinne  fettzohallen. 

Die  beia^cfaea  sOgcneioeii  S&tM  (fOr  9,  ^  f,)  lauten: 

1}    ,.Wa8  die  OrdasBgitthle«  der  Grenzbllder  Pj,   P,"  betriSt, 
yfia  in  entweder  jede  gleick  ■  + 1 .  oder  jede  ileicb  n,  oder  die  e 
„gleiob  n+1,  £•  udän  gleidi  ■."    Und  nw 
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1)  Die  ALgabe   u  :=  u  =  n-|-l    gilt  sowol  in  jedem  der  FÜ! 
wo  180:2n  ciuo  guuzo  Zabl  ist,  als  iü  jedem  solclieu,  wo  dio  DiTinJ 
18Ü:2di  eiueu  Seet  (a-^-ea)  läaat,  der  sogar  deu  grOBscron  der  Winl 
fi,  Vi  übertrifft.    (§  11.;  1,  2,  3,  0). 

2)  Die  Angabo  u^v  =  n  gilt  in  jedem  derjeuigco  Falle,  ■ 
die  DivlBion  180:2«  einen  Reat  (a  —  eo)  lasst,  welcher  böcbstens  d 
kleineren  der  Winkel  7i,  Va  erreicht.    (§  11,;  9,  11). 

3)  Die  Angabe  u  ^v  (mit  u+u  =  2n+l)   gilt  in  jedem  d«i 

übrigen  Fälle,   wo  nämlicb   die  Division   18U:  2a   einen  Rest  liu 
welcher  sich    beündot  auf  dem  Wege  von   dem  grösserem  (mit  c 
begrifToncn)  der  beiden  Winkel  <r  bis  vor  don  kloincrca. 

Immer  aber,  wenn  die  Ordnungszahlen  der  Gronzbilder  unglfä 
Bind,  ist  die  kleinere  an  don  bei  P  nühcrca,  oder  an  den  von  1'  i 
fcrntorcn  Spiegel  gekndpft,  jenachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist  j 

II)    „Was  die  L&ge  der  Grenzbilder  /',/,   i'«"  gegen  den  todt^ 
„Raum  betriSt,  so  boBteben  folgende  Angaben." 

1)  Ist  u  —  V  »  n-|-r,  so  liegt  jedes  der  zwei  Grenzbilder  i 
innerhalb  des  todton  Raumes.    (§  11.;  1,  2,  3,  5). 

2)  Ist  u  =  i-  ■=  n,   und  zwar  dadurch  horboi geführt,   dass  i 
kleinere  der  beiden  Winkel  -/.  grösser  ist  a!a  der  zn  180:2<i  geh 
Divisionsrest,  ao  liegt  ebenfalls  jedes  der  zwei  Grenzbilder  frei  ii 
halb  des  todten  Raumes.    (§  11.;  9,  12). 

3)  Ist  u  -^  V  "  '1,  aber  dadurch  herbeigeführt,  dass  der  kleinef 
der  beiden  Winkel   f  gleich  oben  gedachtem   DivisionsroBie  ist, 
liegt  das  eine  der  Grenzbildcr  frei  innerhalb  des  todten  Raumes, 
andere  iu  einer  der  Linien  A0%^  ö'>K,  und  zwar  in  der  bei  P  n&bc 
reu,   oder  in  der  von  P  entfernteren,   jcnachdem  n  gerade  oder  i 


4)    Ist  u  ^  tt,  80  igt  immer   das  eine  Grenzbild  frei  Jnnorha 

des  todten  Raumes,    dos  andere  frei  aasserhalb;    und   letzteres  t 
immer  daBJenige  mit  der  kleineren  Ordnungszahl. 

III)  „Das  Bogenstuck  P»  P"  hat  zum  Halbirungspunkt  immä 
„eineu  der  vier  Punkte  %,  Iß,},  8,  ^;  hicbei  die  Vorstellung  des 
„Holbirtseins  auch  dann  festzubalteu,  wenn  die  Punkte  /■„',  P"  ver- 
„ciuigt  liegen;  „welches  letztere  dann  und  nur  dann  (§  11.;  1,  2) 
„itttrißt,  wenn  die  Division  180:2a  aufgeht.    Genauer  ist  zu  sagen" 
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1)  In  jeHem  der  Fälle  u  =  v  ist  es  aiiicr  der  Fuiikni  %  "■^u,  J 
Hclcher  ilie  gednclitc  Ruili»  spielt.  Und  zwar,  weim  11=-«=:  «+ltl 
BO  föUt  diese  RolJu  dem  '4J  odvT  dem  %,  zu,  jeuacbdom  n  migenultt^ 
oder  gerade  isl;  woiin  aber  u  =•  v  ^  a,  so  fällt  sie  dem  ?J  oder  ^n  | 
wi,  jenschdom  n  gerade  oder  angerade,    (§  11.;  1,  2,  3,  5.  9,  U),     I 

2)  In  jedem  der  Fälle  «  ^  p  ist  es  ciucr  der  Punkte  B,  S,  I 
welcher  den  Bogen  PjPv"  halbirt.  Uud  zwar  spielt  W  oder  ffl  die  jl 
gedachte  Rolle,  jenachdem  u  oder  v  die  grössere  der  ?.woi  Zahlen  ist  I 

JV)  „Was  die  ßcgenseiligc  Lage  der  UilJerreihou  (/"),  (P")  I 
„betrifft,  so  ergebca  sich  dio  Bebauptungou :"'  I 

1)  Die  iwei  Reihen  ütoason  in  einem  der  Puukto  iß,  %,  zu-  1 
sammun,  wenn  »  ■=  w  =  n-^-l  stattfindet  mit  l.'U:3ii  —  n+1;  und  1 
zwar  erfolgt  das  ZasanimeDstosseu  in  $  oder  in  '4.V,  jenauhdem  «  I 
angerade  oder  gerade  ist.  I 

2)  Die  zwei  Reihen  greifen  in  einander  ein,  wenn  «  =.tj=^u-l-l  I 
stattfindet,  ebne  da«3  180:2« -^  n-)-!;  und  zwar  gioifou  beide  gleicb  •] 
weit  über  'Jj  oder  über  !^u  hinaus,  jenacbdem  n  ungerade  oder  ge-  I 
nule,  1 

3)  Beide  Reihen  böreu  von  einem  und  demselben  der  Punkt«  I 
!]},  Tfuf  onU'i  gleichem  Abstand  von  ihm  auf,  wenn  u  =>  c  c^  «;  und! 
iwar  spielt  ip  oder  'JJ»  die  bozligliebe  Rolle,  jcnaehdem  «  gerade  oder  I 
sngerado.  I 

4)  Beide  Reihen  hören  vor  einem  and  dcmso1t>on  der  Punkte  8,  J 
^P,  unter  gleichem  Abstand  von  ihm  anf,  wenn  u  und  n  ungleich  sind ;  I 
und  zwar  spielt  H  oder  *  dio  hczttglieho  Rolle,  jeuacbdcm  u  oder  v  *j 
die  grüsse  Zahl  ist.  J 

Y)  „Was  dio  Bogeul&ugc  P,i'r"  betrifft,  so  ist  sie  von  dcu  I 
„Grössen  qs,,  9>i  ganz  nnabbängig  iu  allen  denjenigen  FUlcu,  wo  einer  J 
^er  Punkte  ?},  $„  es  ist,  der  den  Bogen  Pul'"  halbirt.''  In  jedem  I 
derarügcn  Falle  ist  /'„'/'„"  entweder  —0  oder  —2(0  — ,t<»);  der! 
Wrrt  Null  nur  vorkommend,  wenn  180: 2(i  eine  ganze  Zahl.  I 

„Dagegen  ist  die  Bogenlänge  P»'P"  von  ipj  oder  qi,  abhängig  j 
.411  allen  denjenigen  Fällen',  wo  einer  der  Punkte  «.  S  es  ist,  der  j 
„den  Bogen  P^'P,"  halbirt"  In  jedem  solchen  Falle  ist  I',,'P,."  ont-  1 
weder  =  o  —  tp,  oder  ^  tt-f-««  —  Ti  oder  —  b^cb  — y,  unter  f  I 
den  kleineren  der  ber  beiden  Winkel  91,,  f^  verstanden,  I 

DasR  durch  den  Ueborgang  von  einem  der  zwfllf  Fülle  dos  <;il.  1 
(jne  schroffe  Aenderung  der  Erschoinungeu  bewirkt  werde,  ist  uns  I 
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JOBcm  i  unmittelbar  zu  orBohen,  und  cb  bedarf  dass  keiner  woiteron 
AusfUliruug.  Durcli  voratobende  Angaben  ist  man  aber  darauf  hin- 
gcwieBcn,  gewisse  Aenderungco  und  mit  ihueu  vorbnndone  Behar- 
rungen bprvorxuhoben,  weiche  inncrlialb  jedes  einzelnen  jonor  zwölf 
Falle  sich  zeigen,  wlihreud  doch  die  Bcdingnugen  seines  Zntreffeus 
Bfrcng  festgebaltou  werden.  Gemäss  ?origeu  Angaben  III)  ...  V>  ist 
tu  bohaupton; 

VI)  „Wenn  bei  gegebener  Oeffnung  des  Winbelapiegds  und  ge- 
.^boner  nicht  modiauor  Lage  von  ;■  j  „^l^j^be )  Ordnuugszablon 
JQr  die  zwei  Greuzbildcr  vorhaniion  sind,  so  iet  innerhalb  eiues 
jiwiächeii  (immer  nach  §  11.  zu  bestimmenden)  Sinelrunins  der  Paukt 
/'  so  zu  bewegen,  dass  zwar  die  Grenzbitder  ihre  Lage  ändern,  und 
IdioLage  seines  Ualbirungpu  nie  lest 
„für  den  sie  verbindenden  Bogen  |^^j^^  ^^^^^^  J 

sich   stetig   äudort,   dagegen    u'iverandcrt  bleiben  jene  boidon  Ord- 

idio  Länge  \  .         i, 

.,„„g»ü.len  n.d   {ji„  Lage  do.  Ualliru-e.punkM) '""'  '"'8«»- 


Wenn  man  die  Fälle  mit  9,  =  ^pt  denjenigen  gogea- 

flberstcllt,   wo   <p,  s«  71,   so  ist  aus  den  §§  10.  ...  12.  ersidit»^ 

lieh,  ilass  jeder  Fall  der  einen  Art  sehr  wesentliche  Eigontümlich- ' 
kviteu  hcrrorkchrt  gegenüber  Jedem  Falle  der  andern.  Nur  die-  1 
jonigeu  Fälle  der  zweiten  Art,  wo  die  Ordnungszahlen  u  und  v  der  I 
beiden  Grenzbildcr  einander  gleich  werden ,  zeigen  eine  merkliche  J 
Verwandtschaft  mit  solchen  der  ersten  Art;  was  eben  damit  zusani-, 
mi-llb&ttgt,  dass  jeder  der  Fälle  mit  <p,  =  "p,  als  ein  solcher  anza-J 
Beben  ist,  wo  die  Punkte  %,  ^q  in  "ül  sich  vereinigt  haben, 
P  und  %  in  M  es  getan. 

Mit  Rücksicht   auf  die  Grösse   der  angedeuteoden  Unterschied«'! 
and  bei  dem  fiberaiehtlichen  Charakter,   wekheu  welchen  man  den  T 
DsTstellungen  der   ^  10.  und  11.  za  geben  sachte,  wird  man  daraof  1 
tenichten    wollen,    dass    weiterhin  Vergieichnngen    und    Zusammen- 
faasungen  der  beiderseitigen  Resultate  ausgeführt  werden. 

Nur  mit  Bezug  auf  die  Zahl  a.  auf  deren  Ermittlung  gewöhnlicfa '  I 
das  grässte  Gewicht  gelegt  wird,  mag  das  geschehen;  es  mag  also  J 
noch  ausgesprochen  werden  f 


Mnrh   Drr   Winkeltfiügit 


Über  die  GoKantDitiHliI  k  der  dem  Au?c  uutcrKcheldbarcii 
UH.lcr  von  r. 

„Wcun  J'  irgttuUwio  frui  zwischen  den  beiden  Siiiogcln  des  Win- 

< 

nkeUpiogoli  liegt,  so  dass  jede  der  drei  Möglichlioiten  9,  >-  ip^    z\i~ 

, ^lassen  ist,  so  hat  man  bczUBÜch  der  Zahl  s  zu  bchaaiiten: 

1)    Ist  180;2ii   eine  gaiizo  Zahl    {d.  li    auch  360:2»    ?oo   der 
Form  2»-|-2|,  so  ist  »  =  (360:2n)  — 1. 

Die  hier  i!<'iiiat:hlc  VornussotzuDg,  und  iiar  diese  ist  os,  bei  wel- 
cher Ewoi  Bilder  des  J',  uamlicb  die  Grcnzbilder,  siuU  voreiuigeu. 

3)    Lttsst  die  Division   180:2a   ciuen   Rest     a-\-ea    |d.  h.    ist 

360:2«  von  der  Form  (2n-|-l)+a},  ao  ist  »  entweder  =  I  g"  1+^ 

[360n 
-3-  I.    ErstercH  trifft  za  daun  nai  nur  dann,  wenn  jodor 

der  Winkel  91,,  9,  kleiner  ist  als  jener  Rest;  c3  trifft  also  nament- 
lieb  ancb  tu,  wenn  9,  -=  9,  —  «f. 

3)  Lftsst  die  DiYiaion  180:  2n  den  Rest  c.  (d.  h,  ist  360:2«  =  2n+lj, 
BO  ißt  t  tmtweder  =•  360:2a  oder  =  (360:2o)— 1.  Letzteres  trifft 
XU  dann  nnd  nnr  dann,  wenn  ipi  ~  <pi  ^  a. 


4)    LSfst   die   Division    lP0:2a    einen    Rest    »—• 
lOiSn  von  der  Furm  Sn+il  — «)|,   so  ist  entweder  - 


I    |d.  h.    ist 

oder  ^  I  "ij"  r  Letzteres  trifft  immer  zu  bei  vorbaudcner  Gleich- 
heit der  Winkel  7,  und  ip^:  bei  vorhanilcniT  Ungleichheit  aber 
dann  und  nur  dann,  wenn  selbst  der  kleinere  mindestens  jenem  Reste 
gjeich  ist. 

Man  bemerke  wol,   dass  vorstehende    Angaben  Über  s  ganz  un- 
sUthtLngig  davon  sind,  ob  die  Uilfszahl  n  eine  ungerade  oder  eine  £ 
rade  ist. 


Die  Rolle,  wel>;ho  dor  Punkt  M  in  den  Satten  des  S  10.  spielt, 
ist  g»BZ  Domittelbnr  an  den  Unistnnd  anzukuiipfen,  dass  dio  dortige 
Toranasctüung  <pj  ^=  9,  eine  durchgängige  Symmetrie  der  Erschci- 
nimgeii  bewirken  muss. 


„SoferD  aber  iu  dca  Sätzen  der  SJ  U-  und  12,  auch  die  PankU« 
.,U*i  ^Di  i^  Goen^r  die  Punkte  '1,  )U  oiuu  bia  zu  gcwisacui  Grad  ahn- 
„licliu  Rolle  spielen  wiö  St,  bo  ist  aiij,'ezGigt,  darüber  noch  weiteren 
„AufscbluBS  zn  äucheu".  Solchor  ist  in  dur  Tat  aua  den  Sätzen  V) 
und  V  a)  des  g  9.  zu  gewinnen,  denn  durch  diese  wird  man  auf  Linien 
aiirmerksam  };cmaclit,  deren  Jede  als  Syinmctralaxo  fOr  gewisse  Bilder 
P'  und  entsprechende  P"  crscheineu  muss.  Sie  ergeben  sich  wie 
folgt: 

1)  Die  Gerade  Ol'  halbirt  immer  den  Winkel  J'i'OP^";  denn  es 
ist  C?Bl.  §  3.) 

einesteils  Winkel  POl\'=  VOA-^AOP^'^  9'i  +  (2o+ij',)  —  in, 
andcrnloilB  Wkl.  POP^"^  i«fl4-ÄOi"'=^,-).(2«-fg.,)  =  4«. 

Sofort  gumass  §  10.,  V)  and  Ya)  orkonnt  msu,  dass  die  Bilder 
ij',  Pi,  i\'  ...  dex  Reibe  nach  mit  Pf",  Pi",  Pg"  ...  symmetrisch 
liegen  bezQgticb  der  Axe  PO% 

Ucmgcnlät^s,  wenn  die  OrdnnngBznbleu  n,  v  der  Gronzbildor  P», 
P"  gleich  grosse  gerade  Zahlen  sind,  mnss  für  den  Bogen  PuP" 
sein  Halbirangspunkt  in  3R  sich  ergeben ,  und  auch  die  Unabhlkngig- 
luiL  sciDor  Länge  von  ip^  und  ipt  <Bt  ^u  begroifen. 

2)  Die  Gerade  OP^  halbirt  immer  den  Winkel  /V'i";  A^om 
CS  ist 

cineatüilB  Wkl-     P^OP,' ^  P^jOA-Jf-AOP^' ^  »Pi  +  ii  ^  2«, 
audornteils  Wkl.  Poü'V—  Po'^B-^BOP^' ^  g),+7,  =  2«. 

Sofort  erkennt  man,  daaa  die  Bilder  P,',  Pj',  P^  ...  der  Reihe 
nach  mit  P,",  P3",  Pj"   ..     symmetrisch   Hegen   beKUglich   dur  Axe 

Demjjemäaa,  wenn  n,  o  gleich  grosse  ungerade  Zahlen  sind, 
mnsB  für  den  Bogen  P„'P"  sein  Halbirangspunkt  in  '■3^,0  sich  sr- 
gebou,  und  aach  die  Unabhängigkeit  seiner  Länge  von  <n  und  vi  ist 
zu  begreifen. 

3)  Die  Gerade  OA  halbirt  immer  den  Winkel  P^OP";  denn 
cB  ist 

einesteils  Wkl.  AOP^'  ^  2ii  +  (p„ 

anderntoila  Wkl.  AOP^'^  AOB-\-  Bop^'  =  2«+Ti. 

Sofort  erkennt  man,  dasa  die  Bilder  P,',  P,',  Pg'  ...  der  Reihe 
nach  mit  den  Bildern  P,",  Pj",  Pj"  ...  symmetrisch  liegen  bezttgücb 
der  Aie  .!"«. 
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igcmäBs,  wenn  v  g«rad(<  iat  und  am  Eins  grösser  als  v,  isl 

■nichtlich,  dsBs  der  Bogen  f'u'l',"  aeincu  Ilalbirutigspnukt  in  VI  babeu 
moBS;  uni]  auch  dti;  Aliliilii|[i|^l«!it  süintir  LAogu  tou  ip«  wird  be- 
greiflieb. 

4)  Die  Gerade  'hl  halbirt  immer  auch  den  Winkel  ^V"^»"; 
demn  es  ist 

eineateila  Wkl.  ylOP^'— 4«  +  (p, 

ftudernteÜs  Wkl.  AOJ',"=  AOB-\-liOP^"  =  ^a+l-ia+ipi]. 

Sofort  erkennt  man,  daaa  die  Bilder  'V,  l'^',  i','  ...  der  Reihe 
uaeh  mit  ^i'",  'V'>  'V  ---  Bfmmetriscb  liegen  bezüglich  der  Aio 
ytö«. 

Wenn  also  «  nngorade  ist  uud  um  Eins  grüsser  als  v,  niuBs  der 
Bogen  Pk  fj"  soinen  Halbirungapaukt  iu  VI  haben;  und  auch  die  Ab- 
hlögigkeit  seiner  L&ugc  von  7,  ist  bugroiäicb. 

Beiflglich  dor  Geraden  <'B  findet  man  ebenso  gerecbtferllgt  dia 
Angaben: 

6)  Die  Oä  hntbirt  immer  den  Winkel  i\'OJ\"  und  ist  dosiieii 
HUfte  gleich  2n-|-ip,.  Hieuach  die  Bilder  P,',  ''■/,  f.J  ...  sind  der 
Reihe  nach  lu  'V',  'V-  ^t"  ■•  syrnmutriscb  bezüglich  der  Axo  B<'t^. 
lal  also  u  ungerade  und  um  Kius  kleiner  als  i',  so  mnss  der  Bogen 
Pm'f,"  in  ^1  halbirt  sein;  uud  die  Abhängigkeit  seiner  Länge  von 
7,   ist  ersichtlich. 

6)  Die  Oh  b.ilbiri  audi  den  Winkel  l'^'01\'\  und  ist  dessen 
Hüfte  gleich  U+T,.  Hionach  die  Bilder  /',',  /*i',  E^'  ■■■  sind  der 
Reihe  nach  symm(  Irisch  mit  P.J',  Pj",  P,"  .,,  boüüglich  der  Ajb 
ßOI),  Ist  alBo  H  gerade  und  uma  Gins  kleiner  als  v,  eo  muss  der 
Bogen  Pm'P"  iu  Üf  halbirt  sein,  und  auch  die  Abhängigkeit  seiner 
Lftuge  von  7,  iat  begreiflich. 

Von  vorstehenden  Angaben  fällt  immerhin  ein  neues  und  wesent- 
licliei  Licht  anf  scbr  niebtigo  Bestandteile  der  iu  den  §§  11.  und  Vi. 
gewonnenen  Sfttze;  ja  diese  konnten  sogar  vollständig  von  jenem  her- 
geleitet werden.  Doch  dürfte  die  hiemil  angedeutete  Herleitung  in 
weseutlicben  Studien  der  im  §  II,  durch  geführten  Methode  nach* 
Btuheu,  welche  dort  Jedenfalls  als  die  nächst  liegende  und  ihrw  £1  - 
folges  vollkommeu  sichere  sieh  empfehlen  niOBste. 


■■  DfT    WinktUpir^l. 


§  15. 

„Wcnu  die  Ocffnung  2ii''  dca  Winkclapicgcls  fest  gegeben  ist, 
„und  man  lasst  den  Puiikt  P  in  cinpr  nu  der  A%e  UV  senkrechttn 
„Ebene  AHB  stetig  sich  licwegeti",  so  zwar,  dass  seine  Entfcrnang 
OP  von  der  Aio  sich  nicht  ändert,  und  dass  er  von  eiuer  Lage  aus 
(licht  bei  der  Spur  '^A  des  ersten  Spiegels  bis  dicht  vor  der  Spot 
^li  hingebt;  so  ist  aus  den  hier  vorgetragenen  Lehren  immer  der 
Gaug  der  zugehdrigen  Bilder  P',  P"  anschaulich  zu  entnehmen,  ine- 
hesondenj  das  diu  Grcnzbilder  P/,  P^"  Angebende ,  ihre  Zahl  und 
Lage  Betreffende  genau  zu  verstehen. 

Das  ist,  wie  mau  sorort  erkennt,  Lochst  einfach  in  den  F&llea, 
wo  3fiO:2n  die  Form  ^n  +  ü  mit  uugerader  oder  mit  gerader  n  bat, 
weniger  einfach  in  den  übngen,  von  woleUen  wenigstens  ein  boso^ 
ders  vorsichtig  im.  bchandolndor  durch  ein  Beispiel  erläutert  wcrd 


Sei 


-  78", 


180  =2.78-1-24 

- — üA^t  nmu,  die  bisherigen  Bezeichnungen  beibehaltend,  dasB 

„  ^  2,     oj  =  n  — ro  =  24,     cn  =  15,     a-f  «n  =  54. 

Das  Beispiel  umfasst  die  Kälte  12)  und  11)  des  §  11.  nebst  ihre 
durch  Vertanachung  von  ip,  und  f^  sich  ergehenden  Modifieatioiu 
es  sind  hicnach  die  folgenden  Angaben  zu  machen,  wotehc  aoch  i 
Hilfe  des  g  3.  zu  controüren  sind. 

1)  Wälirend  der  Winkel  AOPsow  einem  dicht  hei  Null  licgei 
den  Worte  an  stetig  wachst  bis  vor  Zi"*,  hat  mao  beständig   \ 
tj  ^  2.    Die  Grcnzbilder  P,',  P,"    bewegen   sich   bciilo   stetig  gcg« 
den   festen   Punkt  a  hin,    Pj'   innerhalb   des  todicn   Raumes,  P^ 
ausserhalb,  beide  immer  gleich  weit  von  9  entfernt;  diese  Entfernu 
allmählich  alle  Werte  iwischeu  Null  und  24"  annehmend. 

2)  wahrend  A'>P  von  24"  au  stelig  wächst  bis  zu  540  (=- 
—  24"),  ist  immer  v,  =•  v  ^=1.  Der  Bogen  zwischen  den  Greuzbildsi 
Pj',  P,"  ist  unveränderlich  gleich  48",  sein  Halbirungspunkt 
der  mit  P  sich  hewcgendo  Punkt  !ß.  Die  Bewegung  des  I 
P,"ipP,'  ist  eine  FortscMehnng  in  der  Richtung  ffiSRSB,  so  dass  i 
tanglich  Pj"  in  H  ist,  und  zuletzt  P,'  in  *. 

3)  Während  AOP  stetig  wächst  Über  öl"  hinaus  bis  dicht  v 
78*,  ist  immer  u  —  2,  t-  ■=  3.    Die  Grenzbilder  P,',  P,"  bewegen  Hl 
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beide  stetig  vom  dem  fcsloD  Punkte  Q  weg,  P^'  nusscrhalb  iles  lodten 
RaameB,  Pj"  inncrhaU] ;  beide  immer  gleicli  weit  von  3J  entfernt,  diese 
Entfeniiuig  allmählich  alle  Werte  üwischeo  24"  und  Null  an- 
Delimeod. 

§  IG. 

Nachdem  alles  Wesentliche  dargelegt  ist,  was  auf  die  Abbildnngcu 
des  einzclneu  Puul;tes  P  sich  bezieht,  wollen  wir  ir^^end  ein  Etarres 
System  £  von  Punkten  C,  D^  E  .  .  betrachten,  welches  in  die  Oeff- 
nung  (2aJ  des  WinkclspiegolB  eingeführt  sei;  und  es  soll  für  die 
Punkte  C,  D,  K  ...  der  Figur  H  dahin  gestellt  bleihon,  ob  sie  in 
EhtOT  so  der  Ase  UV  normalen  Ebene  sich  belinden  oder  nicht. 

Während  wir  udii  bie  bisherigen  Bezeichnungen  feathalton  oder 
ihnen  ganz  analoge  gebraueben,  machen  wir  zunächst  die  hcBondere 
Annahme,  dass  der  Quotient  180:2n  eine  ganze  Zahl  n-|-lsei.  Dann 
Bind  gemOss  den  S&tzen  der  §§  6.,  7.  sofort  die  folgenden  Angaben 
20  machen. 

I)  Als  zu  dorn  ersten  Spiegel  gebörige  Ahhilduugen  der  Fignr 
£  ergeben  sich  der  Keilte  nach  Figuren  £,',  2i^',  £^'  ...  £..',  ^n^-i', 
Jene  eine  in  einem  der  n-\-l  Ililfsfächcr  dcB  ersten  Spiegels,  welche 
der  Reihe  nach  sich  darbieten  als  FlUchenwiukel ,  jeder  zwiscben^ 
snrei  aäcbst  aufeinander  folgenden  der  n-^-i  Kbenonstüeke  Ul'A, 
VVL^,  UVti  ...  Ul'Lnt  Ul'fl.  —  Und  mit  analogen  Bestimmungen 
crsubcinen  als  zum  zweiten  Spiegel  gehörige  Abbildungen  der  Figur 
£  die  mit  £,",  £3",  £^"  . . .  2^\  ^n^i"  zu  bezeichnenden. 

II)  Je  zwei  nächst  benachbarte  Abbildungen  Zt\  £i^\'  sind 
aymmetrisc^  mit  Bezug  anf  die  sie  trennende  Ebene  (Scheinspiegel) 
VVLt,  so  zwar,  dass  den  Punktbildem  '^i,  D»',  i.»  ...  der  Reihe 
nach  entsprechen  C'm',  Ö*+i',  £*+i'  ...  —  In  gleicher  Weise  sind 
£{",  £k\i"  symmetrisch  mit  Bezog  auf  die  Ebene  (Scheinspicgel) 
UVBk. 

III)  Jede  Abbitdaug  £'  oder  £"  von  ungerader  Ordnung  ist  sym- 
melrisch  gleieb  dem  Urbild  £,  so  zwar,  dass  den  Punkten  C,  D, 
£  ...  des  letzteren  entsprechen  die  in  £'  enthaltenen  Fnnklbilder 
C\  D'f  E"...  und  ebeuBognt  die  in  £"  enthaltenen  C",  d",  E"  ... 

Daher:  alle  Abbildtingen  S'  uud  £"  von  ungerader  Ordnung 
lind  unter  sieh  eongruent,  so  zwar,  dass  in  jedem  Paare  derselben 
die  dann  einen  Partner  angebOrigcn  Bilder  der  Punkte  C^  D,  K  ... 
der  Reihe  nach  entsprcehen  den  im  andern  Partner  befindlicbcn 
Bttdran  derselben  Pnnkte. 


IV)  Jede  Abbildnng  £'  oder  2"  von  iiiigerader  Ordiinog  ist 
coograanr.  mit  dem  Urbild  £,  so  zwar,  dass  mit  don  pQiikteD  <-\  D, 
B  ...  des  leUtcreu  bezicliungswcise  kot  DerkuDg  lu  bringen  sind, 
sowol  diu  in  Z'  eutbaltcucn  PuuklbÜder  C\  D\  !■:'  .  .  als  die  ia 
£"  enthaltenen  C".  Z)",  E"  ... 


Daher  aach:  olle  Abbildungen  £'  und  £"  von  gerader  Ol 
sind  (in  selb  st  verständlichem  Sinne)  unter  aicb  congrucnt. 


Den  Sätzen  der  §  lü., 
liieran : 


Uj   and  I  12.,  II)  gemäss  knüpft 


I 


V)  Die  Abbildaa^jen  £i+i',  .^ui  i",  buide  in  doiu Winkel  zwiscbes 
den  Ebenenatückon  ÜV%  UVti  eingeschlossen,  müBseu  immer  voll- 
standig  vereinigt  sein,  so  zwar,  dass  die  Punkte  C^+i',  i'«+i', 
K„fi'    ..  der  Reibe  nach  in  Cii+[",  /3»|i",  A'n+i"  ...  sich  tinden. 

Indus  ist  hiebei  der  Unterschied  zu  beracksicbtigea,  welcher 
sich  ergibt,  Juuachdem  die  Zahl  »4-1.  ungerade  ist  oder  gerade. 

Wird  nämlich  diejenige  E beut' hoigczogen,  welche  durch  dieAxe 
UV  gehend,  hinter  don  boidüu  Spiegelflächen  UVA,  llVIi  befind- 
lich, gleiche  Winkel  mit  denselben  macht,  so  ist  iu  dem  Falle  der 
ungeraden  >i-|-l  zu  bemerken:  das  Bild  £„41'  (oder  das  mit  ihnen 
identische  Sn^  1")  liegt  bczüglicli  genannter  Ebene  zu  dum  Urbild  £ 
Bjramctriauh,  so  dass  jede  der  Strecken  CC^+i',  0/>b+i',  ^^-'£»+1'  -.- 
durch  genannte  Ebene  senkrecht  halbirt  ist.  —  Ist  aber  n-|-l  öine 
gerade  Zahl,  so  sind  £  und  -£>+i'  in  solcher  gegenseitigen  Lage, 
dass  jede  der  Streu keu  CC^^i,  DDn-\^i'  i.'-£'«+i'  ...  durch  die  Gerade 
UV  senkrecht  halbirt  ist. 

Die  Uudcutuug  dieser  Angabc  zeigt  sich  an  folgenden  Bei- 
spielen : 

Ist  die  Oeffnuug  20."  -  60^  ll60:2a  =  3  —  «  +  1|,  so  wird  als 
mittleres  Bild  eines  in  den  Winkelspiegol  mit  beiden  Augen  gleich- 
massig  hiueinscbau enden  Menschen  ein  solches  Menschenbild  erschei- 
nen, dessen  rechtes  Auge  die  Abbildnng  von  dem  linken  Auge  des 
wirklichen  Menschen  isL 

Uat  man  aber  2«"  =  eO-llSOiSo  =  2  =•  »  +  !],  so  wird  ala 
mittleres  ßild  eines  in  dun  Winkelspiegel  mit  böigen  Augen  gleich- 
massig  bin  einschauenden  Menacheu  ein  solches  Mensebenbild  erschei- 
nen, dessen  rechtes  Auge  die  Abbiidung  von  dem  rechten  Augo  ^ 
Urbildes  ist. 
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Bei  jetzt  Kugonommün ,  dass  Uio  Dimion  lR):2(i  mncu  Rest  to 
lu»  jieO  =>  1 .2a  +  ii>} ,  uad  sei  eine  in  die  OefTnang  des  Winkel- 
«piegel!  eingeführte  Figur  E  gedacht,  wip  im  vorigen  §. 

Das  (n-)-l)te  Hilfsfadi  zum  ersten  Spiegel  wie  das  (n-|-l)te 
mm  ;:weiten  ist  nun  ein  Ftäcliünwinkel  >=  «,  uud  aofart  ist  zu  sagen: 

Es  erscbulQtiU  Jcdeufalls  AbbilduDgou  S^'  ...  £„'  uud  S^"  ... 
^■",  jede  alfl  einu  vullstündigu  Abbildaug  von  £,  nad  CS  sind  fUr 
ulclie  ganz  dicaelben  Bestinimuugea  im  geben  wie  im  vorigen  S- 

Was  aber  in  dem  (»-j-Dtcn  Uilfäfacii  (dem  ScUlussfacb),  zu  dem 
mea  oder  andern  Siiiegel  gcliörig,  zu  sudicu  sei,  dass  ist  jetzt  näher 
itt  erürtfira. 

Nacli  den  §g  lU.  uud  la.  kauu  ir^cud  ein  Punkt  P  der  Figur  L 
Vi  liegen,  dass  ontwuder  keiues  der  Bilder  Pn+i',  P«-n"  zn  Stande 
kommt,  oder  nur  ein  einziges,  odur  beide.  Daher  ist  bei  jedem  der 
i*ci  Schlnssfächur  an  die  drei  Möglicbkeiteu  zu  denken ,  dass  ent- 
Vedtf  gar  kein  Punkt  der  Figur  £  in  demselben  zur  Abbildung  ge- 
hige,  oder  nor  ein  Teil  von  S,  oder  S  in  ganzer  Ausdehnung, 

Indes  ist  eine  Construction  nnzugeben ,  welche  geeignet  ist ,  für 
jeden  Fall  eine  vollatAndige  Aufklärung  iu  anschaulicher  Weise  sa 
geir&hrcD. 

Aus  Axo  UV  werde  zunächst  innerhalb  des  «ten  llUfsfachcs  des 
Brtten  Spiegels  ein  EbenenstUck  (/l'ß  so  geführt,  dass  seine  Ab- 
weichang  von  dem  EbenenstUck  UVLn  -=  o>sd.  Dann  ist  ans  g  6.1 
7)  zu  entnehmen:  was  von  der  Figur  £»'  zwischen  den  Ebeneu- 
(tOcken  Ct-'S  und  WL^  eich  bcßudet,  das  und  nur  das  erscheint 
Bucb  in  dem  Schlnssfache  zwischen  UVL^  und  IJVÜ,  so  zwar,  das 
Jedem  Punkte  Cn  ein  Punkt  Cn^\'  eutspricbt,  und  die  zwei  Punkte 
£«',  C^iii'  zu  der  £benc  WL^  symnietriseh  liegen. 

Desgleichen  werde  aus  UF  innerhalb  des  uten  llilfsfaches  dos 
iweiteu  Spiegels  ein  Ebenenstück  t;r3t  so  geführt,  daas  seine  Ab- 
veicfaung  von  dem  EbenenstUck  UVRn  =  to  sei.  Was  dann  von  der 
Figur  En"  zwischen  den  EbenenetUckcn  UViR  und  VTR«  sich  be- 
findet, das  und  nur  das  erscheint  auch  in  dem  Schlussfache  zwischen 
Wlin  und  UVi',  so  zwar,  dass  jedem  Punkt  CU"  ein  Punkt  t'«+i" 
entspricht,  und  die  zwei  Pankte  Ch",  C'n^-i"  zu  der  Ebene  synimo- 
triscb  liegen. 


4« 
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Mau  sielil  hieraus,   dass  nntcr   Umstäadon  die  ganze  Lml4 
des  WiukolB|negols  niil  Ilcrvorbriogmig  der  Bilder  Z^',  £«"  erBchüpü' 
ist,  dasa  aber  iinlcr  anderu  OmBtändeu   Figuren  X«+r,   -i^nii"  onl- 
stubeu,  welcbeu  so  und  so  viel  dazu   fehlte,   Tollständigo  Bilder  von 
£  zu  sein. 

Um  fUr  solche  ihre  Beziehung  zu  £  genauer  za  erkenDcn,  kann 
mau  zwei  weitere  Hilfaobenen  einführen,  beide  aus  UV  gehend,  in- 
nerhalb des  WinkolspicBels  selbst:  die  eine  UI'S,  von  L'VA  ah- 
weicbeud  um  u,  die  andere  UfW]  von  Ul'B  abwciuhond  um  w.  — 
Sofort  sind  folgende  Angdbeu  7.u  verstellen: 

I)  Ucber  die  etwa  zu  Staude  kommende  Figar  ^h-|-i'- 

iBt  H  +  I   eine  gerade  Zahl,  so  wird  £h+i    congment  sein  1 
derjenigen  Fignr,  welche   von   £  abgegcbeu  wird  in   den  FljLdi 
Winkel  zwischen  den  Ebencnst ticken  UVB,    Wdl^.    Genauer; 
£h+i'  in  fesler  Verbindung  mit  doa  zwei  EbonoDstdcken  (JFfl, 
und  dreht  man  dieses  System  nm  die  Aie    UV  (in  der  einen  i 
andern  Richtung,  ohne  Gleitung)  bis   UVLn  mit  UVB  sich  y 
SO  wird  jeder  Pnnkt  Cnfi'   der  Figur  £»+\'  mit  dem  ihm  eotB] 
chenden  C  der  Figur  £  vereinigt  sein, 

Ist  aber  n-f-l  c'uc  ungerade  Zahl,  so  wird    ^n+i'  symraetr 
-sjdijich  sein  mit  derjenigen  Figur,  welche  von  £   abgegeben  v 
den  Flächonwinkel   zwischen   den  Ebenenatücken  ('(-■l,    L'I'S, ,  i 
es  existirt  eine  die  LT  enthaltende  Ebene,   mit  Bezug  aufweichet 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  C„+j'  und  f.' symmetrisch  Ho, 

II)  Uubor  die  etwa  zu  Staude  kommende  Figur  £hW- 

Ist  ii+J  eine  gerade  Zahl,  ao  wird  -£..|e"  congruent  sein  ] 
derjenigen    Figur,    welche   von    £  abgegeben  wird   in    den 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  stücken   UVA,  (7l"üii.     Genauer:   bld 
£„i-i"    in    fester   Verbindung   mit    den   zwei   Ebenenstäckeu 
UVR„,  und  dreht  man  dieses  System  um  die  Aio  UV  (in  der  e 
oder  andern  Richtung,  ohne  GJoilung)  bis  (/rif„  mit  l  \'A  sich  i 
einigt,   Bo   wird  jeder  Punkt   C„^i"  mit  dem  ihm  cntsprci 
der  Figur  £  vereinigt  sein. 

Ist  aber  n-]-!  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  £»^-1"  symmetn 
gleich  sein  mit  derjenigen  Figur,  welche  von  £  abgegeben   wi 
den  Flächenwinkel  zwischen  den  Ebenenstücken   UVB,  üvyi,  o 
existirt  eine  die  Axe  UV  enthaltende  Ebene,   mit    Bezug  auf  y 
je  zwei  einander  entaprethondo  Punkte   C,,|i"   und  C  symmoti^ 
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§  18, 

Ist  eiii  Fonktsystcm  Z  (so  wie  in  den  zwei  vorl  ergeh  enden  §5 
igefubrt,  und  hat  man  180:2«  =  n  +  l,  so  ist  klar,  dasa  von  den 
Bilden)  £,'  ...  S^'  und  Z"  ...  £„"  keines  einen  Panlit  mit  dem 
■ndeni  gemein  hat;  von  diesen  Bildern  kann  also  keines  irgendwie 
das  andere  stüron.  Aber  ancb  bei  den  Bildern  ^h^i'  und  £h-m" 
trifft  letztere  Behauptung  xn.  Da  uHmlich  jeder  Fan^t  Ph^i  des 
einen  mit  demjenigen  Pnnkt  P„^-i"  des  andern  vereinigt  ist,  welcher 
denselben  Punkt  /'  des  Systems  Z  abbildet  wie  joner,  so  wird  durch 
die  Vereinigung  der  Bilder  ■£'„■»■1'  ,^nfi"  (innerhalb  des  todteultan- 
,}  eben  daffir  geBgrgt,  dass  in  diesem  ein  einziges,  nicht  bloss 
ganz  oinos,  sondern  sogar  in  Betreff  der  Helligkeit  begünstigtes  Bild 
von  Z  sieb  zeigt. 

Sehen  wir  dagegen  auf  irgend  einen  derjenigen  Falle,  wo  (wio 
Sn.)  l«i)  -  f.,2a+ia,  so  ist  nur  voii  den  Bildern  £,'...  ^«-1' 
ood  ^1"  ...  Zh-i"  unbedingt  zu  sagen,  dnss  keine  üwei  einander 
Sturen.  Was  dagegen  £«'  und  £„"  beirilTt,  so  sind  diese  zwar  ge- 
wiss vollständige  Bilder  von  £.  aber  bei  jedem  von  ihnen  ist  die 
IfOglicbkeit  zu  berücksichtigen,  dass  os  wenigstens  teilweise  in  den 
todten  fianme  falle,  auf  welche  vollends  .£»11'  und  .^nfi"  in  ihrer 
ganzen  etwa  ergebenden  Ausdehnung  angewiesen  sind.  —  Ist  nun  % 
irgetid  ein  Punkt  innerhalb  des  todten  Raumes,  nnd  fällt  nach  %  ein 
dnum  dem  £  angehörigen  Punkt  /'  so  sieht  man  leicht, 
dus  %  kein  Ort  ist,  sei  es  für  ein  anderes  Bild  J",  noch  fUr  ein 
Bild  /"';  namentlich  auch  kein  Ort  Hlr  ein  Bild  Q',  welches  ein  von 
i*  vereebiedener  Punkt  Q  des  £  gehen  niücbte.  Dagegen  ist  immer 
^6  Aufgabe  za  löseui  man  toll  innerhalb  der  Oeffnnng  des  WinkcU 
Bpi^vlB  einen  Pnnkt  Q  suchen  von  solcher  Lage,  dass  er  ein  Bild  U" 
.an  der  beliebig  gegebenen  Stelle  liefere,  wo  bereits  das  Bild  /''  sich 
befindet, 

Um  die  AuflJisbarkeit  dieser  Aufgabe  und  die  Einzigkeit  der  Auf- 
Eig  streng  nnd  allgemein  zu  erweisen,  kann  man  die  folgende  Be- 

IiBcbtang   anstellen,   welche   wesentlich   au   den  Satz  IV a)  des  §  6. 

utknflpft. 

Man  stelle  sich  der  Reibe  nach  vor  die  aus  Äse  UV  cotsprin- 
endea  EbenenstQcke  Ul'R,,  Ul'li^  ...  bis  zn  demjenigen  UVHx, 
clches  als  letztes  vor  VVX  sich  darbieten  wird.  Nun  ist  zu  Punkt 
',  der  ihm  symmctriscbu  mit  Bezug  auf  Ebene  U\'Iit  zu  nohmen, 
:u  diesem  abgeleiteten  Punkt  wieder  der  ihm  symmeirischo  mit  BeKug 
Ebene  Ul'Ut—u  zu  diesem  abgeleiteten  wieder  der  ihm  symmetrische 

I,  Pkji.    I.  B«i!iB,  T<n  II. 
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mit  Bezug  auf  Ebene  UVRx^2  u.  s.  w.  Durch  diese  Veranstaltang 
wird  offenbar  jenseits  der  schliesslich  zu  benutzenden  Ebene  ÜVRi^ 
innerhalb  der  Oeffnung  des  Winkelspiegels  ein  solcher  von  Z  abge- 
leiteter Punkt  gewonnen ,  an  dessen  Stelle  ein  leuchtender  Punkt  Q 
gebracht  —  genau  an  der  vorgeschriebenen  Stelle  X  des  todten  Bau- 
mes ein  Bild  Q!'  liefern  wird. 

Aus  dieser  Darstellung  erhellt,  dass  und  wie  immer  diejenigen 
Störungen  zu  ermitteln  sein  werden,  welche  bezüglich  der  Reinheit 
der  in  den  todten  Raum  fallenden  Abbildungen  eines  Systems  £  sich 
ergeben  mögen. 

Im  übrigen  ist  gemäss  dem  zuletzt  Vorgetragenen  herzorzuheben, 
dass  freilich  die  besten  Leistungen  des  Winkelspicgels  im  Sinne  der 
Hervorbringung  schöner  Bilder  eines  beliebig  ausgedehnten,  in  seine 
Oeffnung  eingeführten  Gegenstandes  dann  sich  ergeben  werden,  wenn 
der  Oeffnungswinkel  oin  absoluter  Teil  von  180^  ist. 
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Uebersicht  des  Inhalts. 

Vorwort. 

§     1.     Erste  Definitionen. 

§  2.  Erste  Orientirung  bezüglich  der  Bilder  eines  einzelnen  Punktes 
P\  Bezeichnungen ;  zwei  Reihen  der  Bilder. 

§  3.  Zu  jeder  Reihe  zwei  Formeln  gegeben,  wonacli  die  Lage  jedes 
Bildes  (gerader  oder  ungerader)  Ordnung  sich  bestimmt.  — 
Zwei  Reihen  von  Gleichungen  entsprechend  den  zwei  Bilder- 
reihen.   An  sie  geknüpft  die  Frage  der  Bilderzahl. 

§     4.     Lehrsätze,  die  ihre  Lösung  vorbereiten;  todter  Raum. 

§  5.  Beweis  der  Begrenztheit  der  Bilderzahl  für  alle  Fälle.  Ent- 
sprechende Lehrsätze  und  Aufgabe. 

§  6.  Lehrsätze  über  Zahl  und  Lage  der  Bilder  in  jeder  Reihe  für 
sich. 

§  7.  Optische  Bedeutung  gewisser  im  vorigen  §  eingegangenen 
Hilfslinien.  Durch  sie  die  Abbildungen  der  zwei  Einzolspiegel 
in  einander  bestimmt. 

§  8.  Genaueres  über  diese  Abbildungen  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Hauptuntersuchung. 

§     9.    Regulimng  des  Fortgangs  der  letzteren. 

§  10.  Genauere  Untersuchung  der  Bilder  eines  in  der  Medianebene 
liegenden  Punktes;  vier  Fälle. 

§  11.  Desgleichen  der  Bilder  eines  seitlich  von  der  Medianebene 
liegenden;  zwölf  Fälle. 

§  12.    Zusammenfassung  der  Ergebnisse  des  vorigen  {.fr 
Sätzen. 
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§  13.  Gegensatz  und  Verwandtschaft  der  Angaben  der  §§11.  und 
12.  Generalregel  über  die  Bestimmaug  der  Gesamtzahl  aller 
Bilder  eines  beliebig  wo  innerhalb  der  Oeffnnng  eingeführten 
Lichtpunkts. 

§  14.  Weitere  Aufklärung  über  den  Ursprung  einiger  Sätze  des 
§  12. 

§  15.  Die  möglichen  Aendorungen  der  Bilderzahl  eines  Punktes, 
wenn  er  innerhalb  der  unveränderlich  bleibenden  Oeffnnng  des 
Winkelspiegels  sich  bewegt,  durch  ein  charakteristisches  Bei- 
spiel erläutert. 

§  16.  Einführung  eines  Systems  von  Punkten  in  der  Oeffnnng  des 
Winkelspiegels.  Zunächst  diejenigen  Erscheinuni^en  betrachtet, 
welche  sich  ergeben,  wenn  die  Oeffnnng  ein  aiiquoter  Teil 
von  180<>  ist. 

§  17.    Aufklärung  der  Erscheinungen  in  den  übrigen  Fällen. 

§  18.  Die  unter  Umständen  sich  ergebenden  Störungen  der  Bilder 
durcheinander. 
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II. 


Zur  Integration  der  Gleichung 


Von 

Herrn  Otto  0hne8orge. 


Das  Problem,  welches  in  der  vorliegenden  Abhandlung  behandelt 
wird,  ist  folgendes: 

Es  sind  sämtliche  reelle  Functionen  u  za  bestimmen,   von  der 

Beschaffenheit,  dass  sie  der  Gleichung  g~i  +  Ti  "="  0    genügen  und 

auf  einer  gegebenen  algebraischen  Curve  vorgeschriebene  Werte  an- 
nehmen. 

Die  allgemeine  Lösung  der  obigen  Gleichung  ist: 

wo  I  =*  a:  +  »y  Wild  fi  ^  x  —  iy  gesetzt  ist  Im  allgemeinsten  Falle 
sind  Xj  sowol  wie  %f  vollständig  willkürliche  Functionen,  soll  ihre 
Summe  jedoch  eine  reelle  Function  von  x  und  y  darstellen,  so  müssen 
sie  einander  conjugirt  sein. 


§.  1. 

Ich  bestimme  zunächst  u  so ,  dass  es  constant  ist  auf  einer  ge- 
gebenen Curve.  Ist  dies  der  Fall,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve 
Zitf)+Zi(^)  ^^  «•    öiö  Curve  soll  jedoch  eine  algebraische  sein,  mit- 
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hin  niuss  durch  diese  Gleichnug  eine  algebraische  Relation  zwischen 
^  und  7}  ausgedrückt  sein.  Hieraus  folgt  sofort  die  Form  der  Func- 
tion Xi  wenn  die  obige  Gleichung  durch  eine  algebraische  Beziehung 
zwischen  §  und  rj  für  jeden  Wert  von  a  erfüllt  ist;  es  kann  dies 
nämlich  nur  dann  stattfinden,  wenn  %  entweder  selbst  eine  algebrai- 
sche Function  oder  aber  höchstens  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  von  einer  algebraischen  Function  ist.  Besteht  aber  eino 
algebraische  Gleichung  zwischen  ^  und  tj  nur  für  einen  bestimmten 
Wert  von  «,  so  können  auch  transcendente  Functionen  höherer  Ord- 
nung auftreten. 

Nach  dieser  Betrachtung  kann  man  das  obige  Problem  auch  auf- 
fassen als  folgendes: 

Es  ist  eine  Function  zu  bestimmen,  deren  Additionstheorem  ge- 
geben ist 

Ist  die  algebraische  Gleichung,  die  das  Additionstheorem  der 
beiden  Functionen  Xi  urd  Xs  herstellt,  so  beschaffen,  dass  dieses  Pro- 
blem überhaupt  eino  Lösung  besitzt,  so  ist  diese  Lösrng  leicht  zu 
finden,  da  der  Weg  hierzu  schon  von  Eulcr  gegeben  ist. 

In  der  Tat,  es  sei  qp(|,  tj)  =  0  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist : 

Bestimmt  mau  nun  mit  Hilfe  der  Gleichung  (fd^rj)  =  0  $  als  Fuuc- 

3a) 
tiou  von  rj  und  ri  als  I^  unctiou  von  $  und  ersetzt  ia  ^r  ^^^  V  (lurch 

die  ^  und  in  o'  die  |  durch    die  77,   oder  auch   umgekehrt,   so   ist 

entweder 

/8g)  Pow^ 

g,-r«    und    X2=J   s^Sfi 

oder 

Z3  = 


^^  =  fip  ''^^ 
J  s^ 


oder  allgemeiner: 


"'  "=y^'ei° 


d^    oder    = 


und 


M^^dri    oder     «    i    g^rfi? 


Oin. 


:   Znr  hutgra 


Fl  df  Gleichung  J*u=0. 


«o    DatOrnch  auch  In  Af,  welcbes  Gino  willkaHicho,  jodocb  symme-   i 
tritcfae  Fnncüoii  von  |  und  t;   sein  mass,  entweder  die  §  durch  diu 
oder   die  ii  durch  dio  ^    vermögo   der  Oleichnng   <p(i,  t;)  =r  0  zu 
onetxen  sind. 

Dio  Gleichung  der  Curve  ist  in  Bezug  auf  Ijeiilo  Variable  vom 
■  ICD  Grade,  e»  fragt  sich,  welche  von  den  n  Wurzeln /d  nehmen  sind. 
Die  Frage  erledigt  sich  daburch,  dass,  wenn  ;  =r  w(ij|  und  »?  —  (£) 
ist.  dass  alsdann  w(i(;0  =1  sein  mnss.  Derartige  Wurzeln  exiatiren 
wie  später  bewiesen  werden  wird,  stets 

nan  dio  Functionen  j  so  bestimmt,  so  wird  der  Gleichung 
v(i.  V)  =  '•  durch  die  Bcziebuug  Xi(>) +  !»(•))  =  "  Genüge  geleistet, 
bei  passender  BestimmuDg  der  Coustanten  n,  es  bleibt  nun  noch  zu 
bcweiflen.  dass  auch  dio  erhaltt^^ncn  Functionen  j,  und  xt  einander 
uoqjngirt  sind. 

Die  Gleichung  ip(f.  7f)  =  0  ist  entGlaudeu  aus  der  algobraiecbeu 
Gleichung  4'(',y)  =  0  dadurch,  dass  man  an  Stolle  von  ir  id+ij), 

1  anstelle  von  y  ö-t^'j)  geaeut  hat.  Da  nun  Vfa',^)  eine  ratio- 
aale Function  von  x  und  >/  ist,  so  crgiebt  sich  sofort,  dass,  wonn 
f(^,  ij)  eine  reelle  Function  von  ^  und  ?/  ist ,  sie  auch  syinmetriscb 
Bezug  auf  J  und  i;:  es  ist  demnach,  wenn  {  =  (»(jj)  eine  Wurzel 

»(I)  eine,  ferner  ist  -,-=■  dieselbe  Func- 


r  Gleichung  ist,  auch  i 


2,  dieeelbeu  Functionen  sind. 

Ist  jedoch  9(1, 1])  eine  compleie  Function,  so  lässt  sie  eich  stet« 
aof  die  Form  bringen  A-i-i'{^  —  ii)li,  wo  A  und  B  rationale  und 
BymmetriBcbo  Functionen  sind.  Dieser  Ausdruck  gleich  null  gcHctzt 
und  die  so  entstandene  Gleichung  nach  |  aufgelöst,  gebe  £  —  ca(,r)) 
-l-tT(r)),  CS  folgt  hieraus,  dass  r)  =  eis(i)  —  ix{ri)  ebenfalls  oinaWurEcl 
aein  muss. 


Nnn  ist: 


-+iB+;(|_,,)    - 


t  tax  £  und  für  >;  die  entsprechenden  Fuuctif 


56  Ohnesorge:  Zur  Integration  der   Gleichung  J*u=^0, 

and  trennt  zn  gleicher  Zeit  die  reellen  von  den  imaginären  Teilen, 
(immer  berücksichtigend,  dass,  wenn  JÖ(öi+iT)=-P+tGf  ist,  J5(<»— tr) 
«=■  F—iG)^  80  erhält  man: 

(alles  Fnnctionen  von  |) 

g-  =  c— iD— ^(F-i(?)+i(«+»T— iy)(y— »JT) 

(alles  Functionen  von  i?),  oder 

-g^«  C— G^  — yr+Ä'(aj  — 1/)— i{I>  +  y— T^+(i?-co)jrl 
Mithin  sind  g^   und  g—  conjngirte  Functionen,  also  auch 

Jlfgr^ß        und        X,-y     Mg^rfl? 

da  auch  M  durch  die  Substitution  $  =»  c<'(>7)-|-M^)  QQci  17  =  C9(£) 
—  »t({)  in  zwei  conjngirte  Functionen  verwandelt  wird. 

Diese  Methode  lässt  sich  leicht  ausdehnen  auf  den  Fall,  wo  u 
auf  der  gegebenen  Curve  nicht  coustant,  sondern  einer  beliebigen 
Function  gleich  wird. 

Es  sei  t(|.  ri)  die  gegebene  Function,  so  wird  die  Gleichung  der 
Curve  enthalten  sein  in  der  Gleichung: 

es  werden  also  die  beiden  Gleichungen: 


und 


|rf5  +  |rf,-0 


identisch  sein  müssen,  also 


zi(l)-äg  =  ^^af 


Okntrargti  Zur  iMtgr^ia»  4ir  Gteü^Hag  J^tt=0. 
in  wird 

"=/(4-an^^+/(«M)-- 

Auch  hier  ist  M  eine  Byrnmetriache  Function,  uud  aacli  hier  sifld 
entweder  die  5  durch  die  ij,  oder  die  i;  durch  die  l  vermöge  der 
Oleichnng  f{i.  ij)  =  0  zn  ersetzen. 

Ist  I  ebenfalls  eine   symmetrische  Fanction  oder  von  der  Form 
-t(C  —  ti)B.  so  wird  auch  u  eine  reelle  Function  vouir  und  y  sein. 

Uebrigens  kann  man  stota  eine  symmetrische  Fanction  herstellen. 
die  auf  der  gegebenen  Curve  mit  t  Übereinstimmt. 

[n  der  Tat,  es  sei  A  irgend  eine  symmetrische  Function  von  £ 
Bnd  IJ,  ersetzt  man  nun  in  t(|,  i]) ,  S  und  >;  durch  t  und  tp  vermöge 
der  Gleichungen  i  =  t(f,  ij)  und  qi  =  gi(f,  ij),  so  wird  r(J,  »?}=ti((,7), 
auf  der  gebonen  Curve  aber  wird  ip  =  D,  also  r  nur  eine  Function 
von  l,  mitbin  symmetrisch  in  Bezug  anf  ;   und  ij. 

Die  gefundene  Function  ist  insofern  noch  willkürlieh  als  ^f  will- 
kürlich ist,  M  mässte  dt'ronach  durch  vorgeschriebene  Stotigkeits- 
bedingnngcn  bestimmt  werden.  Diese  Aufgabe  würde  ohne  Zweifel 
knsserst  Bchnieriger  Natur  sein,  doch  kann  man  dieselbe  teilweise 
nmgeheii,  dadurch  dass  mati  xa  dem  obon  bestimmten  »  diejenige  all- 
mmnBte  Function  w,  addirt,  die  auf  der  gegebenen  Curvo  gleich  null 
Biese  Function  kann  man,  wie  in  dem  nächsten  Abschnitte  ge- 
zeigt werden  wird,  stets  ohne  Intogralo  in  endlicher  Form  darstellen. 
IHe  Erfüllung  der  Steligkeilsbu dingungen  bietet  alsdann,  wcuu  sie 
anch  allgomdn  nicht  ausfuhrbar  ist.  in  den  meisten  Fällen  keine 
gruseeu  Schwierigkeiten  mehr  dar.  Nur,  wenn  endliche  Uustetig- 
kcitcu,  die  auf  bestimmten  Linien  stattfinden,  zn  beseitigen  sind, 
künnle  man  auf  wesentliche  Schwierigkeiten  stosscn. 


S.  2. 

DIo  Methode,  die  wir  soeben  entwickelt  haben,  führt  nur  dann 
«tm  /jol,  wenn  diu  Gleichung  der  gegebenen  Curvo  irreductibol  ist, 
»eiin  also  nur  eine  otnzigo  algebraische  Cnrvo  gegeben  ist,  auf  der 
dB  Function  conslaut  sein  soll  In  diesem  Abscbuitte  werdu  icb  ciuo 
Metliode  geben,  die  sich  auch  auf  Curvcu  anwenden  lässt,  deren  j 
Öridiiiug  rednctibel  ist.  Sic  ist  jedoch  insofern  beschränkter,  j 
^^  constaut  sein  muss. 
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Die   gesuchte   Function   u   kanu  in   doppelter   Form  dargestel^ 
werden,  nämlich  durch 

oder  durch 

Ich  behandle  zuerst  den  Fall,  dass  u  in  der  zweiton  Form  A  ^^ 
gestellt  wird.  In  diesem  Falle  ist  m  =  «  auf  der  Curve  Xi(f)=ZjB^  ^' 
auf  der  gegebenen  Curve  jedoch  sei  f  =»  ^(ty,  /)  und  iy  =  9>(4,— 0,  d^^^' 
nach  muss  sein   Xi^i)  "^  Xt^^i^))-    Ist  9  eine  reelle  Function,  so        ^ 

Xi  =  Z2.  also  %{t)  «  i(^(i)). 


Zwischen  |  und  1;  jedoch  besteht  eine  symmetrische  Gloicfai 
es  ist  mithin,    wenn    17  =  q>(l)  auch  |  =»  9>(f7)9   demnach  wird 
eine  Wurzel  existiren,  so  dass  ff(q>{l))  »  £  ist. 

Ist  nun  x(b,  «p(S))  eine  symmetrische  Function  von  I   and  ^  ^'' 
und  bezeichne  ich  dieselbe  mit  %{l\  so  ist  xCI)  ==»  x(v(f))- 

Wir  haben  also  erreicht,  dass  alle  u,  die  constant  sind  auf  <1 
gegebenen  Curve,  sich  darstellen  lassen  in  der  Form: 

wo  x[l^  (p($))  eine  willkürliche ,  jedoch  symmetrische  Function  von 
und  9(§)  sein  muss. 

Ist  <p(;)  keine  reelle  Function  von  f,  so  ist,  wie  wir  schon  im 
ersti}n  Abschnitte  gesehen  hvben,  an  Stelle  von  ^(l)  zu  setzen 
w(|)  — /r(§)  und  an  Stelle  von  ^(f)  u)(?/)-|-eT(i7),  demnach  wird: 

'*-«  =  «{  x(5,  «(^)  -  i<l))  -  X(S,  G>(^)  +  i-cin)  \ 

wo  X  wiederum  eine  reelle  und  symmetrische  Function   der  beiden 
Argumente  sein  muss. 

2)  u  habe  die  Form:  u  —  o  =  Xi(S)  +  X«('/)»  so  erhält  mau  loicht 
durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  oben,  dass  zu  setzen  ist: 

Es  sind  hierin  die  t/;  und  %  stets  reelle ,  doch  willkürliche 
Functionen. 

Dass  übrigens,  wenn  an  Stelle  von  £  q>{ri)  gesetzt  wird,  die 
rechte  Seite  versshwindet,  erkennt  man  leicht,  nur  muss  die  Bedin- 
gungsgleichung stattfinden 

<p(y({))  =  f. 


Derartige  Fanctionon  T(f)  sind  abir  iminer  vorliandi^ii.  Es  ist 
^<iU  busUmmt  als  die  Wurzel  ciuur  algebraischen  Gleiclmug,  deren 
Seiio  eine  symmeiriBcho  Fmictiou  ist  in  Bezug  auf  •p['p(i))  uod 
£>:«ctzt  mau  nun  au  Stelle  von  fp{9li))  £  oiu,  so  erhält  mau  eino 
DitacCriscbd  Glekhung  £  und  iflS),  die  identisch  ist  mit  dorjenigeii, 
i;h  wälchc  T(f)  als  Functiou  von  i  bestimmt  wird,  diese  ist  also 
■toet  erfDtIt,  and  mitbin  ist  tp{ip{i)  ^  S  eiuo  Wurzel  der  Gleichung. 

Diese  soeben  aufgestellten  i''uiictigneD  u  besitzen  säratlicli  auf 
'  geg<!beiicit  ('nnie  den  constausteu  Wert  n;  im  allgemejueu  werden 
nicht  nar  auf  dieser  eiueu  Cune,  sondern  noch  auf  verachiedenen 
lern  gleich  a  sein,  es  bietet  sich  uns  jetzt  das  Frublum  dar,  von 
ßseu  Funclioueti  diejeuigcu  heraus  zosuuheu,  iliu  auf  mtihroren  go- 
'beneu  algebraischen  Curxeu  voustaut  sind,  Zunüclist  ist  klar,  dass 
uiehrCurvcu  gegeben  siud,  desto  geringer  die  Willkarllchkeit  der 
Biictioii  %  sein  wird. 

Ks  sei  nun  vorgcBcbriobcn,  eine  Function  m  bestimmeu.  die  auf 
.  beiden  algebraischen  Curvon  E  —  Viil)   u"d  !  =  9x(.v)  (jloieh  u 


Zui    Inir-ji-aliBH 


■t,.i3  J'u=0. 


Diese  Fuiictiou  i 


I  sich  darstellen  durch  die  beiden  Formen: 


-=  IifE.-CitO)  — Xs<^,lFit'/)) 


iCM  Qleiuhuugen  gehen  dann  und  nur  dann  in  einander  über,  wenn 
^0  synun einsehe  Function  ist  nicht  nnr  von  ^  nud  ip,{i),  sondern 
lidi  TOD  w{0  and  «(?>,(()),  wo  n  so  bescliaffen  ist,  dass  u('p,(0)  ■" 
KViß)),  OS  wird  also  sein : 

"^"^  Xi(«(E),  »(*,(£)))  — •i.(f«»('?).  (^(.f'i'l))) 

Dies  die  rechte  Seite  verschwindet,  weuu  man  au  Stelle  von  S 
'Titl)  oder  v^ti),  sieht  man  sofort. 

Utttini  wir  »  dargestellt  durch  die  er^to  Form,  also  dnrch  die 
haaao  twoior  Functionen  x,  so  würden  wir  la  derselben  Function 
HE)  gelangt  sein. 

Soll  u  auf  den  't  vorgeschriebeneu  Curvon  E  ^  <p,(l)  oder  gleicli 
fHi)  (viu  i  •=  l  -.  n)  =  o  seiu,  so  muBB  die  Function  w  den  Be- 
"tlsgangen  genügen : 

«^.p,(e))  =  ü)(,.,(;))  =   ,.,  »ME)), 
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Ks  fragt  sieb  nun,  wie  aind  derartige  Fanctionen  zn  besUmmeaiL 
Die  Fauctonalgleichnng  für  u  ist  ^^| 

also  aniih  i^H 

gesetzt  wird.  ■ 

Ich  bilde  falgeudo  Fanctioneareibc :  H 

E  =  T-fE).    »'{E)  ^  T(E)),    t'{«)  =  r(T(5))  .  .  t-(5)  -  <«"-'(«)   ..  J 
T-'(E),    T-2(E)  ...  T-"(E)  ..,  fl 

wo  i~'{0  bostimmt  ist  durch  di«  Gleichung:  ^H 

t(T-i(E))  =  5    und    T-fE)  "  i-'(T-"ti{0).  ■ 

Es  aind  nun  zwei  Filllo  zq  nntorscheiden ,  entweder  ist  dia  ^H 
zahl  der  so  gebildeten  und  von  eiuaudor  verschiedonea  Punctwl^l 
ciuc  cudliche  oder  nicht.  Damit  der  erste  Fall  eintrete  -ninss  igaB 
eine  Gleichung  bestehen  von  der  Form  |S 

i'(E)  =  x-»[l),  ■ 

ist  dies  der  Fall,  80  ist  ersichtlich,  dass  irgend  eine  symmetrit^H 
Function  sämtlicher  von  einander  tinterscliicdcnen  Fuiicüonett^l 
eine  der  gesuchten  Fnnctloucu  o)  ist,  man  wird  aber  unendlicho  viiH 
algebraische  Functionen  herstellen  kennen,  die  der  FunctionalgleichllH 
genügen.  fl 

Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  existircn  aber  unendlich  viele  wB 
einander  verschiedene  Functionen  t,  so  wird  man  auch  hier,  uatfl 
/.u  erhalten,  aas  diesen  unendlich  vielen  Elementen  eine  symme^H 
sehe  und  convergeute  Function  bilden  müssen.  Es  werden  aber  ^H 
trausceudentc  Functionen  bestehen,  die  der  Functionalgleichnng  gj 
uügen.  IH 

Abgesehen  davon,  dass  man  diese  Reihe  nur  anwenden  kufl 
wenn  nur  einer  Functioualgloichung  zu  geuUgen  ist,  wird  die  Afl 
Stellung  derselben  sehen  im  allgemeinen  unüberwindliche  Schwin^f 
keilen  darbieten,  da  es  bei  einer  wonig  complicirten  Function  schntH 
oft  unmöglich  seiu  wir4,  das  »te  Glied  der  Reihe  in  iDdepeodea|fl 
Form  darzustellen.  H 

Wir  verlassen  mithin  dieso  Reihe  vollständig  und   sucheo  ^| 

schon  bekannten  Functionen  die  u  darzustellen.  ^| 
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Dos  Problem  ist,  eioe  Function  w  so  za  liestimmuu,  ilass  aKO'=^ 
'(*})  ist,  WGQU  zwischen  £  uod  i)  Gine  »Igebraisclie,  jedoch  nicbt  sym- 
metrische Gleichung  besteht.    Eiu  Mittel   liiorzu  bieten  die  periodi- 
schen Functionen.     In  der  Tat,   es  ist  t.  B,  siuE  =  Binij.  wenn  die 
nicht  symmetrische  Gleichung  besteht  £—  i;  =^  '2n. 

Ist  aber  %  ^'"^  periodische  Function  mit  der  Periode  u,  90  iat: 

l(x(\))  ^  l{r[n))     wenn     r(E)-r(»,)  =  «     ist. 

Soll  mm  diese  Gleichung  eine  alKobraische  Itelatiou  zwischen  l 
Uml  1]  darstellen,  so  muss  t(E)  entweder  selbst  eine  algeliniiscbe 
Fanction  sein  oder  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  einer 
ftlgebraiseheu  Foni'tion  vou  E;  in  diesem  Falle  würde  man  IUP  jeden 
Wert  vou  n  eine  algebraische  Qozieliung  erhalten.  Es  kann  jedoch 
aacti  hier  i  eine  transcendcnte  Function  höherer  Gattung  sein,  doch 
wird  man  alsdann  nur  für  einen  bestimmten  Wert  von  «  eine  algc- 
hraiecbe  Gleichung  erhalten.  Ist  die  algebraische  Gleichung  zwischen 
(  and  n  so  bcschalTeu,  dasü  man  mit  Ilflire  dieser  Methode  zum  Ziel 
kommt,  Ko  kann  man  die    im  ersten  Paragraphen  gegebene  Methode 


Diese  Functionen  sind  die  eiszigGD,  die  man  mit  Hülfe  der  einfach 
periodischen  Functionen  bilden  kann,  Benutzt  man  mehrfach  perio- 
dische Funclioneu,  so  wird  man  auch  Functionen  erhalten,  die  durch 
mehrere  Substituticueu  uugeäudcrt  bleiben. 

Als  specielles  Beispiel  behandele  ich  den  Fall,  hei  dem  zwischen 
C  and  f|  eine  lineare  Gleichung  besteht.  Es  iat  aber  eiue  Function 
M  aofitustellon,  so  doss 

Ich   nehme  an,  qj  sei  eine  Function  von 


*~^^ 

und  versuche,   ob  sieb  nicht  die  CoDBlanlen  n,  h.  c, 
Uaaen,  doss 

l  so  bfistimmeu 

Es  miiu  domnach  sein: 

M 

te  +  4rtS  +  o^  +  M       («-fi,. 

M 
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Aas  den  beiden   ersten  Gleichungen  folgt  zur  BestimmnDfi^ 
m  die  quadratische  Gleichung: 

(«  —  fn)(d  —  m)  —  ßy  ==0 
ferner  ist: 

e  y  d  —  m       (a  —  m)a  -}-  yb 

d  et — m  ß  ßa-\-{d  —  m)b 

hieraus  folgt  zur  Bestimmung  von  a  und  b: 

{(a-"m)^'\-ßY)a  +  y(a  +  d—2m)b  =  0 
oder  da 

/3y  =»  («  —  m)  (d  —  m) 

{a  +  d-  2m\  { («— m)a  +  yi|  =  0. 
Da  nun   7    nicht  gleich    -    sein  darf,  so  mnss 

sein,  also 

Dieser  Wert  in  die  Bestimmungsgleichung  für  m  eingesetzt,  giebt^ 

(«  — d)^4-4/3y  =  0. 

Besteht    also    zwischen    den  Coefficienten    der   Substitution    cf ' 
Gleichung: 

d.  h.  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

(«  —  m)  (d   -  m)  —  /5y  ==»  0 

einander  gleich,   so  lässt  sich  stets  eine  Function  t(S)  aufstellen,  so 
dass 


(;rtD  =  '<«+' 


ist;  also  ist  a>  eine  Function  von  t(E)  mit  der  Periode  A.  Diese 
Periode  wird  aus  den  beiden  noch  vollständig  willkürlichen  Grössen 
a  und  b  bestimmt. 

2)    Diese  Bedingungsgleichung  finde  nicht  statt,    die  Gleichung 

m*  —  (« -f- if)  m -f- ad  —  ßy  =  0 
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abe  also  zwei  verschiedene  Wurzeln  m^  und  f»s,  so  lässt  sich  stets 
ne  Function 

fatellcn,  so  dass 

In  der  Tat,  man  erhält  zur  Bestimmung  von  a,  h^  c,  d  die  61ei- 
mgen: 

(a — m,)a-f-y&=0  (otj  —  m^) c -J- yrZ  =»  0 

len  immer  genügt  werden  kann. 

In  diesem  Falle   ist  also   co  eine  Function  von    logr(E)  mit  der 
riode  log  -  • 

Sind  m,  und  «»2  reelle  Grössen,  ist  also  («  — d)*+4j3y>0,  so 
auch  T(i)  stets  eine  reelle  Function;  sind  sie  jedoch  complex,  so 
Lss  man  das  Additionstheorem   des  Arcus tangens  anwenden,   um 
^lle  Functionen  zu  erhalten. 

Es  ist 

arctgT+arctgm  =»  arctgj;— — -. 
edernm  sei 

ao 

nd 

.r    ,  (a-\-me)^-\-b-\-mtl 

arc««T(E)+arctg«  =  arctg  j-^^;;^^)!^^^-^. 

demnach  setze  ich: 

oder  geordnet: 

(a —  >l)a 4" y*  =  ^^c  (a  —l)c-\-yd  ^=  —  tnka 

ßa+iö  —  l)b^  mXd  ßc+  (6  —  l)d=  —  mXb, 

Ueraos  folgt: 
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Wären  die  Coefficieoten    dieser  Gloicliuugmi  von   nall  verscbi(^- 
don,  Bo  würde  mmi  crbalten  /  ~"  >   *(f)   wUrdc   siL-ti  al§o   auf  ei»w 

Constaiite  reducircu,  os  ist  mitbin: 

(„_.i)»+j-jJ  +  .,.U»=0    und    A  =  ä(<.+  3) 

also  _^ 

mX^y-Ho-if  +  ASy) 
also  reell. 

Sind  m  «nd  1  so  licstimmt,  so  lassen  sich  xwei  Gleicbnugeo     *^ 
SyshiFHS  aiiR  de»  beiden  anderen  ableiten,    es  bleiben  mitLIn  aooV^ 

Übrig,  und  ans  diesen  folgt: 

_   {«-i)a-\--iyi.  ■ißa+(«-t.)b 


j  bestimmt,  so  ist 

-  arctgrfO  +  Wctgm 


■^•^-m^ 


Nimmt  man  nun  irgend  eine  periodische  FanctioD  von  aretgr^^- 
mit  der  Periode  arctgm,  so  ist  diese  Function  das  gesuchte 

Wir  babcn   für  ■r(5)   stets  eine  lineare  gebroeliene  Functioq 
setzt,   es  liegt  die  Frage  iialie,  ob   ca  niebt  iioeli  gebrochene  1 
ttonen  Ii5hercr  Gcradou  giebt,  die  den  obigen  lledingungeu  gcnffli 

Stellt  man  die  HcdingnngBgleicliuug  für  die  Coefticienteu  t 
solcbcu  Function  auf,  so  erkennt  man    dass  allen  Bediuf 
genügt  werden  kann;  eine  oingcbeudere  Untcrsnchuug  jedoch  o 
dass  Züliler  und  Nenner  ao  viele  gemeinsame  Factoren  bcsitzeu^fl 
aueb   in    diesem   Falle   t(0  auf  eine  lineare  gebroebene  Functioi^ 
reduciren. 


Teil  ir,    Anwendungen, 

Die  soeben  entwickelte  Theorie  lilsst  sich  dircct  und  ohne  g 
Scliwierigkciten   anwenden  auf  viele  Probleme  der  Analysis  und  j 
mathematisebfin  Physik,  da  bei  allen  diesen  Anwendungen  nur  d 
m  achten  ist,  dass  aucb  den  Stotigkeitabcdingungcn  genügt  wird.J 
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Sind  X  B.  Ponirtionen  za  bestimmen,  die  steüg  sind  in  der  ganzOD 
aneRdlidien  Ebene  mit  ituanahino  des  UncndliclikeiUpuiiktas  und  der 
ran  «aer  oder  mehreren  Ciirvcu  iimitetiL'nen  Fläcüo,  so  genügt  man 
(If^n  StttigkeitsbedingDn^'on  niuistcusteuleils  schon  dadurch,  dasa  man 
von  allen  Fnnctionen,  die  eonstanl  sind  auf  duu  BegrcnKuunscurveu 
und  die  die  gegüticne  Unslotigkeit  in  der  Unendlichkeit  besitzen,  die- 
jenige answäblt,  die  den  bestimmton  constant«a  Wert  nur  auf  diesen 
Gresucnn'ea  besitzt. 

Anders  jedoch  stellt  sich  die  Sache,  wenn  Faoctionon  zu  be- 
BtäiniucD  sind,  die  den  bestimmten  cunatanlcu  Wert  auf  einer  Cnrve 
iMssitzcn,  in  derem  Innern  sie  in  liestimraten  Punkleu  unstetig  werden 
aoUen.  Die  Fanetioneu  (p(E}  und  ip(ti),  die  wir  durch  AußGsung 
eäner  Gleichung  n  teu  Grades  j^oruudeu. haben,  sind  hier,  direct  wonig- 
atens.  meistenteils  nicht  anzuwenden,  da  sie  gewöhnlich  im  Innern 
d.e?r  FIflche  iu  gewissen  Linien  oder  Punkten  endliche  ünstetigkeiten 
t>e3itzen  werden,  oder  vielmehr,  da  sie  im  Innern  der  Flache  gewiaso 
Ijinien  uicht  ttberscbreiten  dtlrfeu,  wenn  sie  am  Rande  der  Fl&che 
*>»it  dem  vorgrscliriebenen  Wcj-tc  anliommen  sollen.  Man  wird  in 
diesem  Falle  zarackgehcn  mUssen  auf  die  im  crston  Paragraphen  ge- 
S^bene  Methode  and  vorsucbeu ,  die  Gleichung  der  Begrenüuug  dar- 
tttstcUcn  in  der  Form: 

^   Heiteren   Rechnaugcn   sind  alsüaun  nur  die  Functionen  ;[(E)  und 
{{■))  anzuwenden. 

Als  8pe.ciclle  Anwendungen  werde  ich,  um  den  Umfang   dieser 
Abhandlung  nicht  zn  sehr  anwachsen   zu  lassen,  nur  zwei  Beispiele 


Die  Gleichgewichtsverteilung  der  Elektricität  auf 

iVei  KDendlich   grossen   Cylindcrn   mit  kreisfärmiger 

Basis. 

Diese  Verteilung  ist  durch  die  Potcutialfunction  vollständig  bo- 
(dnmt.  Diese  Function  muss  den  bekannten  Stetigkeitsbedingungou 
pBOgen  und  constant  sein  auf  der  Peripherie  beider  Kreise. 

Die  Gleicbttugeu  der  beiden  Kruise  seien: 

ar'  +  J*  ==  r-     und     (j:  —  a)* +  !/»=.  p* 
oder  in  E  und  jj  ausgedrQckl : 

Iftb.  {.  Kilh.  u.  rhjs,    :.  Beilie,  Tuil  tl.  ' 


GG  Ohne  sorge.:   Zur  Integration  der  Gleithai^  d*w=iO, 

5.iy  =  r*    und    5.iy--a(E+iy)  —  p«— o* 
also  ist  auf  der  Peripherie 

1?  =  y    und    71 ^^ 

Demnach  ist  zunächst  eine  Function  zu  bestimmen,    die  migeid 
bleibt  durch  die  Substitution :    I  S, 


Entwickelungen  anzuwenden,  ist  zu  setzen: 


Um  unBere  frtki 


die  in  m  quadratische  Gleichung  wird  mithin: 

vi^  —  (r«  -f  p^  —  a>*  +  r«  ^«  =  0 

also 

1^  }  ==  i  1  *-^  +  (?'  -  «=*  ±  y  (r^ +"^^ - ^Ö^^^4i^7l • 

Diese  Gleichung  besitzt  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  a^^si{Ti 
ist,  wenn  sich  also  die  beiden  Kreise  berühren,  schneiden  sid 
beiden  Kreise,  so  wird  die  Quadratwurzel  imaginär,  liegen  sie  i 
von  einander  getrennt,  so  sind  die  Wurzeln  reell. 

1)    Die  beiden  Kreise  berühren  sich,  und  es  sei  a  «=  r-j-C 

Es  ist  zunächst  die  Function  r(£)  aufzustellen,  diese  möge  ii 
Unendlichkeit  gleich  null  werden  und  sich  durch  die  Sabstitatioi 
n  vermehren,  ich  setze  also: 

...        r.Q.Ti        1 

ferner  wende  ich,  um  u  aufzustellen,  die  Form  an: 

u  — «  =  x(o>(>))--Z(w(<P(5)))  +  X(o>(^/))  — Z(«v(i?)) 

und  setze,  da  ?i  in  der  Unendlichkeit  unendlich  werden  soll  wie 
Logarithmus  der  Entfernung: 

5((ü>(?))  =  /j  log  sin  r (5), 

also  ist: 

,   ,         sinT(5),  sinT(i?) 
u  —  «  =»  A; .  log 


Sin 
Nun  ist  aber 


int(^*),  sintQ 


u  wird  also  gleich  a  auf  den  Curven: 


Ohm 


!  Zur  hftgraticit  tUr  Glachung  J*u 


I  besteht  abor  folgende  Gleichnog: 
ainf*  +  o)siii(y  +  ic)  — Binar. 9in^  =  sino8in(*;  +  j/4->»)i 
Übia  ist  «  =  n  auf  dorn  Curvensystem : 

*(e)+t(i?)+^-^«-«-. 

oder  X  naJ  </  cingefulirt  auf  dem  Curvensystem ; 

/  "('■  +  t)r    \,  /         r.p_     y  I 

Da  »  jode  belleliigo  Zahl  sein  darf,  so  stellt  dioso  Gleichsog 
aeodUcb  viPle  Kreise  dar.  Die  EntfcrnnnB  der  Mittcliiuiikte  vom 
■Upunkte  sei  tn  and  die  Radien  seieu  R,„  so  ist 

dg  =  0  Wo  =  r 

lue  beiden  Kreise  sind  die  gcgeboaen. 
Ferner  ist,  wenn  >>  positiv: 


und     Jf„  ■ 


Da,  weun   n>l,    fi„<;e  ist,    so  liegen  dieao  Kreise  sämtlich 
im  Innern  dos  zweiten  Kreises,   nnd   ihra   Peripherien  gelien  durch 
I  BerabnmgBpnnkt. 

Ist  u  negativ,  so  ist 


die  Hittelpankte  liegen   also   in  dem  ersten  Erciac  und  ihre  Peri- 
pberien  gehen  ebenfalls  durch  den  BerQhrongspunkt. 


n=ioc 


ist 


Alle  diese  Kreise  sind  also  oingesc 
gebeneu;  wenn  wir  milliiu   die   beiden  g 

äneseren  Raumes  aufTasson,  so  ist  u 
der  Grenze  gleich  a. 


Oh»: 


:  Zur  Iniryralion  ihr  Glrkfiuiu/  J*' 


•goritbmus  der 


lu  der  UneDdlichkeit  wird  u  Dueudlicli  wie  der  Logoritbmue 
EntfcrouDg,   die  übrigen  Unatetigkcitspunkto  liegen  im  Innern  der 
Kreise,  weun  mau  den  BerUhrungspunltl,  wie  es  iu  diesem  Falle  auch 
aein  niass,   za  den  imiercu  Punkten  rechnet.    Ucbrigens  kann  t 
dem  BerUhruugspDukt  keinen  audcreu  Wert  büsitzcn  als  a,   dies  c 
kennt  man  leicht,  wenn  «  durch  x  und  s  ausgedrückt  wird. 


Es  ist 


cos(T(t)  +  !(,;))  -  C0B(t(£)  -  t(i;)] 


^r+e 


Diese  Function  ist,  wie  man  leicht  crkcunt,  vollständig  eindeul 
bestimmt  bis  auf  den  Berührungspunkt,  hier  kann  u  jeden  beliebig 
Wert  annehmen  und  dieser  Wert  wird  abhangeu  von  dem  Wege  i 
dem  man  zu  dem  Bcrühmngspunkto  gelaugt.  Da  man  aber 
einem  biureiuheud  nahen  Punkte  des  äusseren  Raumes  zu  dem  I 
rfibrungspunkto  nur  auf  der  gcradeu  Linie  x  ,=  r  gelangen  kM 
SO  wird  iu  ihm  die  Expoueutialgrösse  unendlich  gross,  das  Argum 
des  Logarithmus  also  gleich  1  und  mitbin  u  «  a. 

2)    Die  bcidou  Kreise  liegen  von    einander  getrennt  und  es  sei 

Die  beiden  Wnrzolu  i»,  und  m^  sind  reell ,  mitbin  ist  zu  setzen, 
da  für  S  =-cc,  logiU)  =  0  werden  soll: 


ES-'+;7 


'(iV 


gr'  — (f*  —  W])£  _  r* —  m,      1 
ar«  —  (r*  —  m,)S  ~  r*  —  m,  ■  i(£) 

Big(.'logi(l))«m<»log»(l)) 
"°««m(vlog(»t(fi))siii(''log(««1))) 


ou. 


:  Zur   Inltgmieii  der  Gleidiung  J*u:=.0. 
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ZtinAohst  erkannt  mau,  daas  «  in  der  Unondliulikeit  anendlich 
vrird  wie  der  LogarlthniQS  der  Entfernniig,  es  wird  gleich  «  auf  den 
Cor Ten: 

(1?  —  (»•'—  ro,)  ■  aij  —  (r*  —  ni,)  ' 
M  sei 


hfö)- 


lo  st«Ut  diese  Gleichung  die  nnendlioh  vielen  Kreise  dar: 
(1  — f)ar* 


"--(r»-n4)-i-.(r»-«,) 

Ä,'  =  ^»^^'±^=^'e,+ 

Es  ist  also 
lerner 

(0  =  0    und     Äo  -  r, 

Dieses  sind  die  beiden  gegebenen  Kreise,  diese  schliesscn  ebenso 
»ie  im  vorigen  Kalls  sämtliche  übrigen  ein. 

Diese  soeben  anfgestellie  Function  u  hat  denselben  con8tant«n 
^erl  auf  der  Peripherie  beider  Kreise,  das  ist  offenbar  nicht  der 
■HgcmcinstG  Fall ,  es  kann  anch  u  auf  den  Pcriphorion  einen  ver- 
«biedeuen  Wert  besitzen.  Um  eine  solche  Function  zu  erhalten,  ist 
Ri  u  noch  der  Ausdruck  -Ilogt(E),i{»j)  zu  addiren  oder 


D<««r  Aasdrack  ist  unstetig  nur  in  den  Punkten 

■1k  in  Fonkteo,   die  innerhalb  der  beiden  Kreise  liegen.     Ferner 
"im  derselbe    auf     der    Peripherie     des    ersten    Kreises    gleich 


'^*+/  =  e*  — »*+2ai 


geiMit  wird,  gleich  ^l.log  -,— t^— — S 
a  —\T  —  ntjj 

In  der  Unendlichkeit  wird  er  null. 


,  anf  beiden  also  constant. 


Ohnetorgt:  Zur  Inltt/ration  der   Gltiehvig  J*^=0. 

Um  QiiD  H  im  Allgemeinsten  Falle  aofzüsUttlen,  setze  ich: 

C09(v  log  r)  —  !(<'■■"■  +  <-»""■) 

g»-t-«--lOBcoB{vloBA*T)-iC<'™' +«-""■) 


so  ist 


■:  log  - 


"Itt,- 


w,  •=  arctgai 


Die  3  noch  willkUrliclicn  ConstaDton,  die  in  dieser  Formel  anf- 
treten,  werdcu  bestiramt  durch  die  Werto  die  n  auf  den  beiden  Kreisen 
nnd  iu  der  UneDdticbkoit  nDnehraen  soll.  Ist  die  GcsEimtiiiasse  der 
Elcktricitikt  gleich  null,  so  ist  ancb  ^  =  0,  also 

u  —  a  =  -llogr. 

Der  Ausdruck  für  «  entblllt  noch    zwei  vieldeutige  Fuocdon! 

den  Logaritbmua  und  den  Arcus  tangcns.  Der  Logarithmaa  mau, 
da  II  reell  ist,  (ebenfalls  reell  sein,  also  ist  er  eindeutig  bestimmt. 
Anders  der  Arcus  tangcns.  Znoächst  ist  klar,  dass  man  an  Stelle 
lon  arctgo)  setzen  kann 


2arctg. 


'  29)-|-2nn, 


(?»,  —  »%  )y 


T+ 


4a» 


I  tp  der  Winkel  ist,  den  die  beiden  Verbindoi^slinien  der  Pi 

X  =  ^,     y  =  0    und    X  = ,    y  •=  0 


m^M 


mit  dem  Punkte  xi/  bilden.  Da  u  in  der  Uncndlicbkeit  logaritbmisch 
unendlich  werden  soll,  so  muas  arctgm  -^  0  für  ^  =>  sc  sein,  hieraus 
folgt,  dass  n  =  0  sein  muas ,  mithin  ist  auch  der  Arcus  tangons  ein- 
deutig bestimmt. 

Streng  genommen,  rnttsate  tp  in  der  fUr  y  positiven  Halbaxe  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen,  wie  in  der  ftlr  y  negativen, 
wir  können  aber,  da  der  Wert  von  u  hierdurch  nicht  gelindert  wird, 
festsetzen,  dass  ip  stets  das  positive  Vorzeichen  besitze. 
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Ebenso  wie  od  hat  auch,  r  eine  leicht  zn  übersehende  geometri- 
sche Bedentang.  Es  seien  R^  nnd  R^  die  Entfernungen  des  Punktes 
jry  Ton  den  beiden  Punkten 

»•* —  ^\             ^        A           *** —  ^ 
X  = *,     y  —  0    nnd    x  « -^    y  —  0, 

so  ist 

also  lässt  sich  u  schliesslich  schreiben: 

cosr  2v  log  -^)  —  Kc^*"^  +  ö"^'**) 

tt  — «  =  2^1og  p^  +ifclog  — / -jf  V 

^  cosf  2v  log  ^]  —  i(c^9'  +  e-^''^) 

Die  ünstetigkeitspunkte  der  Function  u  liegen  sämtlich  auf  der 
X  Achse  nnd  innerhalb  der  beiden  Kreise  mit  Ausnahme  des  Uuend- 
lichkeitsponktes.  Wird  a  =  r-f-(>,  also  m^  =  ti*,,  so  geht  die  Func- 
tion, wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  über  in  die  für  zwei  sich 
berührende  Kreise  entwickelte  Potentialfunction. 

Liegen  die  beiden  Kreise  in  einander,  so  l&sst  sich  die  Poten- 
tialfdnction  leicht  ans  der  obigen  ableiten. 

3)    Die  beiden  Kreise  mögen  sich  schneiden,  also 

Es  ist  mithin  4f^^*— (r*-|-p'— a*)*  eine  positive  Grösse,  sie 
sei  gleich  l\  femer  sei 


m  = 


so  setze  ich,  damit  für  i  =od  t(()  =  0  wird: 

X 

also 


1 

r 

i 


Nvn  ist 
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arc 


t^r(j)-  arctg  2^,^31-^,^^, _ ^2) I 


|arctgTa)  +  arc<g^a^^a  _^g  }  ■ 

und 

arc  tg  t(I) + arc  tg  T(iy) 


arctg 


-(^-"-^^i-*-")  ('-^^'S^^")  -  ^■ 


Ferner  ist 

arc  tgT(S)— arctg  t(ij) 

4:kay.i 


—  arctg 


Es  sei  nnn 

A  *  2a 

T 


und 


[" 2a j  +»*  -  4^» 

(.* — 2^ — ;  +  v«'+2i; 


so  wird 


wo 


___    __  co8(2vi  arc  tg  t)  —  j(cyi^og<'>-[~  c-y  Jog^>) 

tt      a  —      og  cog(2vj(arc  tg  T  +  2A))  —  i(6''ii^g^*>'-f^--»'>«"0 

i'j  «  7t:2arctgm;      A  =  arctg  TZTlZr« 

In  der  Unendlichkeit  wird  t  =•  0,  mithin  muss,  da  der  Cosinus 
gleich  1  werden  soll,  arctg  =  0  für  t  =  0  sein.  Der  Arctg  wird 
sich  also,  da  z  erst  unendlich  wird  auf  der  Peripherie  des  Kreises 


.•+r'- 


»tforg*!  Zur  Inlt^ralin»  der  Gleicfivng  J*}i=0.  78 

—  l+y'^j^a»  ^''i»cs  Kreises,  der  sich  nicht  im 
Suscnn  Räume  befindet,  stets  in  dem  Intiu-vall  —  -;  und  -{-  ^  be- 
finden.   Hieraus  ergeben  sieb  aucb  sofort  die  Werte,  dicarclgm  und 

■"■BTi — r  '   .  anznneLmcn  haben. 
«•"t-r'  —  p" 

In  der  Tat ,  »  soll  =  «  aeiu  auf  den  beiden  gogcbonon  Kreisen ; 

»et« man  j*+v*^r*,  so  wird  t  = x-, — ^ — -,\  die  beiden  Co- 

sianio  mdssen  aber  einander  gloicb  worden,  dies  liann  nur  dann  go- 

sdieben,  wenn  aach  arctg   .  .    , 5  sieb   in  dem  lutorvallc  — ^ 

a  -\-T  — (  i 

aad  -f-^  befindet. 

SeUt  man 

Bo  Kird 

). 

Kon  ist  aber 

»« <«  a-Cir^^:r-pi  +  "-^  tu  „.  +  p»— ^»  =  -  arc  tg  -qrpjzp 

=  —  arc  tg  nt 

■Ii^n&ch  muBs  damil  in  diesem  Falle  die  beiden  Cosinnse  einander 
elncb  «erden  arc  tg  >••.  durch  die  obige  Gleichung  besümmt  soia,  also 
üt  auch  arctgm  eindeutig  bestimmt. 

Ich  gehe  nun  Eiber  zn  der  geometrischen  Bedeutung  der  lu  it-a 
vorliommenden  Functionen. 

Es  ist       die   gemeinschaftliche   Sehne   der   beiden  Kreise,   die 
EMfemong  des  Schnittpunktes  dieser  Sehne  mit  der  Centralen  vom 


^'oUpnnkte   ist  — -^ -■,  und  seine  Eutferuuug 

to  neiten  fj^es  •  —  „  -  ■  ■   ■  ■ 


1  Mittelpnukte 


Terbindct  man  den  Punkt  xn  mit  den  beiden  Schnittpunkton  der 
beiden  Kreise,  so  ist  der  Winkel,  den  diese  beiden  Vurbindungslinieu 
oiltiDander  bilden  91  —  arctg  r,  wo  <p  positiv  oder  negativ  zu  i 
ix,  je  Bacbdem  t  posiÜT  oder  negativ  ist. 


'-■''-**.' 
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Ferner  sei 

«-arctg-,^^,_^,    und    ^  «  arctg  ^y+^j^;^. 

so  sind  a  und  ß  die  Winkel  den  die  Centrale  mit  den  boiden  Linien 
bildet,  die  einen  der  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Mittelpunkten 
verbindet;  sie  müssen  immer  spitze  Winkel  sein  und  haben  das  posi- 
tive oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  das  Argument  ihres  Ar- 
cus tangens  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Unstetigkeitspunkte,  die  die  Function  besitzt,  kOnnen,  wie 
man  leicht  besonders  unter  Zuhtilfenahmo  der  geometrischen  An- 
schauung findet,  niemals  ausserhalb  der  beiden  Kreise  liegen,  folglich 
ist  auch  die  Function  u  selbst  in  dem  allein  zu  betrachtenden  Räume 
eindeutig  und  stetig.  Natürlich  ist  hierbei  der  Unendlichkeitspunkt 
ausgenommen. 

Während  die  Niveaucurven,  also  die  Gurvcn  u  »  Const  bei  den 
bisher  betrachteten  Functionen  stets  transceudeute  Curven  sind, 
können  bei  dieser  Function  auch  algebraische  Curvcu  auftreten,  die 
einzige  Bedingung  dafür  ist  die,  dass  das  Vcrhältniss  m  arctgm 
eine  rationale  Zahl  ist.  Der  erste  hierher  gehörende  Fall  ist  der,, 
dass  sich  die  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  alsdann  ist  näm- 
lich arctgm  «  ^J 

Zur  weiteren  Berechnung  wende  ich  die  Formel  an  bei  der  x 
und  y  noch  nicht  eingeführt  ist. 


Es  ist  in  diesem  Falle 


^  '         aq  —  r' 


ferner  ist 


sin(2arctgT(?))  =  j:p^^^-j  «  ^,^2+,,2  "2— 2a^25+ ^4 

__  _2rjp(a5  -■  r^ 

da 

Demnach  wird 

u-«=.^log5^-(-^_~j(^:^^^ 


Oin 


irje;  Zur  Inltgmtion  dir    GUichuni/  J*hz 


Itt  u  «  «,  SO  wird  dio  Gloicbung  dor  Niveancurva: 

»'(^•  +  J'*)-2«r»i-f-r*  =  (i»  +  5')«-2..(a:»-i-j,V  +  "'(^'-l-J/") 

ilso 

((je-,0»  +  j»-(o»-r»))(*»+!,'-r»)  -  0. 

Die«  Oleicbang  stellt  die  boideo  Kreiso  dar. 

Mail  hatte  übrigens  auf  diese  Fanction  diroct  auf  cini^ni  ttusBeret 
leichten  Wege  gelangen  kiinticn,  wouu  man  xkh  dio  Aufgabo  gostt.Olt 
hätlo,  dtejpnigo  Polfiuttairuuctiou  zu  lastiinnion ,  Uercti  Niveaucurvcn 
Corven  tierton  Grades  aiud,  dio  sich  jedoch  fur  oiucu  boatiminton 
Wort  »on  «  in  «wei  Kreise  zerlegen. 


Die  stationflfc  oloktriBcho  Strömung  iu  leitenden 
Platten. 


Es  seien  «  =  o  dio  Cnrvcn  gleichen  Potentials  nud   u  =  (3   dio 
BtrOnangsUnien ,  su  ist  das  Problem   aualytiscb  au sgod rückt  l'ulgeu- 


Es  sind  diese  Functionca  derartig  zu  bestimmen,  dass  sie 
1)    der  Gleichung 


a^>  "•"  d,/  ■ 


2)    die  Gleichong 


•Uttfindet,  daas 

3}    t>  coDBtant  ist  auf  der  Grenze  der  Platte,  und  dass 

i)  u  im  Innern  der  Platte  mit  Ananahme  der  Ein-  nud  Aus- 
■tnonogspankle  eindeutig  und  stetig  ist,  in  diesen  Punkten  jedoch 
■WDdlicb  wird  wie  der  Logarithmus  der  Entfernung. 

'  =  viv)    oder    1]  =  g)({) 
Ebttog  der  Begrenzung,  so  setze  ich: 

u-«=  j(ej+i:(g,(E))+x(.,)+x(?>(.))) 


1 

zunächst  w^^^ 


\ttttnry0:  Zur  iattgralion  dtr   Glekhung  J*H= 

"^  -  xii)+x^1>^.^)'i-x^v)-xWv))■ 
so  siad  die  Bodiagungen  1),  2);  3)  erfüllt. 

Um  der  Bedingung  4)  Hechnung  zn  tragen ,  sini] 
Functionen  ^(1)  und  7(1])  za  untersucben.  Diese  Fanctiuocn  sind 
Wurzeln  einer  Gleichung  ?ilen  Grades  die  auf  der  Grenze  der  Platte 
übergehen  müssen  in  »;  oder  E.     D,  h.  wenn 

ist,  so  muss  auf  der  Grenze  der  Platte  A  '^  r-  und  ü  =  - 
Im  allgemeinen  wird  aber  dieses  Dur  stalifiiiden,  wenn  Ä  und  B  im 
Innern  der  Platte  gewisse  Linien  uicht  Überschreiten.  Bleiben  A  und 
Ji  stetig,  so  werden  sie,  wenn  diese  Linien  von  ihnen  überschritten  sind, 
im  allgemeiueu  mit  einem  andern  Werte  als  dem  verlangten  an  d 
Grenze  ankommen,  oder  aber  sie  radssteu  auf  diesen  Linien  eiu 
Sprung  macheu,  dessen  Grösse  abhängig  ist  von  dem  Orte. 

Bei  der  Ellipse  z.  B.  ist    die  Brennliuie,   oder  die  Verbindiu 
liuie  der  beiden  Brennpunkte  eine  solche  Unstetigkeitsliuie. 

Ist  dies  iler  Fall,  so  kann  man  die  Funcdou  tp{i)  und  also  a 
die  obigen  Formein   direct  nicht   anwenden.     Lässt  sich  jedoch  i 
Gleichung  der  Begrenzung  schreiben  iu  der  Form : 

no  M  eine  ratioualu  Function  bedeutet,  so  kann  mau  setzen: 

«-«==£A»ul0g(»({)-«A)(«{l?)-oA) 


^U  +  t^tS)      "^"VU+wO)    "'"V 


-  =  £x  mx  log 


^^^K  Mau  erkennt  leicht,  dass  diese  Functionou  allen  Bedingungi| 
genügen,  auch  die  Lage  der  Einströmungspunkte  ist  leicht  zu  find« 
Za  bemerken  ist  uocb,  daas,  weiiu  die  Functionen  in  dieser  Fon 
aufgestellt  werden,  die  Einströmongapunkto  sich  stets  auf  der  J  Act 
belinden  mtlssen.  Sind  nur  zwei  Uuatetigkeitspuukte  vorbanden, 
kann  man  diets  stes  erreiche»  dadurch,  dasa  mau  die  .T  Achse  du 
sie  hiudurchlcgt,  sind  jedoch  mehrere  vorhanden,  so  muas  man  ( 
Problem  teilen,  immer  zwei  Einströmungspuuktc  nehmen  uud  die  d 
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^Origon  FtmctiouGn  aufsucheu,  die  Samme  der  ao  erlialtenea  Fuuc-  I 
tioaea  giebt  dann  schliesslich  tlio  wrlaogte,  I 

LüBst  sicil  die  Gluicliuiig  der  Dcgcciizuug  jüdoeh   nicht  in  der  j 

obigen  Form  ilarBtellcu,  so  kauu  inau  dio  FuDctionen  (p{i)  aucli  dann  I 

Doob  beuQtzen,  nenn  dio  cudlicbea  Unstctigkoit^a  coiistaiit  sind,  d.  li.  1 

wohb  die  Differenz  der  beiden  Werlo,  die  A  oder  B  auf  beiden  Seiten  I 

äer  UnatetiglccilAlinie  iu  gegenüberliegenden  Punkten  besitzt,  stets  | 

nnabblngig  vom  Orle  ist.    Die  Einführung  einer  periodiacUen  Func-  I 
lion  von  »(£),  deren  Periode  gleich  dieser  Ditfereuz  ist,  genügt,  um 
diese  UnstetigkeitcD  zn  vernichten. 

Sind  diese  Uu Stetigkeiten  jedoch  abhängig  vom  Orte,  so  müsate 
BiiLti,  am  sie  fort^uscliaffcn,  eine  Function  zu  bestimmen  suchen,  die 
■icti  nicht  ändert,  wenn  man  zu  ihrem  Argument  dio  Differenz  der 
beiden  Uoeteligkcitswert«  addirL 

Dieses  Problem  greifen  wir  nicht  dircct  au ,  sondern  wir  ver- 
BUcliCD,  die  DustetigkeiC  coustaut  zu  machen.  Hierzu  dient  die  im  ersten 
Paragraphen  entwickelte  Methode.  Die  mit  Hülfe  dieser  Methode 
K^^fandeucn  Functionen  sind  durch  Integratiou  bestimmt,  und  in  der 
d^cbung 

^o  die  Gleichung  der  Begreuzuug  darstoUeu  soll,  tntt  a  als  Integra- 
ticküBconstontc  auf,  die  für  einen  bestimmten  Wert  die  Gleichung 
der  Begrenzung  giebL 

Sind  nun  j,  und  xj  eindeutige  Functionen   in  der  Art,  dass  sie 

^eine  Wurzelgröascn    enthalten,  so  wird  auch  n    eindeutig  sein.     lat 

^es  jedoch  nicht  der  Fall ,  so   wird   o   im  allgemeinen    ebousoviele 

verschiedene  Worte  annehmen,  als  diese  Functionen  Termöga  der  in 

iboen  auftretenden  Wurzelgrössen  besitzen,  so  dass  zn  jodemWurzel- 

*erte  auch  ei»  bestimmter  von  a  gohürt.    Dio  Fnuctioncu  %  jedoch 

Verden  im  allgemeinen  beim  Durchlaufen  der  Platte  iu  einander  über- 

B^heu,  es  wird  alsdanu  auch  aus  dem  eiucn  <i  cid  audcrcs  goworden 

&eiu  mDasen,  dies  ist  jedoch,  da  a  constaut  bl,  uumüglich,  wenn  os 

liebt  selbst  den  Sprung   «j— o,   ßcmaobt  hat.    Diese  Un Stetigkeiten 

^d  aber  coustant,  und  lassen  sich  stets  fortschaffen,  dadurch,  dass 

■un  an  Stolle  von  2  eine  poriodlscho  Function  von  j    einfuhrt   mit 

den  Perioden  «a^«!   (i  —  1  ...  n),   wenn  a,  ...  die  verschiedenen 

Worte  sind,  die  u  annehmen  kann.    Es  sei  u  eino  solche  Function, 

ta  iräd  man  zu  setzen  haben: 

»-  "  "  ^m logt  «i;i  (i(E)) .  «idd))) .  o«(« -  x(f)) ■ »).{" - x'ivi 
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T-  =  •^^"•^'<»8»A(z(u)).«.i(«-x(i,))' 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Fanctioneii  %  im  allgemei 
Ahelsche  Integrale  sein  werden,  also  anch  die  Vieldeutigkeiten  < 
selben  besitzen,  die,  da  od  im  Innern  der  Platte  eindentlg  sein  n 
auch  fortzuschaffen  sind,  so  muss  man  dem  lo  anch  noch  diejeni 
Perioden  erteilen,  die  hierzu  nötig  sind. 

Die  CDA  in  den  obigen  Formeln  unterscheiden  sich  von  einai 
nur  durch  ihre  Nullpunkte,  es  soll  (ox  in  dem  Punkte  ßx  gleich 
werden. 

Das  einfachste  Beispiel,  welches  dazu  dienen  kann,  das  oben 
sagte  zu  erläutern,  ist  die  Sti^ömung  durch  eine  elliptische  Platte 

Die  Gleichung  der  Ellipse  sei 

oder 

(b^  —  a«)  (?i»  4- 12«)  +  2(b^ + a«)? .  fi  -  4a«  i«  —  0, 
also 

V  =  g>(?)  =^i-  {(a«+5«)E±2aÄV5*~(a«-i«>} 
hieraus  folgt: 

{(Ä«-a«j5  +  (Ä«+a«)i2}d?+{(Ä»-a«)i?  +  (i«+a«)E}rfiy  -  0, 
nun  aber  ist 

(&«  — a«)E  +  (Ä2+a»)i2  ^  ±2ab  Vf*  —  (a^« _;j2j 
eingesetzt,  ergiebt: 

y ^2  _  («a  — i«)cif + y 5«  —  (a«  —  Ä«)  di2  «  0, 
demnach  ist: 


X(f)=/: 


, ^:r=  =  log  (E  +t/E«  —  (a^  —  Ä*). 

Die  Gleichung  der  Begrenzung  ist  also  entweder: 

(E + y E2  _  (^»  _  ^8))  (^  ^.  y ^«^=^»  — T«))  -=  ai 

oder 

(E  -yE«-(a»-5«))(iy-yiy"«'-(a«-6«))  =  «,. 

Es  ist  a^  und  a^  zu  bestimmen. 
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Beide  Gleichangen  mit  einander  moltiplicirt,  giebt: 
beide  GleiehuDgen  zu  einander  addirt: 

Ton  einander  subtrahirt: 

di^«e  quadrirt: 

dl^  Wurzel  eliminirt: 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  nun: 

also  ist  entweder: 

(><ier  gleich  (a^-b)^ 
und 

oder  gleich  (a+5)«. 

Im  Innern  der  Platte  kann  jedoch  auch  S  in  zwei  verschiedenen 
^onkten  den  entgegengesetzten  Wert  erhalten  und  man  kann  von  dem 
einen  Punkte  zu  dem  anderen  immer  auf  einem  Wege  gelangen,  auf 
dem  die  Quadratwurzel  nicht  null  wird,  auf  dem  sie  also  ihr  Vor- 
zeichen behält,   mithin  geht  alsdann  die    erste  Form  in  die  zweite 

^W,  und  man  muss  von  log(?+l/E'— (a^i*))  eine  Function  bilden, 

1.  a  -1-  b 

^^  die  Periode   2 log    J^.   besitzt,  femer  muss  diese  Function  aber 

&uch  noch,  da  der  Logarithmus  unendlich  vieldeutig  ist,  die  Periode 
^"**  erhalten,  sie  wird  also  eine  elliptische  Function  sein  mit   den 

Perioden  21og^^^  und  2ni. 

Bei  der  AuÜBtellung  derartiger  Functionen  muss   man  aber  stets 
die  einbchsten  nehmen,  ich  setze  demnach,  wenn 

«  =  log  (E+VP-{a^-Ä^)) 


«2  =  (O  — 5)* 
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T  ==»  8inam(msj,  it). 

Die  beiden  coustantcn  Grössen  m  und  k  sind  aus  den  beiden  Perioden 

zu  bestiDimcn. 

Der  Modul  k  ist  eindeutig  bestimmt  durch  die  Jacobi'sche  Grösae 

K 


q'  =.  e-^ 


da  aber 

und 

ist,  so  ist 


K' 


2Ä"  «  2m7t 


und 


n 


-i 


7C 


Auch  K  und  /iT'  sind  durch  q'  eindeutig  bestimmt. 

Es  werde  nun  v  unstetig  in  den  Punkten  ^  «  Sa,  i^  «"  17A  und 

sei 

^(?)  «  log(?+V?'-(«'-**))-log(?A+  VfA^  -(a*-Ä*)), 
so  wird  die  Gleichung  der  Begrenzung 

ä;.{?)+«a(i?) 

-  loga+log.  (5;!+  >/EA^-(a«-Ä2))(^;^+y^;^2_(«2_i^))  _  p;^ 

demnach  setze  ich: 

tt^a  =  IJ^mAloglsinam  —  zx(i)  .  sin  am  — zxiri)  X 

sin  am  —  0?A-«A(E))8inam  —  (ßx—exiri))\ 
und  also: 

^  sin  am  —  zx(Z) .  sin  am  —(ß?.  — äA(^)) 

— 7—  =  2;;.mAlog ^f  j^T 

sin  am —  «a(i?)  .  sin  am — {ßx-x},{rD) 

yi  it  Hülfe  der  soeben  entwickelten  Methode  ist  aber  das  Problem 
der  elektrischen  Strömung  vollständig  gelöst,  wenn  die  Begrenzung 
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der  Platte  durch  eine  einzige  algebraische  Gleichung  dargestellt  wer- 
den kann. 

Besteht  die  Begrenzung  der  Platte  aus  mehreren  algebraischen 
Cnrren,  so  hängt  das  Problem  ab  von  der  Bestimmung  einer  im  In- 
nern der  Platte  stetigen  und  eindeutigen  Function,  die  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  an  Stelle  des  Arguments  eine  durch  die  specielleren 
Bedingungen  des  Problems  bestimmte  Function  setzt 


Ink.  i.  MiHk  m.  Vkf.   S.  Raum,  T«U  Ü. 


Li.     .  ^  '. 
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r  des    Gi-unJ</fi1tinktnt 


Die  Umkelirung  des  Grundgedankens 
von  Hindenburg's  cornbinatorischer  Analyais 


Friedrich  Roth. 


b)  Die  weniger  pewSbnllehen  Coinblnatlonen  ond  Tu-IkUoiim 

(Comb.  Bnd  Var.  mit  eingeschränkter  WiedcrliotuDg  und  Var.  i 
stimmten  Sammeu.) 

In  dem  ersten  Abschnitte  dieser  AbhandluaK,  der  auf  8.  ' 
434  abgcdmckt  worden  ist,  hatten  wir  diejenigen  Teile  der  I 
binationslehre  behandelt,  auf  die  man  sich  in  der  Regel  bei  < 
Schul untcrriclit  beschrank!.  Es  bliebe  noch  übrig,  den  Groedgedanken 
unserer  Arbeit,  der  sich  auf  dem  bisher  botrachleteu  Gebiete  so 
fruchtbar  gezeigt  hat,  auch  auf  diejenigen  Zusammenstellungen  ge- 
gebener Elemente  anzuwenden,  welche  in  unserer  Zeit,  wo  die  Zwecke 
der  Schule  mehr  in  den  Vordergrund  getreten  sind ,  in  den  meisten 
Lehrbüchern  ~~  (Deckers  Aritlimctik  bildet  eine  mir  bekannte  Aus. 
nähme)  —  keine  Beachtung  gefunden  haben,  während  sie  im  vorigen 
Jahrhundert  wegen  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung von  den  bedeutendsten  Mathematikern  der  wiederhotten 
Erörterung  und  Untersuchung  für  wert  geholten  wurden.  Daas  der 
angebeuo  Grund  wirklich  der  enlscheindendo  war,  erkennt  mau  so- 
fort, wenn  man  das  allgemeine  für  die  Combinatorik  als  grundlegend 
geltende  Werk,  die  ars  coigectandi,  etwas  genauer  ansieht  Nicht 
^lieiu,   dass  in  der  Vorrede    Nikolant  Bernoulli  von  sich  sagt,  dan 


van   üiniltiibux/i  ombrnaloriuhrr  Aaalyns.  ß3 

Bf  ZOT  Heraasgabe  des  Werkes  bdiups  Obeims  aufgofordcrt  wordeo 
sei,  weil  mau  von  ihm  eine  Schrift  kannte,  in  welcher  er  die  von  dem 
letiterm  ausgebildete  Wissonscbaft  auf  Rechtafrageu  angewandt  Iiatte, 
«^  ist  auch  der  ersle  Absfliuitt  des  Üucbes  der  Bereohuuu^  der  Wahr- 
Mlieinlicbkeit  beim  Würfelspiel  gewidmet,  während  der  zweite  Teil, 
der  die  ot|;onl)icha  Cembinatorik  cathält,  nur  als  blosse  Zutat  cr- 
sebciut,  gleichsam  als  unvermeidliche  Beigabe,  welche  die  IlQlfamittel 
briiij^,  die  niBu  in  dem  für  praktische  BcdUrfnisso  entworfenen 
enien  Absr.bnitte  gebrauchen  soll.  Ausserdem  wissen  wir  von  Paae»), 
dasa  KT  dnreh  Anfgabeu  aus  der  Wahracliciiilicbbeilsreclmung  aaf  die 
Betrachlung  der  Combinatioucii  geführt  worden  ist.  Nun  wird  nie- 
miuii  die  Wichtigkeit  beatreituu,  welche  die  Variationen  zu  be- 
itinimteu  Summen,  sowie  die  Combiuationen  und  Variationen  mit  be- 
penzter  Wiederholung  für  die  Wnhrschfliulicbkcitsrcchnang  besitzen, 
und  CS  erklärt  sich  daher,  warum  die  Mathematiker  früherer  Zeit 
■brc  geistige  Kraft  mit  Vorliebe  an  diesem  Gegenstände  übtou.  iJa- 
gegeo  ist  wol  der  Mangel  an  Durchbildung  und  wissenscbaftlicber 
Strenge  der  einschlägigen  Beweise  und  Furinelu  daran  schuld,  dass 
gerade  dieses  Gebiet  bei  dem  Unterrichte  wenig  Beachtung  findet. 
Um  so  mehr  scheint  es  geboten,  gerade  hier  den  Versuch  zu  wagen, 
Jnrch  neue  Auffassung  bessere  Ableitungen  zn  ßehaffon  und  allge- 
■uiuo  Gesichtspunkte  für  solche  Aufgaben  aufzustellen,  die  bis  jetzt 
"Hf  dwch  rohes  Probiren  und  durch  Ausführung  in  bestimmten 
Zihlea  gelost  worden  sind. 

Betrachten  wir  zunüchat  die  Combinationen  mit  eiuge seh  tunkten 
Wiederholungen.  Hier  giebt  es  schon  eine  allgemeine  Formel ,  aber 
»itbl  für  eine  bestimmte  Classe,  sondern  für  die  Anzahl  der  Com- 
piuloDen  durch  alle  Classen  zusammengenommen,  von  der  ersten 
Ufiteigend  bis  zu  derjenigen,  welche  durch  die  Summe  allen  Wieder- 
^longsoxponeuten  bezeichnet  wird.  Weingilrtner*)  leitet  morkwür- 
^gw  Weise  diese  Formel  gar  nicht  ab,  sondern  teilt  sie  ohne  Be- 
Kii  mit  Er  entwickelt  nur  das  Gesetz  fUr  die  Anzahl  der  einzelnen 
l^angen,  d.  h,  deigenigcn  Gruppen  der  Formen,  die  danu,  wenn 
^  Elemente  alphabctiBcb  oder  umgekehrt  sieb  folgen ,  mit  je  einem 
Eltlcben  Buchstabeu  beginnen.  Im  Uebrigen  verweist  er  anf  Jae. 
BtruoQlli.  Dieser  Bolbst  aber  rechnet  iu  der  ars  conjectandi  cigcnt- 
Uch  nur  ein  Beispiel  aus,  indem  er  vier  Elemente  n,  li,  c,  H  annimmt 
lud  als  Dimensionen   —   wie  er  trcfTr'rid  die  hflchlniöglichslc  Anzahl 


*)  Johinn  Chriitoph  Wci iigUrlDcr,  Conrcrtor  tn  Erfurt,  L«lirbufli 
'er  ronbinmnriRciieti  AaiityaU  nach  <1e>  Theorie  dai  Prof«Hut  tIlii>U-n- 
^rg,    Leipiijf,  b*i  G*rh»r.l   Fleiiclicr  dein  Jangeren,  HOO. 


1 

/i&r  kleinn 
leiiie  R«g^ 


¥ 
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der  Wiederholougcn  nennt  —  nur  bestimmte  und  zwar  l 
wUhtt.  Daraus  folgert  er  ohne  weiteres  die  allgemeine  l 
gegen  findet  sicti  in  dem  Exemplar  seiner  Schrift,  das  ich  aot 
Göttinger  UniverBitÜtsbibliotliok  erbaltcii  babc,  eine  lateinische  I 
bemerkuDg,  tu  der,  allerdings  aocb  nur  fUr  vier  KIcmente.  eil 
weis  aufgestellt  wird,  der  es  mir  wert  zu  Eeia  scbeint,  dass  e 
Ocffentlicbkeit  übergebou  werde.  Nach  einer  andern  Bemerknnf 
gleicher  Tinte  und  gleicher  Handschrift  stammt  er  vom  Jfthre 
könnte  also  nicht  von  Kttstner  herrühren,  da  dieser  erst  iw 
Jahre  später  uacb  Göttiugeu  kam.  Der  Beweis  lautet  nnler 
behaltung  der  Interpunction  und  der  mu thematischen  Schr^ 
seines  Urhebers; 


Sint  invenicudae  couinnetiones  litterar.  iVb' 
a  dar!  couiunctioues  nt-|-l  quarum  prima  est  a"  alüma  a". 
cuivis  Bi  accedat  h,  dantur  uovae  coniunctiones  m-j-l,  et  bis 
si  addatur  aliud  &,  rursus  novat.^  m-\- 1,  et  cum  haec  additio  pr 
i'.  tieri  possit  r  vicibus,  palet  ncccdere  novas  coniunctionos  rX' 
Qaarc  numerus  coniünction  um  a'^b'  est  H»-|-l-i-r  Xm-j-l  ^« 
Xr-j-1.  His  accedorc  posaunt  ob  c'  eouiuuctiones  m-f-l  X 
X  t   in  quihus   est  c.    Quare   Üt  numerus  coniuuctionum   a^f 

^+1 X  ^"1 4-ir+i  X  HTx  t  =  m+^i' x7+"i  x"i+I 

Hie  progrediendo  pattii  acccdeute  di  sunimam  coniunct- 
X  r'+lX  (+1  X  9+"l. 

Ein  ganz  allgemeiner  und   strouger  Beweis  ist  mci 
noch  nicht  gefunden;   und  doch  giebt  es  nichts  Leichterei 
wenn  man  nur  die  UUlfsmiltel  benutzt,  die  wir  im  ersten  Tei 
Abhandlung  augegeben  haben, 

£b  seien  gegeben  die  n  Klcmeute  n,  b,  e  ...  m,  die  höchste 
der  erlaubten  Wiederholungen  sei  bzhw.  a,ß,y...  (i.  Dann  wUrd 
Aufgabe  nach  Hindcnbnrg's  Ausdrucks  weise  beisseu:  Suche  dlj 
zahl  der  Combinationcu  für  den  Zeiger  a'hßcy  ..:  m 
wir,  wenn  wir  die  NuUioncn  mit  rechnen  und  die  einielne 
plexionen  durch  ein  Pluszeichen  verbinden, 

als  Arten,  diu  nur  a  enthalten; 

i+»+"'+«'+«'+  ■■■  +»"-■+•■, 

als  Arten,  die  nur  b  enthalten: 
als  Arten,  die  nur  c  enthalten: 


\ 
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nodlich  als  Artco,  die  nur  m  uutbalten; 

Mil  AuBQahmo  der  1  soll  jodea  Glied  aus  einer  dieser  h  wag- 
recMcD  Reiben  mit  einem  jeden  beliebigcu  Glicde  der  andereu  Reihen 
lusammen gestellt  werden ,  doch  so ,  dus  niemals  locbr  als  ein  Suin- 
oaiid  aus  dersdben  Zeile  vorkunimt.  K8  gicbt  unter  den  daruh  sokhe 
Znummcn  Stellung  entsteh  enden  I'roduetcn  aticL  solcbo,  dlo  weniger 
hat  n  Potenzen  als  Factoren  haben.  Diese  mulliplidre  ich  so  oft 
nil  mit  1 ,  dass  die  Auzabi  der  Factoron  Überall  n  beträgt.  Ordne 
icb  ilabei  die  Duchstaben  nach  dem  9I$<E  und  füge  die  Einsern  au 
der  Stelle  der  fehlenden  Kloinonto  ein,  8i:hreibo  also  z.  B.  fär  ae^m* 
du  Prodact  a.l.c*.!.!  ...  \.m*,  so  leuchtet  jedem,  der  sich  die 
Riegeln  der  UultipIicatioD  vergegenwärtigt,  sefurt  ein,  dass  die  in 
iter  Aargabe  g9fordorten  Combi  nationco  weiter  nichts  sind  ale  dio 
Glieder  desjenigen  Polynoms,  dass  ich  bekomme,  weuu  ich  die  oben 
iHeodcn  n  wagerechten  Reihen  mit  einander  ninltiiiüciro  und  dabei 
duD  Einißlmultiplicator  immer  hinter  seinen  Multiplicandeu  sebroibo- 
Soltcn  jedoch  die  Nailionon  nicht  mit  gezählt  worden,  so  muss  ich 
du  1»  wegnehmen,  das  durch  Uultiiilication  der  n  ersten  unter  oin- 
Mdcf  Stehenden  Summanden  entsteht.  Wie  früher  vcrwandelu  wir 
diu  Summe  des  polynomischen  Hauptproductes  in  die  Anzahl  der 
ßlicder,  indem  wir  jede  Potenz  der  Elemente  gleich  eins  aolzeu.  Da- 
JuTii  aber  wjrd  dio  erste  wagerechte  Reihe  zu  l+n,  die  zwoito  tu 
^+|i  0.  g.  f..  mitbin  die  gesuchte  Anzahl  der  Formen 

(I  +  oKl +  /*){!  +  )')  ...  a  +  fi-')(l  +  (i)-l. 

10  |i-i   den   im   Alphabet   vor  ft   vorhergehenden   Buchstabon   bc- 
»ichnol. 

Ist  bei  den  Comblnationcn,  um  dio  ob  sich  hier  bandelt,  und  bei  den 
™t«preebeuden  Variationen  die  einzelne  Classe  vorgeschrieben ,  so 
■'Unun,  go  viel  mir  bekannt,  bisjutzt  zur  Auffindung  der  Anzahl 
^^  Arten  weder  eine  allgemeine  Reget  noch  eine  Formel.  Sind  dio 
"iederholangsgrenzen  in  bestimmten  Zahlen  gegeben,  so  lehrt  nns 
Ju,  Bemoutli  Tabelleu  entwerfen,  mit  deren  IlUlfe  man  die  gesuchte 
GMise  ableiten  kann.  Doch  ist  dieses  Verfall!''"  :  i-'i'"  '^-  vril  man 
™  niedrigeren  nnd  meistens  aucli   die  nüiij  ■  )i  mit 

•wechDcn  musB.    Betrachtet  mau  dagegen  d\'  i  ji^den 

Coinpinion  ah  Factoren,  so  ist  nach  dem  obun  ^•.:„^- -.  .jlt^umles 
unmittelbar  klar. 


egebeoen  ^^M 


Roth:  Die   Uiikthrung\dei  Gntndgtdankai 

Sollen   diu  II  Elcmenlc  a,  £,  c  ...  t  in  der   angegebenen 
■  mtcr  ClasBC  zu  Bammenge  stellt   werden,  i 
[  ArtüD  lier  betreffenden  Voriationea  ausgedrückt  durcb  die  Summe  d' 
I  Coofficicnten  der  polyncmischen  Reihe,  die  durch  Ansrechnang  tu» 

'  entsteht,  unter  Weglassang  aller  derjenigen  Glieder,  welche^R 
solche  Potenz  der  Ursprung  liehen  Summanden  a,  l>  u.  8.  f.  enthaltoc 
dereu  Expoucu'  die  zugehörige  Grenze  der  Wiederholungen  Ober 
achreitet.     Die    Anzahl   der   flbrig   bleibenden   Glieder  giebt    uns  JO 

^gleich  die  Meuge  der  entsprecbendeu  Combiuatioueu.     Ist  keine  da 

I  Dimensionen,  die  fOr  die  Wiederholungen  gestattes  aiud,  kleiner  il 
)  bleibt  die  Potenz  der  nglicdrigen  Summe  «4-4+  ...  (  voll 
etftudig,  und  man  crbftlt  die  bekannten  Formeln  für  die  gemcinei 
Varialiouiju  und  Couiblnatioucn  m.  W.  Man  kann  also  die  latetz 
gegebene  Begel  als  den  nllgcmeineu  Satz  anaebeo,  unter  der  die  an 

L-beachränkte  Wiederholung  als  besonderer  Fall  g  hört. 

Diese  Regel,  welche  die  hier  zu  betrachtenden  Zusammenetel 
lungen  auf  den  polynomischen  Lehrsatz  zurttckfithrt ,  bietet  zunSchs 
eine  Erleichterung  des  Verständnissoa  bei  der  Berechnnng  der  Anzab 
der  Cumbinationeu,  wenn  nur  für  ein  Element  die  Wiederholung  b« 
1^  schränkt  ist. 

Sind  z.  B.  unter  den  n  Elementen  für  t  allein  tf,  für  alle  an 
i-doron  dagegen  m  Wiederholungen  zulässig,  wobei  if  kleiner  als  m  Ul 
■  80  fallen  in  der  Reihe  für  (a+i  +  c-j-  ...  +0"  allo  diejenige! 
[Glieder  weg,  welche  Potenzen  von  /""  aufsteigend  bis  C"  enthalten 
kTou  diesen  Gliedern  siud  aber  so  viele  vorhanden,  als  sich  die  übrige: 
M  — 1  Bachstaben  zu  denjenigen  Classcu  mit  Wiederholungen  com 
Ibiuiren  lassen,  deren  Dimensionen  mit  den  jedesmaligeu  zvriachei 
\B-\-l  und  ni  liegenden  Exponenten  von  t  zusammen  i. 
I  Ansabl  ist  also  unter  Benutzung  von  4) :  *) 


üsniadut 


*)  Anmorknne.  I>eider  iit  in  dem  irrten  Toilo  meiaer  Abhnndlang  an 
■  der  linken  Seile  dieacr  Qleicbnng  ein  Uruikfehler  flbcriehea  wurdc^n.  Ea  ileh 
Idon  "Cit),   wofür  iclbstvcrat&ndlich  «C(n)   xu  aetisn  ist.     Will   mitn  abrigem 

Iflleiehung  *)  mit   dem    von   Bernh.    Eulcr   gcrnndcoen  Sfllio,    fQr  die  ich  ai 
r  Stellv   auf  Baliier'i  Elsmeute    Tonvicicn  habe,   in  Vcrgleichung  biini 
c  miin  n-fm  —  r  - 1  =:p,  dknn  Inuiet  sie; 


Fht  du  iB  der  Aufgabe  Gesncbto  ergiebt  sich  mitbiD 

Der  Vorteil,  den  diese  Formel  gewährt,  tritt  bcsoaders  dann 
titnor,  wenn  die  Classeozahl  icbr  gross  ist.  Man  versncbe  z.  B.  die 
Anohl  der  ComblBotionen  zur  100  Ciaase  für  die  Zoiger  a"^b"^(^ 
mit  Hülfe  der  Bernoulli'scben  Tabelle  zu  bcreuhocD ,  oad  maa  wird 
bald  ermüdet  den  Arm  stoken  lassen,  während  sie  nach  ansererVor- 
Khrift  einfach  wird 


•C(3)— -0(3) 


=GS)-0- 


.151—21  -5130. 


SoIIeii  die  Combinationen  so  aasgeführt  werden,  dats  bei  einem 
Teile  der  Elemente  die  Wiederhoinngcii  anbeschränkt ,  bei  den 
udern  dagegen  vorgeschrieben  sind,  dergestalt,  doss  bei  diesen 
nef  eine  bestimmte  Menge  gleicher  Elemente  vorkommen  darf,  nicht 
ntelir  and  nicht  wenigfr,  so  haben  wir  eine  leichte  Aufgabe  vor  uns. 
SolIeD  I.  B.  in  der  Tntcn  Classc  von  den  I:tCQ  Elementen  a,  h  ...  e 
Gerate,  a  nur  nmal,  h  nur  ßmtX  a.  s.  f.  zul'tzt  e  nur  cmal  gc- 
Ktit  werden,  wahrem!  die  andern  von  den  gegebenen  n  Elementen 
beliebig  oft  mal  wiederholt  werden  dürfen,  so  sind  so  viel  Arten  vor- 
•"Uilen,  als  diese  übrigen  n  —  k  Elemeuto  züt  m~a  —  ß-  ...  —  rten 
CUise  m.  W.  combinirt  werden  können. 

Bei  den  entsprechen  den  Variationen  entwickele  man  die  mtePo- 
t*«  der  ngliedrigen  Samrae  a+^'-f "+-  ■  +'  ü*  tJ^r  Weise,  dass 
Bu  diejenigen  Elemente,  deren  Wiederholung  vorgescbrieben  ist, 
einzeln  nimmt,  während  man  die  Übrigen  n  —  k  aber  zn  einem  ein- 
Qgea  Summanden  znsainmenfaast.  U.  h.  man  rechne  (a-\-b -{-...•{■  f-\- 
/■ff^"' •■+•+*)"'  nach  dem  polynomischen  Satze  für  die  Glieder  a, 
*  -..  «  und  (/H-3+  ...  +0  aus.    Dann  enthält  dasjenige  Glied  der 

n^e)+G:!)(;)+(::Dn')+- 


L+C^.-) 


Ik  t   Dil    Dnkthrvng  dti   GninilftdaiiktM 

EflDtslehctideD  Reihe,  in  welchem  dio  Potenzon  a''hP...tf  vorkomme 
die  gesuchten  Variationen.  Ihre  Anzahl  wird  gefnndon',  indem  m^ 
unter  Boibebaltnng  des  Coefficientoa  fUr  jeden  Bacbstaben  1  setai 
Dies  giebt,  d»  dann  f+g-\-  ...  +t  gleich  n — k  wird 


„l(n-k)'-'-ß- 


lß\...t]lm 


--«)! 


I 


Eine  Grnppe  von  Elementen ,  dio  in  jeder  Art  vorhanden  % 
soll,  bezeichnete  man  früher  als  den  Kopf  der  Combination  (e»pa 
combinaUonis) ,  es  würde  daher  nach  dieser  AnsdmckBweiso  dio  toi 
uns  gelÜBte  Aufgabe  hoissen:  Suche  die  Anzahl  der  Formen  für  di 
Combio.  und  Var  m.  W.,  die  alle  den  Combinationskopf  a'bP  ...t 
enthalten.  Filr  die  Combinat  Ionen  ohne  W.  bat  schon  Weingftrtnc 
in  dem  oben  .angefObrten  Buche  eine  Lüsnng  dieser  Aufgabe  M 
8.  264-5  mitgeteilt. 

Mit  Hülfe  der  Formel  (8)  sind  wir  nun  im  Stande,  auf  bequem 
Weise  die  Anzahl  der  Variationen  mit  eingeschränkten  Wioderholnngc 
zo  berechnen,  wenn,  wie  wir  bei  den  entsprechenden  Combinatione 
angenommen  hatten,  nur  für  ein  Element  eine  von  der  Classonzal 
verschiedene  Dimension  der  Wiederholungen  gegeben  ist.  Wen 
nämlicb,  wie  oben,  die  n  Elemente  a,  b,  c  ...  i  in  der  mten  Class 
jedes  mmat,  (  allein  aber  nur  vmal  vorkommen  darf,  so  hätten  wi 
in  der  Potenz  ia-\-b-\-e-\-  ...  +0",  "ia  wir  nach  dem  binomische 
Lehrsätze  für  die  beiden  Summanden  a-^-b-\-  ... «  und  (  entwickoli 
nur  diejenigen  Glieder  wegzunehmen,  welche  (  in  einor  hohem  «! 
u'ton  Potenz  enthalten,  und  dann  unter  Beibehaltung  der  Goeffii^ 
cnten  für  jeden  der  Buchstaben  a,  b  ...  t  eins  zu  setzen.  Ist  t'  eil 
solche  Potenz,  r  mithin  eine  ganze  Zahl  zwischen  w  und  m,  so  giel 
uns  Formel  (8)  den  durch  Aaalassnng  von  E  wegfallenden  Summai 
[  den,  indem  wir  r  für  a  oder  ß  u.  s.  f.  schreiben  und  die  Übrige 
kder  it  Orfissen  r,  ß  ...  t  noli  werden  lassen.   Das  Gesuchte  ist  danac 


.1  („-!)- 


-L-y 


D- 


rSie  Anzahl  der  Variationen   fUr  den   Zeiger  a>°''b*'^e^^  |iB  der  hm 
I  dersten  Classe  würde  sich  demnach  bestimmen  als 


—  3"» 


1.2.3 

(1  +  200+198004-1293600)  =■ 


4 


t  ein  Ausdruck,   der  mit  Hülfe  der  Logarithmen  weiter  aoszurechiM 


vmi  üin^titburg't  coKibiaaloi  Ucher  Analj/iii, 

Im  dagcgm  m  gleich  6  nud  der  Zoiucr  a^ö^e^d^  so 
fir  die  Amabl  der  Comploxioncu 

=  4096-(l  +  18+135  +  54O+12I5) 

4096  -  1909  =  2187  =  3'. 

Bleibt  ilip  Classo  dieselbe,  aber  der   Zeigrsr  wird  a'''b''il,  i 
«ich  in  der  letzten  GWcIiuli^  nur  n,  uad  mau  bokonimt 

■"729 -(1  +  12  +  60+ 160  +  24-3)  -  723-473  =  25C  ^ 


Bchüu  in  der  Eialoitiiug  zu   ilieeim  AbaclinitU' 

''^Qtet  babcu,   war  eine  dor  bckauutuaten  Auf|;a1>ciJ ,  an  der  matiche 

■•«deotönde  Matliomatikur  des  17.  und  18.  Jubrbuudorts  üiro  Krilfto 

*Cr«acht  haben,  ilie,  zu  bestimmen,   wie  viel  FjLllo  möglicb  siud,  iu 

noD  mit  einer  {;äwisseD  AiizabI  veu  WUrfdu  eine  verlaugtc  Summe 

'Oft  Augen  geworfen  werden  kann.    Dieao  Aufgabe,  die  Jac.  Ucriioulli 

^Urch  Entwerfung  einer  Tafel   golüst   bat,   in  dor  er  das  Gcancbte, 

Ktirittweisc  zu  einer  immer  ("rüäscren  Menge  von  Würfeln  fortsebrci- 

tcad,  durch  Zusammenzählen   einer  Reibe  latrccht   unter   einander 

Itebcnder  Zablou  berechnet,  führte  zu  der  Debaudlung  der  Variationen 

m    gegebenen  Summen.     Die  Anzahl   der  Formen  in  jeder  einzelnen 

Claggc  hiefflr  dnrcb  eine  allgemeine  Formel  auszudrücken,  gelang  erst 

HiBilenbnrg-    Seine  Ableitung  ist  nach  Wcingürtner  die,  dasa  er  die 

•iFste  Zabl  der  Coraplexion  von  1  an  wachsen  Ittsst  so  hoch  als  mög- 

Ucfa  und  jedesmal   dio   Möglichkeit  der  Variationen   den  übrig  blei- 

botiden  Elemente  untersucht.    Indem  er  dieses  Verfahren  fUr  die  er- 

aten  Classen,  von  der  ersten  aufsteigend  bis  zur  vierten  durchfahrt, 

CTgobcu  sich   Sgiirirto  Zahlen,   deren  Eigenschaften  er  ohne  weiteres 

Tcnllgeraeinert ,  olme  den  Euler'schen  Schluss  von  m  auf  m-\-l  zu 

"Mhiin.    AbgeBebcn  von  dem  Mangel   an  wissenschaftlicher  Strenge 

Und  Ton  seiner  Woitlllafigkeit  hat   dieser  Beweis  noch  den  Nachteil, 

^  man  nicht  recht  cinatoht,  wo  eigentlich  dio  Binomialcoeflieienton 

liokommcn  bei  einer  Weise  der  Zusijmmcustcllungeii,  die  doch  schein- 

«r  mit  den  Combinationen  ohne  W.  nichts  zu  tun  haben.     Sein  LTr- 

liBbcr  allste  nicht,  dass   in  dem  Gruudgcdankea  seiner  combinatori 

Analysis,  olimlicb  darin,  dass  man  dio  Elemente  in  deu  F^ 

ibioaÜDDen   m.  W.  als    Fuctorcn    betrachtet,   eino   ' 


Roth:  Dil    Umk4hning  dti   Grunili/i><lttHk*nt 

facburu  und  gauz  allgcmciae  Ableitung  des  fraglichen  Sil 
bürgen  li^L 

Änfgabc.    Wie  gross  ist  die  Anz&hl  der  Arten  derVi^ 
m.  W.  in  der  mten  Classe  aar  Samme  n? 

AnflOsitng.     Ich  schreibe  m  Buchstaben:  a,  b,  c  .. 
in  derselben  Reibe  hin  nud  setze  die  im  variironden  Ziffer 

[loueuten  derselben,   so  erhalte    ich  die  Abkürzungen  fQr  dli 
Tialionen  m.  W.  der  m  Elemente  a,  b,  c  u.  s,  f.   lur 
jedoch  nicht  voUstiludig,  da  kein  Buchstabe  verschwinden  darf. 
dann  wärüe   eine  jeuer  Ziffern  null  werden,   was  nach  dem  B 
der  geforderton  Variationen    nicht    i  iliiuht  ist.     So   wttrdoa 
dem  in  Stabl's  *;  Crnndriss   der  Comhinationslehra  anf  S. 
geführten  Beispiele  schreiben 

in  der  ersten  Form  statt  1117  o'i*c*d' 

22.        „  1441  a'JMrf', 

43.         „  2341  a^b*c*ä*, 

64.         „  3511  a*e^<^d*. 

Sondcrc  ich  nun  in  dem  allgemeinen  Falle  ans  jeder  Complfl 
m  Factorcn  enthaltende  Prodnct  a.h.c  ...  t  als  Coeflident  i 
der  übrig  bloibendo  Factor  von  der  »  —mten  Dimension,  an 
in  ihm  der  Wiederholung  der  Elemente  nach  keiner  Seit« 
Beschränkung  auferlegt.  Er  ist  also  die  Abkürzung  für  je  m 
der  gemeinen  Combinationen  mit  Wiederholungen  von  m  Eleu 
zur  «—mten  Clasao,  mithin  bezeichnet  durch  die  Formel 


«(m+l)(«  +  2)...(m  +  «-m-l) 
1.2.3.4...(i.-n.  -l)(ti  — m)      ' 

wofUr  man  bckanutlich  anch  acbreihen  kann 

(H-m4-l)(n-n.  +  2)...(»-2)(n-] 


1.2.3,...  {m-3K"> 


In  dem  letzten   Bruche  brauchen   wir  nur  den  Zähler  rückwt 
losen,   um  darin  sofort  den  Hindenburg'scheu  Ausdruck  zu  erl 


<::;) 


i 


*)  Slithl,  Canr.  Dietrich  Mnniii,  ProfciBur  in  Jena,  Qrundi 
CombinitLonBlB  hre  ncbsi  Anivendang  dcrielticn  ant  dio  AnaljBii.  Je 
Leipiig   IBUO.     Herrn  WoKging  GOtli«  gtTrtdmet. 


am  Sinätn^UTf^M  <ombiiiatoriichti-  Aiuilftil.  91 

der  ftlr  die  Variationen  m.  W.  in  der  mten  CUsso  zur 
SniDmc  n  gültig  igt  Dabei  haben  wir  nnr  die  ältere  Bezeich- 
amg  der  Binomialcoefticienten  iu  die  jetzt  übliche  amgoändort. 


iser  dem  Vorzüge  der  Kürze  noch  dcD, 
wie  es  oben  bei  den  gemeinen  Combi- 

Wiederholungen  der  Fall  war,  die  ver- 
liDtmchtoteii  Gebietes  der  Mathematik 

Tcitiigen  nnd  so  für  Lehrer  und  Ler- 
verrinBern.  Die  Variationen  zu  be- 
jttzt   nicht   mehr   abgesondert  und   in 

andern  Zusammenstellungen  behandelt, 
Beispiel  bei  den  Cnmbiuatioiicn  m,  W. 


Uniere  Ableitang  hat  aus 
<lu!  wir  durch  sie  wiederum, 
natluDcn  mit  and  denen  ohne 
sdiedeuen  Teile  des  von  hu3 
unter  einen  GeBicbtaputikt  vt 
DEBile  die  Arbeit  bedentcrul 
ilimniicn  Summen  braucht 
gl«iclii.T  Betonnng  mit  de 
soudDm  nnr  anhangsweise  als 
l^lrachtet  zu  werden. 

Aniscrdem  bietet  der  Gedankengang  unseres  Bcweitos  von  Bolbst 
lüo  Lösung  der  Aufgabe,  die  Zahl  der  Variationen  za  bestimmten 
Samniea  dann  zu  ündeu,  wenn  der  Wert  der  Elemente  nicht  unter 
eine  gewisse  Ziffer  beruDtergeheu  soll.  Denn,  ist  diese  ^,  und  setzen 
*ir  wiederum  die  Ziffcmelemente  als  £i|)onenteu  der  m  liuchstaben 
*' K  c  ...  t,  so  liönneu  wir  jetzt  aus  allen  Froducton  der  Potenzen 
*"  Cocflici enteil  <i*i*c*  ...  ('  absondern,  sodass  die  Dimension  der 
"•"h  der  Absonderung  bleibenden  Producte  n  -  km  wird.  Es  sind 
dsrcQ  also  so  viele  vorhanden,  als  sich  m  Grössen  ;inr  n  -tmteu 
Clwec  mit  unbeschränkten  Wiederholungen  combiniren  lassen.  Nun 
'^  Qach  dem  schon  vorhin  erwähnten  Satze 

■-*•  «-1  V  m  —  1  / 

^'icb  nach  vollzogener  Vereinfachung 

-A/  _  /»-  l-m{A  -  l)\ 

iröio   Gleicbang,  die  eich  bei  J;  —  1  in  (9)  verwandelt. 

Zählen  wir  in  den  hier  betrachteten  Znsammeiistellangen  die- 
i^igen  Complexionen .  in  denen  dieselben  Elemente,  aber  in  sn- 
i^^T  Reihenfolge  vorkommen,  imme^  nur  einmal,  so  orbtlteD  wir 
^'^  Combioattonen  zn  bestimmten  Samroen.  Setze  ich  wieder  di« 
ZifFenielemeate  als  Exponenten  von  Potenzen,  deren  GntodzifalcD 
M  Bachstaben  «od,  die  in  gewisser  Aoordanng  hiolor  einander  stc- 
W,  eo  würde  es  jetzt  gleichgfllt^  sein,  welchen  der  BncbslAben  be> 
Ithnote  ExpODontcK  zakommen,  wenn  diese  letzteren  Obcrhanpl  i 
'0  (iser  gewinoB  Aii>w«fal  vorhandeii  sind.    So  wOrde  z.  B.  bei  i 


CombiDatiouen  der  4.  Olaaso  zur  Summe  10  die  Formen 
ä^b'^cily  ab<ß€fi  ü.  a.  nur  als  eine  grrechnet  worden.  Setzen 
im  allgemeincD  Falle  aus  dor  duicb  die  Potenzen  der  BncU 
b  ...  t  gobildet<in  Froductcn,  die  wir  uns  durch  ein  Plosteie 
bnndcn  denken,  abe  ...  i  (im  eben  bcsprocbenen  Bcispieli 
heraus,  so  leuchtet  ein,  dass  die  in  der  Klammer  befindlicbt 
manden  weiter  nichts  sind  als  die  Gattungen  der  gcmoine]^ 
nationen  ni.  W.  von  m  Elementen  nur  n— mten  Classe,  nnd  i 
Auiiahl  gleich  ist  der  gL-suehl^u  Au7,ahl  di-r  Combinationen  m 
II  in  der  mteti  Classe.  Denn  die  Gattung  (gcnns)  umfaBBt, 
alle  solche  Arten  der  Cumbinatioucn ,  iii  denen  zwar  vers 
Elemente,  aber  mit  deuselbcu  Verhältnissen  der  Wiederhol lUij 
kommen.  D.  h.  bei  3  Elementen  in  der  i.  Ctatse  würde a ' 
ab\  oe',  6*c,  bc^  nur  eine  Gattung  der  gemeinen  CombinaQ 
W.  bilden.  Eine  allgemeino  Formel  f(lr  die  CombiDatioDea 
stimmten  Snmmen  crgicbt  sich  hieraus  nicht-,  doch  kann  ij 
umgekehrt  die  fdr  letztere  von  Euler  entworfenen  Tabollrn  i 
nutzen,  um  die  Anzahl  der  Gattun);on  einer  jeden  Ctasse 
CombinatJouen  mit  mibe  seh  rtlnkter  Wiederholung  zu  finden,  ivi 
nur  die  oben  dargelegten  Bcfiehungcu  zwischen  Classe,  Ani 
Elemente  und  Summen,  wie  sie  unter  deu  beiden  Combinalii 
bestebeu,  m  benutzen  gelerut  hat. 

So  bedeutend  der  Forlschritt  auch  war,  der  durch  dio 
Inug  der  Formel  für  die  Variationen  zu  bestimmten  Summen 
wurde,  so  genügt  er  doch  noch  nicht,  um  dio  Aufgabo  vom 
s|iiel,  die  ich  oben  als  die  Veranlnssuog  zu  den  UnttTsuchung 
diese  Art  der  Znsaromenstellungeu  gemacht  hatte,  vollständig  i 
Denn  dieser  Formel  liegt  die  Annahme  za  Grunde,  dass  die 
die  zusammen  gleich  der  verlangten  Summe  sind,  den  hOchatra 
Wert  annehmen  können ,  deu  Überhaupt  die  gegebene  Cla 
stattet.  Bei  den  Würfeln  dürfen  dieselben  aber  nicht  über  6 
gehen.  Auch  dann,  wenn  mau  melirstelligc  Zahlen  sucht, 
Quersumme  cino  gewisse  GrOsse  habeu  soll,  kann  man  den  ] 
burg'schen  Ausdruck  nur  dann  brauchen,  wenn  durch  diese 
und  die  Exponenten  der  Classe  die  Möglichkeit  ausgeschlosM 
dasa  eine  Ziffer  über  9  hinaus  wächst.  Unter  Benutzung  d 
Wandlungen,  wolohu  den  wichtigsten  Teil  unserer  letzten  Ef 
luugon  ausmachten,  wUrde  man  biugegen  die  eudgflitige  LOssi^ 
Anfgabeu  erreicht  habeu,  wenn  es  gelÄnge,  eine  Kegel  i 
znfinden,  wieviel  Complexiouon  bei  den  Conibiuation' 
;leicbmäsaig  beschränkten  Wiodei 
liebigeu  Classe  müglicb  sind.  Diesem  Ziele  fuhrt  ans  aber  d 
ganzen  Arbeit  zn  gründe  liegende  Gedanke  n 
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Wie  im  erEten  Abschnitte  behafs  Ableitung  der  GleichuDg  5) 
•stirickeln  wir  auch  jetit  die  mte  Potenz  desBelben  n  gliodrigai 
PolfDOmB  nach  dem  binamiachea  Lehrsatze  für  die  beidcD  SumuiAQ- 
dina+S-J-  ...  *  und  (.  Von  deu  m-J-l  Gliedern  der  eatatebendeD 
binomischen  Keilie  können  wir  nuu  aber,  wenn  er  die  Grenze  der 
frlinhten  Wiedorholusgen  buzeiuhnct,  nur  diejenigen  brauchen,  diu 
lolclic  Potenzen  von  t  cutbaltcu ,   dcri/ii  Exponenten  zwischen  0  und 

UefiUD.  Die  fallenden  Potenzen  des  ersten  n  - 1  glicdrigen  Sum- 
maniion  wurden  bei  einer  voUatändlgcu  Eeihe  mit   dem  Exponenten 

iK^nneD,  nach  der  jcUigen  Voraussetzung  können  sie  aber  im 
eOnitiestcn  Falle  erst  bei  (a+4+  ...  -f-Oi"-'!'  anfangen,  und  lie 
RiBsun.daihreEiiponeQlcu  sichmit  denen  von  <  zum  ergänzen,  mit  der 
B-rlen  Potenz  abschlicsscn.  Ist  daher  m  •<  (n  — l)f,  so  besteht  die 
luaiicbbarc  Reihu  aus  r+l  Gliedern,  von  (a  +  fi+  ...  +*)"  li's 
(a-fi4-  ■■■  +')•"'-''  ist  aber  m  grosser  bIb  (m— l)r,  so  hat  sie, 
die  ersten  Glieder  wegfallen,  eine  geringere  Ausdehnung  nur  bei 
•cnr,  endlich  ist  nur  ciuc  Steile  branchbar,  nftmliuh  die  letzte, 
wsil  illc  vorbergchouden  solche  Potenzen  des  u  ~1  gliodrigen  ersten 
Sommandea  enthalten,  deren  Exponontea  über  (n  —  l)r  steigen.  Er- 
liDben  wir  uns  nun,  damit  unsere  Darstollaug  nicht  gar  zu  schlep- 
pend wird,  fElr  die  Auzahl  der  Combiuationcu  vou  x  Elementen  zur 
*teii  Classc ,  wenn  jedes  der  letzteren  hüchstens  r  mal  vorkommeu 
<tirf,  dase  Zeichen  't\x)  einzuführeu,  so  wUrdon  unsere  Schlüsse  unter 

Aswendong  der  in  dicBor  Abhandlung  zur  Genüge  erürtorten  Sätze 
ti  <tcr  Folgemng  fahren : 

[  Wenn  m>^— l.r,     'CW  - 'C(«— l)+'C'Cn-^J+.,. 


„    m  <  n-l.r,  =  rt'(„_i,^6'(n-l)+.., 

Dieser  Satz  fahrt  also  die  zu  lösende  Aufgabe  auf  dieselbe  Aut- 
K^be,  aber  mit  einer  um  eins  geringeren  Zahl  der  Element«  zurUck. 
^  giebt  uns  dadurch  den  Kingerzeig,  von  der  niedrigsten  Zahl  der 
letaleren  auszugehen  und  stufenweise  fortschreitend  zu  den  hohem 
Uäusteigen.  Dass  für  ein  Element  in  Jeder  Classe,  wenn  m  gleich 
'i  nur  eine  Complexion  möglich  ist,  bedarf  keiner  Erwähnung.  Sind 
■oei  lu  combinirende  Grössen  a  und  b  gegeben,  so  sind  die  brauch- 
■ma  Arten,  in  Potenzfona  ansgedrOckt,  folgende: 


Bolhi   DU   UiHiiehrung  dti    Grua^tdanifm 


-!6«- 


„„_+IJ._l 


■.Terbirdon  wir  diese  ComplexioDen  durch  das  Piaszeicheu,  »o  itium 
E'Wir  aus  der  dadurdi  entstelieiideu  algcbrai scheu  Summe  den  Faclot 
'£<"-'  b  Drau  BSQ  tzoHi  der  EipoiieDt  des  crstca,  die  Reihe  iu  dtl 
'  Klammer  bogiuuendeii  o  wird  dauD  r  — (m^r),  d.  i.  2r— m,  umlä 
die  Exponenten  der  folgenden  a  immer  um  eins  fallen,  die  \di  t 
dagegen  in  deraoibeu  Weigo  steigen  bis  zu  t^i-m^  gj,  jeucblcl  eil, 
.  dasE  die  Klammer  diejenigen  Einzel  pro  dncte  enthält,  welche  —  ib- 
^j{cselien  von  den  Coefficienleu  —  diu  filioder  lics  durch  Ao8roc.liiiM( 
(a-|-i)*'^-™  sich  ergebe iidwi  Polyuomea  bilden.  Die  AnnU 
I  dieser    üHeder  ist  aber  bestimmt    durch  'Ciä),    folglich    habca 

Sr-™  ■■ 

I  unter   Anwendung  der    oben    von  uns  aiigeuommenen   BezeicH 
[  weise: 

•0(2)  =  "CV2)  =  "a2r  — m  +  l)  -  2r  -  m4- 1, 

■  kleiner  als  jm,  m  also  grusser  als  2r ,  so  ist  gar  keine  ^ 
I  natiuu  von  der  geforderten  Eigenacbaft  möglich 

Geben  wir  zu  drei  Elementen  über ,  so  lehrt  uns  Gleicbin 
I  daSB  wir  den  Fall,  wo  m  ^  2r ,  nnterscbeiden  mttssen  von  dem'^ 
1  m  unter  diesen  Wert  herabsinkt.  Nehmen  wir  zunächst  den  orsM 
[  Fall  und  setzen  n>  gleich  2r-{-x,  wo  x  eine  ganze  positive  Zahl  li 
I  deulet,  die  kleiner  als  r  oder  ihm  gleich  ist.  Dann  ist  das  Gesucf 
[  wach  dem  ersten  Teile  von  U)  eine  Reihe,  welche  anfangt  mit  'Ct 

iiid  aufhört  bei  'C{2),  während  die  Ausdehuung  (Uimeusio)  der  ClaS 

I  immer  um  eins  steigt.  Nun  ist  der  crstere  Ausdruck  nach  der  IctzU 
I  Gleichung  gleich  der  Anzahl  der  Combinatiouen  mit  uubeschr.  Wi 
I  derhulung  von  2  Elementen  zur  (2r  — r-^a')ten,  die  zur  r  -  xU 
I  Classc,  und  das  letzte  Glied  der  Reihe  wird  nach  demselben  Sat 
I  zu  "€{2),  wUlirond  fUr  die  dazwischen  liegenden  Stellen  iu  der  ou 

I  sprechenden  ebenfalls  aus  (12)  abgeleiteten  t'ormel  die  Classe  imni' 
im  eins  niedriger  wird.  Lesen  wir  die  Reihe  umgekehrt,  setzen  f 
r  seinen  Wert  m  —  2r  ein,  wodurch  sich  r  -  z  in  3r  -  m  verwu 

L  Bo  erhalten  wir  unter  Benutzung  von  {i)  oder  (5) : 

[13»)     Wennm^2r,     'tX3)  -  l  +  ''t<2)  +  -Ci(2)+''6i(2)+ „ 


Ist  dagegen  der  Classenexponent  >»  kleiner  als  2r,  so  set 


Undenburg't 


r  A:aly>i- 


9S 


"nsicbst  m  gleich  2r~q  and  entwickele  nach  dorn  binomiachen 
liPlimtze  die  PotPDZ  (.<-(-6-f  c)"  für  die  beiden  Sunitnandoii  a-(-i 
and  e.  Dio  für  ans  broocLbareii  Glieder  sind  daJnrcb  baslimmt, 
diu  in  Exponeut  von  e  nar  bis  r  steigen  kann,  sie  sind  also 

In  liiaser  Reihe  liegt  eine  Grenzscheide  bei  (a  +  il*.    Denn,  «fthrend  I 

^Jei  den  folgeoden  »ledrigerGu  Potenzen  von   0+6    nur   von   anb^ 

Bktor  Wiederbolnng  der   Sunimaudcn   a   nud  e  die   Rede  sein 

illrn  die  vorhergehenden  antcr  Formel  (12).    Das  dritte  Ele- 

e  kann,  weil  seine  Potenzen  immer  nur  eine  Stelle  geben,  koi- 

o  Einflnss  aof  die  Anzahl  der  Coragileiioiieu  ausüben ,  die  jede 

■^uoloea  Gliedo   obiger  Biuomialreihe  zukommeu.     Da  nun  2r 

1^^  m  ist,  so  beträgt  nach  12) 


luden  wir  die  Snmme  und  zählen  zn  ihr  £'^C(2)  einmal  positiv  und 

•innal  negativ  binzn  uud  verwandelu  die  dadurch  gebildeten  Reihen 
'>*<^l>  4).  Bo  erbalten  wir  für  die  Gesamtzahl  aller  hier  in  Betracht 
»OfflmonJeu  Corabinationeo 

I')  i-'qa)  —  X»C(2)  =  'C\3) 


Wir  haben  nna  in  obiger  Biuomialreihe  noch  diejenigen  Potenzen 
w  betrachten,  deren  Expo ueuten  unter  r  herabgoben.  Hierbei  ist  dia 
Üeiuimahl  der  Comploxionen  leicht  za  bestimmen  als  eine  Reihe, 
^'i  mit  -CtS)  beginnt  und  bei  '6X2)  abschliesst,    Zu  dieser  zähle  ich 

*i<"ilenim  eine  mit   1   beginnende  und  mit  ''C{2)  aufhörende  gleich- 


^Ke  Reihe  einmal  positiv  uud  einmal  negativ  hinzu,   setze  I 
i'imnWert  2r—m  ein.  schreibe  demgemäss  fOr  r  -  g— 1  das  gleich 
w-r  — I  nud  wende  4)  an,  so  kommt 


96  liutk:  DU   Umkehning  du 

Bevor  wir  nun  (1)  nnd  (II)  zusammen  nebmen,  machen 
(Ut  schon  auf  S-  ttu  zur  Ableitung  von  9)  benot/teu 
Qcbraacli,  ao  dase  wir  liabcn: 

Wenu  2i-^m>r,     -CiS)  ^  "■Cir-\- !)■{-•' C(r)  ~-C(2> 


wir  ^^^1 

"1 


Die  beiden  ersten  Sammanden  laBseu  sich  noch  darcb  Znsammen- 
Kiobe»  vereinfachen,  indem  man  die  bekannten  Werte  fUr  sie  ein- 
fuhrt, dann  r-\-l  heraussetzt  und  seine  Coofficicnten  2r-|-2  du 
2  hebt.    Dann  f^cstaltet  sieb  das  Gesuchte  zu; 

13b)     Wenn   2r  ^  m  >  r,     't'(3) -=  (r  +  l)«- -C'(2r -n) 


I 


Solange  nicht  mehr  als  drei  Elemente  gegeben  sind,  können  wir 
jede  Aufgabe  Über  die  Combinationen  mit  gleichm&saig  beschrankter 
Wiederholung  lösen.  Will  ich  z.  B,  wissen,  wie  oft  mal  mit  3  Wtlr- 
felu  13  Augen  geworfen  werden  künnen,  so  betrachte  ich  dieWUrfoI 
als  Stellen  einer  Variation  m.  W.  zur  Summe  13.  Denke  ich  mir 
nun  die  zu  summirenden  Ziffern  einzeln  als  Exponenten  von  a,  b  und 
c,  so  verwandle  ich  durch  Absonderung  des  Factors  aic  die  Aufgabe 
in  die  andere:  Wie  oft  mal  lassen  sieb  3  Elcmeole  znr  10.  Classe 
combiniren,  wenn  Jedes  nnr  ö  mal  vorkommen  darf?  Gle'chuDg  13») 
gibt  uns  darauf  die  Antwort: 

"^(3)  =  'C{Z)  ^  «C(6)  =  ^  =  21. 

1.5-5  5  S  l-i* 

Ebenso  nach  13  b): 

(6  +  1)3  _^C(0)--C<5)  „36-0  -J-^  -  ai. 

Wie  man  sieht,  gelten   beide  Formeln  13s)  nnd  b).     Es  mnu  i 
auch  so  sein,  da  nach   unsern  Annahmen  nichts  im  Woge  stolitj 
sowol  als  y  null  werden  zu  lassen. 

Sollen  mit  derselben  Würfelzahl  12  Augen  geworfen  werdenji 
erbalte  ich  die  Lösung: 

i-Cm  =  6a--C(l)--C(4)  *=  36  -  5^  -  ^  - 
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Diese  Er^obnisae  atelipo  in  üebcreinatimmung  mit  der  erwähnten 
Benonlli'schen  TabeUc,  das  letzte  audi  mit  Qeckors  Arithmetik, 
iBuch,  %  29  Beispiel  2.  Docb  besitzt  uusera  Formel  den  Vorzug 
dtt  Allgemein  lioit,  wühreiiil  jene  Taful  für  jede  andere  Wiederholunga- 
greaic  neu  entwarfen  werden  niuas,  und  in  dem  letztem  Buche  die 
Variationen  wirklich  ausRcfOhrt  wcrdeu.  Der  Vorteil,  den  der  yon 
Ulis  Torgeschagcne  Weg  bietet,  tritt  besonders  dann  ben-or,  wenn  die 
gegelnneD  Grössen  si^hr  grosso  Zahlen  sind.  Würden  wir  z.  B.  die 
Fragp  zu  benntworteu  haben,  auf  wieviel  verschiedene  Weisen  man 
lÜffJ  Mark  so  unter  3  Persoueu  verteilen  könne ,  dass  jode  nicht 
neniger  als  lü),  aber  nicht  mehr  als  GCK.i  M.  erhielte,  so  würde  für 
Entwerfung  jener  Tahelie  das  Papier  und  das  Auge  nicht  ausreichen. 
Denn  man  hatte  5U1  Einsen  neben  einander  zu  achreiben,  dann  diese 
ll*ihe,  indem  man  immer  eine  Stelle  nach  rechts  rückt,  noch  500  mal 
ibuninter  zu  soti^en,  um  die  Summe  zu  bilden.  Weuu  mau  dies  nun 
auch  durch  die  aufsteigenden  und  nieder  fallenden  natUrlicheu  Zahlen 
enution  wOrde,  so  hätte  man  immer  noch  die  entstebendeu  1001 
ZifferD  501  mal  achief  unter  einander  zu  schreiben  und  die  lotrechten 
Beiliea  zusammenzuzählen.  Wir  dagegen  denken  uns  die  drei  An- 
teile als  Expo  neulen  der  Buchataben  a,  fi  und  c,  sondern  a^io f,'"" c'"^ 
Bberall  als  Factor  ab  und  köuuen  so  die  gesuchte  Anzahl  der  mög- 
lichen FMle  ausdrucken  durch  13b).  Es  ist  r  =  500,  m  =  700,  m  also 
beiner  als  2r.    Danach  ergiebt  sich  als  Lösnng: 

*"C(3)  =  5012  — "C(aOO)  — "CCJOü)  =  251001  —  45150  —  20100 

=  185751, 

Wenn  wir  nun  die  Zahl  der  Elemente  von  3  an  "nmer  nm  eins 
■feigen  Hessen,  so  wUrdo  uns  die  Gleichung  11)  die  Uittcl  an  die 
Haod  geben,  die  betreffende  Formel  für  jede  Zahl  der  Elemente  und 
M  Jeder  beliebigen  Classe  abzuleiten.  Docb  würde  uns  das  zu  weit 
Ihren.  Wir  heacbräuken  uua  darauf  zn  zeigen,  wie  durch  die  Än- 
»Hidang  des  Grnndge danke ns  dieser  Abhandlung  noch  eine  einfache 
Beiiebung  und  die  Verallgemciuerung  zweier  schon  für  engere  Grenzen 
Ulwickelten  Sätze  aufgefunden  werden  kOnnen. 

Uan  deuke  sieb  nämlich  alle  Formen  der  Combinationen  der  n 
ßaehataben  a.  6,  c  . , ,  t,  von  denen  ein  jeder  nur  r  mal  gesetzt  wex- 
lieri  darf,  in  der  »«ten  Classo  wirklich  ausgeführt,  betrachte  die  Ele- 
mente als  Factoruu  und  teile  mit  i-inor  jedeu  Complexion  der  Keihe 
Weh  in  a'b'if  ..t':  dann  gtbci;  diu  Quotionton  die  vcrachiedenon 
Formen  der  gleichartigen  Ziisammeastcllougen  in  der  nr  — mten 
Gtiio.  Und  zwar  sind  diese  letzteren  vollständig  vorhanden.  Dens 
Isder  xt^n  Dimension  eiucs  Elementes  in  den  ursprünglichen  Combi- 


.-  btrTjnktKrung&  Örunda 


Balionen  entspricht  immer  eine  r — xtt  DimenBion  desaeiben  Bucb^ 
ptaboDB  in   den  Quotienten.    Wenn  x  von  Ü  bis  r  steigt,  ftllt  r 

-  bis  0.     Nuu  entBteben  soviele  Qnotienten,   als  Divisorea  ( 
f  sind,  mithin  ist 


oder  in  Worten  ausgedrückt:  Es  sind  immer  gleichviel  Artafl 
in  je  zwei  solchen  Claseeu  vorhanden,  deren  DimenBioneq 
gleich  weit  von  U  niid  von  nr  abstehen. 

Ist  nun  n»  grösBer  als   (n— l)r  oder  ihm  gleich,   so  ist  ni* — ■ 
kleiner  als  r  oder  ihm  gleich;    die    Comhinationen    zur    iic  —  m 
Clause  haben  uIkü  dann,    auch  wenn  jedes  Element  höchstens  r 
vorkommen   darf,   unbesrbräukte  Wiederholung,    folglich    nach 
lelüten  Gleichung: 

14)  Wenn  m>  (n  — l)r, 

eine  Terallgcmeineruiig  nud  BestUltgnng  von  12)  und  1 

Wenden  wir  dies  auf  die  öfters  erwähnte  Aufgabe  vom  WtlrfeL-4 
spiel  an  und  fragen:   „Wieviel  Fälle   sind  mflglieb,    dass  man  mit  fl 
Würfeln  32  Augen  werfe",   so  wäre  bei  den  eusprccheudeii  Combi 
natioucn  mit  glciehraässig  beachr.  W.  r  =  Ti,    «  zrr  C,  nr  ■-=•  30,  m  =1 
32— (1.1  =2605.5),  mitbin  das  Gesuchte 

f-cce)  =  -c(6)  - 

Dasselhc  kommt  heraus,  wenn  m  gleich  4  ist,  oder  wenn  G-|-4,  d.  i. 
10  Augen  geworfen  werden  sollen,  Ergebnisse,  die  durch  die  Ber- 

uoulli'sche  Tafel  bestätigt  werden. 

Denke  ich  mir  5  regelmässige  Dodekaeder  und  bei  einem  jeden 
auf  den  12  SeitentliLchen  der  Reihe  nach  1,  2,  3  u.  s.  f  bis  12  Punkte 
eingravirt,  so  flndc  ich  für  die  Anzahl  der  Fälle,  in  denen  die  oben 
anf  liegenden  Flüchen  zusammen  50  Augen  zeigen,  unter  Bcrecbuang 
der  von  uns  gegebenen  Vorschriften 

'iC(5)  =  .^C(5)  =  *-6'(ll)- 


Hätten  wir  ferner  die  Frage  zu  beantworten,  wieviel  Zahlen  unter 
niner  Million  zur  Quersumme  37  haben,   so   lassen  wir  bei  den  zur 
me  37  r.a  variireuden  Ziffern  die  Null  zu.    Solche  Complexioncn, 
ü  vorne  Knllen  hinter  einander  stehen,  geben  uns  dicgeuigen  J 


nofi  llindenliurg'i  combmaloriiditr  Analyiü 


liHea,  die  weniger  als  5  Stellen  haben.    Boi  den  zugebörigen  Coni- 
binaÜoDen  mit  gleichm.  beschränkten  Wiederh.  ist  jetzt 


du  QGBQchte  also : 

"^,■(5)  =  -t'(5)  =  "■€•(9)  =  495. 

Obgleich  es  bis  jetzt  immer  von  Erfolg  begleitet  war 
die  ViriatioDcn  zu  bestimmten  Summen  auf  riio  Combinatiouen  mit 
eubprecheudcu  Wiederh olungcu  ziirlickfuhrtt^n,  so  will  iüh  ilocb  den 
Veniicb  machen,  den  bei  der  Ableitung  der  bokaniitosteß  Gombi- 
nitionaformoln  von  mir  gebrauchtcti  Kuustgritl  noch  eiumal  zum 
ScliluBBc  bei  der  Läsung  der  Aufgabe  anzuwenden:  Wie  gross  ist 
die  Auzahl  aller  Variationen  zu  einer  bestimmton  Summe 
aller  ClasscD,  von  der  ersten  aufsteigend  bis  zur  buchst- 
nOgllRbcu? 

Wir  bilden  uns  nuu  das  Product  aus  den  n  Factoren 

W  ",.  (t,  ...  0.1-1  Grössen  von  der  Eigenschaft  bezeichnen,  dass  sie 
dl«  Gestalt  (losjeiiigcD  Summanden  des  nnmittolbar  vorhergehenden 
I^'actors  annehmen,  au  welchen  siu  bei  der  Multiplicatiou  augefUgt 
"erden,  n,  wird  also  dann  zu  a,  tt^  lu  b  oder  o, ,  tr^  z\i  c  oder  «^ 
1  !-  fort.  Fuhren  wir  nun  die  Multiplication,  wie  im  ersten  T«lo 
dieBpr  Abhandlung  S.  429— 31  in  der  Weise  aus,  dass  wir  den  Einzel- 
hclür  in  einem  späteren  Binome  immer  hinter  dem  belreffeudon 
l^liedc  des  unmittelbar  vorborgeheiiden  Uinoins  anfügen ,  so  erhalten 
vir  die  «ietlcrholt  anftretonden  lluchstahen  überall  neben  einander 
itehend,  durch  kein  von  ihnen  verschiedenes  Element  von  einander 
gstreunt. 

Denken  wir  uns  zweitens  die  Tariatiouun  m.  W.  zur  Summe  n 
so  eutstauden,  dass  wir  eine  Reibe  von  n  Einsen  neben  einander 
hinschreiben,  und  dann  eine  bestimmte  Menge  der  letzteren  zu  den 
Element(.-n  der  Variation  iiusammeu fassen ,  so  kann  dies  gar  nicht 
anders  bewerkstelligt  werden,  als  dasa  wir  neben  einander  liegendo 
EiDBen  znsammen  nehmen. 

Scbreibon  wir  nun  in  der  augeguboueu  Uultitilkation  die  in  dem 
Gesanuntproducte  vorkommenden  Potenteu  In  pmr  ursprünglichen 
G«Btait,  d.  h.  als  Productc  gteicher  Factoren,  vftn  Sonen  jedt 
Potenz  eines  der  Elemeato   a,  &,  o  ■.  b.  «.  Iki,    '><  <  iu 


itK:  Die   ümltlruiig  du  Grundgedankini  ■ 


3n  BuchsU^^I 


falls  an  die  Stelle  des  Zalilcncxpononten  eincB   eiuzelnen 
eine  Reihe  \'od  neben  einander  Btelicnden  Einsen. 

Die  Vergleicliuug  beitlcr  LarEtcUuugs weisen  zeigt  nnzneideatig, 
daB8  tliu  Potenzexjiüneutcu  in  Uou  bei  ubiger  Maltiplicution  ent- 
Btcheudeii  Eiuzclproducteu  die  Elem(-nto  der  Variation  zu  ciüer  be- 
BtitnmteD  Sumnie  verstelleu,  dass  folglich  diu  Anzahl  dieser  ProdnuLß 
gleich  ist  der  gesuchten  iMengo  der  Complexionen  der  fraglichen 
Variationen  durch  alle  Classen.  Die  EiDzelprodul^tD  sind  aber  die 
Glieder  der  polynomischen  Keihc,  welche  durch  Ausmultipticiren  dca 
Producles 

erzeugt  wird.  Die  Summe  der  ganzen  Reihe  verwandelt  sich  aber  in 
die  Anzahl  ihrer  Summanden,  wenn  wir  einen  jeden  derselben  gleich 
eins  setzen;  und  dies  erreichen  wir  dadurch,  dass  wir  für  jeden  Buch- 
staben I  schreiben.  Auf  diese  Woiso  erhait«n  wir  für  die  in  unarer 
Aufgabe  gesuchte  Grösse: 

15)  1.(1  +  1)"-'  =2»-'. 

Man  ^¥i^d  mir  vielleicht  einwende»,  dass  dieses  Ergebnis  ja  viel 
schneller  so  herzuleiten  gevsTscu  wäre,  dass  man,  wie  es  bei  Wein- 
gärtner  geschehen  ist,  in  der  für  die  mlc  Ciasso  geltenden  Formel 
9)  die  Menge  (m)  der  au  einander  zu  fügenden  Ziffern  von  1  bis  n 
wachsen  las  st  und  dann  die  Binomiakoeßicienten  zusammeuziüilt. 
Wozu  also,  wird  mau  violleicht  fragen,  dieser  Aufwand  von  Arbeit 
und  von  Nachdenken,  wenn  die  Sache  doch  einfacher  zu  machen  ist? 
Dagegen  erwidere  ich,  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlung  gerade  dar- 
auf ankam  zu  zeigen,  wie  durch  die  Anwendung  der  Regeln  der 
Multiplication  eine  jede  Formel  der  Comhinationslehre  selbständig  ge- 
funden werden  kann,  ohne  dass  mau  eine  der  andern  zu  kennen 
braucht.  Es  ist  ja  allerdings  bequemer,  Über  einen  Fluss  mit  dem 
Boote  zu  fahren,  als  ihn  zu  durchschwimmen,  aber  das  Vergnügen 
der  Krafticistung  geht  dauu  verloren.  Ebeuso  mögen  diejenigen, 
welche  die  Vorzüge  des  in  dieser  Schrift  angewandten  Bcweisver- 
fobrens  nicht  anerkennen  wollen,  meine  Entwickclungoo  als  eine  Art 
geistigen  Turnens  bctracbten,  meinetwegen  nur  als  ein  anziehendes 
Spiel,  bei  dem  es  darauf  ankam  zu  zeigen,  wieviel  Ooldkömer  in  dem 
Gnindgedankeu  der  combinatori scheu  Analysis  Ilindenbnrg's  verborgen 
liegen,  wenn  man  ilieselbo  überhaupt  als  die  innige  Verwandtschaft 
auCfasst,  die  zwischen  der  Comhinationslehre  uml  der  Multiplication 
mehrstelliger  Grössen  besteht. 

Buxtehude  im  April  1884. 


VI. 


Eiu  Beitrug  zur  SulmttciiU'lire. 

WerdoD  die  TaDgcDtcn  mr  SoIbstBchattongrcnzo  der 
"^hicfen  Schraubeuflftcho  bei  paralleleu  Liehlstrahloa  coii- 
"fulrl,  so  Leiiiont  man  sich  guw&Lulieh  des  DufuL'sch^'u  Theo- 
'Bmi*).  Ob  zwar  die  dazu  uötige  CoiistructioQ  genug  einfach  ist, 
"Ka  man  sie  dcimocb  ohne  BBoulzung  des  geaannten  Tlieoroni's  da- 
liiiKh  vereiafaeheu ,  iadein  mau  dt'a,  zur  Constructioa  der  Selbst- 
(chiltcDgreuzo  nötigen,  Liuica  ciuo  andere  Bedeutung  gibt. 

In  der  Figur  siud  die  horinontaleu  Projectionen  der  Axa  A 
der  schiefen  Si^hraubeuhäuhc,  uud  der,  im  bestimmten  Sinne  sieb  be- 
iMgenden,  Erzeugendou  P  dieser  Flache  dargestellt.  Die  ErEeugende 
P  setmeidet  die  Axe  im  Punkte  a  und  die  Eutfcrnuug  ihrer  boriifon- 
liJen  spar  m  von  der  Axe  gibt  den  Parameter  r  der  horizontalen 
Spar  der  Scbranbenflüebc  au,  Die  Gerade  L,  welche  den  Punkt  a 
tmlbllt,  uud  ihre  Spur  ini  Punkte  in'  hat,  bestimmt  dio  Richtung  der 
p&nülclen  Lichtstrahlen. 

Um  eine  vorteilhafte  Vereiufaehnng  der   weiteren    Construction 

erreichen,    setzt   mau  gewöhnlich    voraus,    dass  die   Projections- 

Ebene  sieb  mit  der   Erzeugenden  /'  bewegt.    Wir  werden  uns  aber, 

dtoser  Voraussetzung  entgegen,  deukeu,  dass  sich  diu  Erzeugende  i 
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jeder  ihrer  Lagen,  samt  ihrer  Berahrangaebeae  in  der  nom 
RicLtuDg  lUT  Projections-Ebene  so  weit  bewegt,  bis  sie  i 
a  enthält.  Dann  bilden  alle  Geraden  P  ..,  oino  Eegelflache  E  (den 
Richtnngskegel) ,  und  ihre  Spurpunkte  befinden  sieh  in  einem  Kreise 
JT,  als  der  Spur  dieser  Fläche. 

Die  Geraden  P  and  L  besümtnen  eine  Ebene  B,  die  zu  des 
Lichtstrahlen  parallel  ist.  Um  den  Berflhmngspunkt  (^  dieser  Ebene 
mit  der  Seh  rauhen  fläche  zn  bestimmen,  errichten  wir  zu  der  Pro- 
jectioQ  der  Erzeugenden  P  eine  Senkrechte,  nnd  tragen  anf  diese  in 
bestimmter  Richtung  mittelst  des  Kreises  K  den  Parameter  r  Ober. 

Lf  om  so  erhaltenen  Punkte  /  ziehen  wir  eine  zweite  Senkrechte  auf 
,   durch  die  Punkte  m   nnd  m'  bestimmte  Spur  M  der  Ebene  B. 

If^jeso  Senkrechte  ist  die  horizontale  Projectiou  einer  Goraden  des 
grÖBSten  Falles  ^  (in  der  Ebene  B),  welche  die  Gerade  P  in  dem 
gesuchten  Berührungspunkte  <l  schneidet.  Ihre  Spar  befindet  sich  im 
Punkte  h. 

Die  Projectionen  aller  dieser  Geraden  des  grflsaten  Falles  F  .  . 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  t,  der  auf  einer,  in  der  Projcction 
dC8  Punktes  a  zu  der  Projection  der  Geraden  L  errichteten  Senk- 
rechten liegt,  und  dessen  Eutrernung  von  der  Axe  A  der  Entfernung 
der  Spnr  m'  von  derselben  Geraden  gleich  ist.  Damm  bilden  die 
Geraden  F ...  ein  einschaliges  Hyperboloid  H,  dessen  Leitlinien:  die 
Gerade  i..  die  horizontal -projicirende  Gerade  Z  nnd  der  Kreis  H 
(welcher  die  Spuren  aller  Geraden  F...  enthält),  als  dessen  horizon- 
tale Spur,  sind. 

Die  zu  construircnde  Selbstschatteugrenzo  S  können  wir  als  die 
Scbnittcnrve  dieses  Hj^ierboloids  mit  der  Kegelfiäche  K  betrachten 
nnd  auf  Grund  dessen  ihre  Tangenten  als  den  Schnitt  der  beiden, 
im  Punkte  a  zu  beiden  Flächen  construirten  BerUhrnngscbenen,  be- 
stimmen. Die  Tangente  im  Pankte  m  zn  dem  Kreise  K  ist  die  hori- 
zontale Spur  der  betreffenden  Bertlbrnnga ebene  der  Kegelfläche.  Die 
Berühmngsebene  des  Hyperboloids  im  Punkte  d  iet  durch  die  Ge- 
raden F  des  einen  und  G  des  zweiten  Systems  bestimmt.  Durch  die 
Spnrpunkte  h  und  h'  dieser  Geraden  geht  die  Spur  dieser  zweiten 
Bcrtthningaebonc.  Der  Schnittpunkt  p  der  Spuren  beider  Ebenen 
bestimmt  mit  dem  Punkte  d  die  gesuchte  Tangente  T.  — 

Diese  Construction  der  Selbstach attencurve  so  wie  ihren  Tan- 
genten hat  volle  Geltung  auch  für  die  gerade  Schraubenriäche 
als  einem  Specialfalle  der  schiefen  Schraubenflächc. 

Die  Kegelfiacho  K  geht  in  eine  mit  der  Projectionsebene  paral- 


Ie]e  Ebene  ttbcr.  Diese  Ebene  schneidet  das  Hyperboloid  U  in  einem 
Kreise,  in  deascn  Projection  sich  auch  dii»  SelbstachattoncurTO 
Jiner  SchraabeQfl&che  projicirL 

F.  Procbäzka. 


In  Johns  Hopkins  University  Circulars,  Baltimore  1882  p.  178. 
äodel  sich  der  folgende  interessante  Satz  ohne  Beweis  aufgestellt. 

„Zieht  man  parallel  allen  Haupt  normalen  einer  geschlossenen 
Corte  Tom  Mittelpunkte  einer  Kugel  liadiüu,  so  teilt  dio  Corve  der 
Endpunkte  die  Oberfläche  in  zwei  gleiche  Teile." 

Da  die  Epbärische  Curve  gcschloseen  sein  muss  um  einen  Engel- 
Ucbenleil  zd  begrenzen,  so  setzt  der  Satz  offenbar  Stetigkeit  der 
Drcane  mindestens  bis  anf  2.  Ordnung  vorans. 

Sei,  zur  Frofung  des  Satzes,  der  Kugelmittelpunkt  Anfang  der 
V.  der  Kadius  ■=•  c  Dann  ist,  wenn  (xi/i)  einen  Punkt  irgend  einer 
E^tchlossenen  sphärischen  Curve  bezeichnet,  und 


JWMzt  wird,   der  Kogelflächenteil  zwischen  der  Curve  und  der  yi 

Elieoe  (Äequator) 


^-^f    ^Sv 


wo  t  ganze  ZaI,  und  die  Flachen  anf  negativer  Seite  des  Aequ&tors 
negativ  zn  rechnen  sind. 

Bezeichnen  fgh,/'g'h\  imn  die  KchtungscosinuB  der  Taogcnto, 
J^aoptnormalo ,  Binomiale  der  Urcnnc  «,  dann  verlangt  nach  Snb- 
fftitntioa  von  ^/',  eg,  ch'  für  xys  der  Satz,  dass 


sei.    ÄUB  der  letetern  Gleicbong  findet  mun,  wenn  ßi,  9#  die 
geoKwiukel  der  Tangente  und  KrQmmungsaxe  bedontea: 

fl  g'Sh'—h'Sg'  _ ff'(n8fr  — A9i)— V(w9g-fl 


daher 


1- 


'  2il:,R 


Sic- 

iro  dio  ganze  Zabl  h-,  zuntLcbst  unbekannt  bleibt.  Ihr  Wert  biLngt 
von  der  Anzahl  der  Vorzeichen  Wechsel  von  /  nnd  l  ab.  Da  l  fOr 
sich  nur  eine  trcratle  Anzahl  Wechsel  erfahren  kann,  so  uiuBS  k^  ge- 
rade sein  und  sei  ^  2^*^.  Dann  zeigt  die  erste  Gl.  (1),  dass  (wo! 
nicht  /'  couslant  •=  1  ist) 

—  i<ts<t 

sein  muas.    Macht  also  die  Hnuptnormalc  nur  einen  Umlauf  t 
X  Axc,  so  dass  k=:  1  wird,  so  ist  k^^^O  und  der  Satz  richtig. 

Gehe   ferner  (i,  und   v,  mal  l  bei  positivem  /,  fi,    und 
bei  ncgiliveni  /"  vom  -\-  zum  —  und  vom  —  zum  +  über,  dannJ 


Es  mass  aber  sein 
folglich  ist 
oder 

Da  ferner 


ti  =  fl  — •'i  — (^t+v* 

0  -  fij_i.j  +  ^,_v, 
.  2(f.,-v,)=  -2(^,- 
=  H,  —  V,  =  —  (f*a  -  V 

3arctg  j  =  -  öarctg;. 


ist,  so  lüsiit  sich  bei  Bestimmung  von  l-g  auch  die  Tangeuto  mit  fl 
Biuormalc  vertauschen,  n&hreud  /.-i  nur  sein  Vorzeichen  weebsolt.1 

Ausreichende  und  notwendige  Bedingung  des  Satzes  ist  also,  i 
der  Winkel  zwischen  der  Binorniale  und  einer  beliebigen  Gorai 
in  Intervallen  wo  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  jener  Ge- 
raden spitz  ist,  ebenso  oft  aus  oinem  spitzen  in  einen  stumpfen  aber- 
gebt als  umgekehrt. 

Ist  diese  Bedingung   für  eine  Goradc  erfüllt  so  ist  sie  es  ftlr 

jode.     Ueberdies  ist  sie  dann  mit  vertauschten  Rollen  von  Taugeote 

.  und  Binormalo  erfüllt  und  umgekehrt. 


Oleichwol  mochte  dieser  weitesten  Aasdehnong  dt«  Sattes  ofno 
engpre  Bpgrenzaog  vorzuzieheo  sein.  Elr  niDfiusl  ntLinlich  anch  P&]lc, 
wo  m  seiner  Verißcation  Fljichenstilcko  anf  der  einen  Seite  doppelt, 
auf  ilcr  andern  no^tiv  gerechnet  masscn,  und  verliert  durch  diese 
notiendigen  InterpretatioDcn  seine  Einfach  Lei t.  Soltho  FflUe  küiinen 
iiiles  Dar  stattÜDdea,  wo  die  s)ihjlrischc  Curve  Doppelpunhlo  hftt. 
Schiiessea  wir  aber  Doppclimnkte  ans.  so  tritt  das  erstgenannte  Kri- 
terium in  Kraft;  denn  dann  liaiiu  dio  sphilriache  Curvo  einen  Punkt 
ticr  Kagclflflche  nur  einmal  amlanfen  Mit  den  Doppelpuukten  wer- 
den dauD  zugleich  die  mehrniaU  durchlaufenen  Curvon  ausücschloisoD, 
für  welche  der  Satz  nie  richtig  ist.    Letzterer  würde  nun  lautQu; 

Ein  Kagelradius  in  gleicher  Bicbtung  mit  der  IlauptDormalo 
tiuer goschlosseDon  und  bis  auf  2.  Ordnung  stutigcu  C'nn'O 
pfiilirt  zeichnet  auf  der  Kugolflächo  eine  geschlosseiio  Cnrvo,  die, 
»utn  sie  keine  Doppelpunkte  hat,  die  Kugeltillcho  in  üwel 
gleiche  Teile  teilt. 

Das  Vorstehende  lässt  es  uugenigs  4?rBcheinen,  ob  es  geachlonseno 
Cunra  gibt,  für  welche  die  Bedingungen  des  Salzes  nicht  erfüllt 
lind,  für  welche  also  k^  nicht  null  ist.  Den  einfuchsten  Bewein  für  deren 
Eiittcoa  geben  aber  die  Cnrven  cyklischer  Torsien*).  Denn  deren 
Hauptnonnalc  bat  constanli^  Neigung  <^  R  gegen  eine  feste  Aie,  so 
to  die  sphärische  Corvo  ein  nicbtgrösster  Kreis  wird,  Uiro  ipe- 
dSicho  Glcichang  ist 


Worms  sich 


r'4-e" 


;ot'rt    (tt  conslnnl) 


/'  =  sin«;     fl  —  ItRsi 


*'(itt  Setzt  man  sin  ft  gleich  einem  rationalen  Brach  and  *  propor- 
tional der  KrümmnngsbreiU-  .1,  so  schliesst  sich  die  t'rcorvc  ttett 
uch  einer  Variation  vun  i  um  vin  Vielfaches  von  411,  and  1^  erweiit 

Jddi  aia  beliebige,  durch  lino  danu-Ubare  Zahl.    Die  KugelS&che  «fnl 

iMicbig  rational  geteilt. 

Dt  ein  Beispiel  zum  Beweise  Keallgt,  »d 


*  =  -^««l;    ,-J(Sli.l+l«»31) 
•>  Ibf^  AMlftiMhc  GMwtri«  ^.  M>.    On^  AfdL  LVI. 


Diese  Cnrvo  schliesst  flieh  nach  Variatioa  von  1  um  4R  und  tut  ii» 
diesem  Intcrralle  keinen  Doppeliinnkt,  Ihre  Hauptnormale  bat  d!^ 
Riclitangscosinas : 

/—ii    a -g- Sinai;    A'=-^cOfl21 

woraus 

<P-2i-|-B 

daher  wird  der  sphäriBche  Kreis  zweimal  dorchlaofea.  Zwischen  ibin 
nnd  dem  Acqaator  liegt  die  Zone 

daher  ist  k  —  2.    Ferner  tindet  man ; 

ys  . 

■    2   ""■' 
woraus  man  leicht  erkennt,  dass 

fi-1;    V,  =0;    1,-1 
Demnach  wird  die  Kngclfläche  im  Vorhältniss  1:3  geteilt,  was  i 
AllgemGingttItigkeit  des  Craig'flcbon  Satzes  angenfUlHg  widerlegt 
B.  Hoppe. 


Ein  Satz  Aber  DeteimiDanten. 


Es  soll  folgender  Satz  bewiesen  werden: 

Die  Determinante  von  4  Determinanten,  deren  je  2  in  einer 
Reihe  Etehende  nur  ^ne  angleiche  Verticalreihe  haben,  ist  gleich  dem 
Prodnct  der  2  Determinanten,  die  man  ans  den  erstem  dnrch  die 
allein  noch  übrigen  Comhinationen  der  2  angleichen  Iteihen  oriAlt 

Bezeichnen  wir  abkarzend  durch  \abef  .,.\  die  Determinante 
eines  Systems,  dessen  Horizontalrdhcn  ans  der  Reibe  abef ...  dnrcb 
Hinznfognng  von  Indices  hervorgehen;  so  behanptet  der  Satz,  dass 

\\ace  ...  \\ad>...  |l 

\  =  \abe  ...  \.\ede  ...| 
\\bc«  ...  \\bde  ...  |i 


Zuerst  isl  cflmlkh  leifht  zu  bowoiscti,  dass  jeder  der  '2  Factoron 
r  R«cht«ii  Factor  der  Linken  ist.  Durin  Iftsst  man  den  Factor 
6«  ...  I  vencbwinden,  so  ist 


öiid  Dich   Eioselzang   dii'ser  Werte   verschwiodct   die   Linke.    Das 
gfeiobe  gilt  vem  Factor  I  ciU  ...  . 

Ferner  ersieht  inaD  auch  sogleich,  dass  beide  Factorßn  der 
fiechien  nnter  einander  keinen  Factor  gemein  habeu,  wenn  alle  ver- 
wbieden  bezeichnete  Elemente  nnabbängig  sind.  Denn  betrachtet 
Btto  den  erstem  und  den  ielztern  als  lineare  Funcliou  der  Uuab- 
biDgigen   a,  n,,  ....   bzhw.  r,  c,,  ...,   so  wurde  jeder   gemeinsame 

r»ctor  beider  gemeinsamer  Factor  von  allen  Cocftieienteu  dieser  Un- 

■bfaängigen  d.  i.  von  ihren  entsprechenden  Unterdcterminanten  sein 
m.  Ein  solcher  mOsste  dann  irgend  welche  Elemente  beider 
lysteme  enthalten,  und  dies<'  Elemente  mllssCen  in  allen  Unterdetor' 

ninantcn  vorkommen.     Dies  ist  uiciit  der  Fall;    denn  jedes  Element 

fcblt  in  irgend  einer  Unterdetenninante. 

Aas  beiden  Ergebnissen  folgt  nun,  daas  die  ganze  Rechte,  d.  i, 
Ein  Ausdruck  von  gleichem  Grade  mit  der  Linken,  Factor  der  Linken 
io  dass  beide  Seiten  der  Gleicbang  bis  auf  einen  nnmerischen 
Factor  gleich  sein  müssen. 


Um  letztem  za  bestiinmea. 
.Mer  den  Diagonalen 

nV«  -■ 

mll.  dann  wird  die  Linke 


setze  man  alle  Elemente  der  Recbton 


eH,e. 


ÜSO  der  Rechten  gleich,  und  der  Quotient  =>  1,  der  ßeweis  des  au- 
laglichiin  Satzes  folglicb  vollständig. 

R.    Hoppe. 


r  die  Grenze  der  StabilltBt   eine: 
fce rüden  clastischei 


lonirltadliisl  eoq 
Slnbes. 


lu  einem  Aufsätze  Über  Biegung  prismatischer  Stäbe.  I 
ilorff  Ann.  Cn.  S.  227—245,  1867,  habe  ich  (S.  237)  bewiese 
eiu  gerader  elastischer  Stab  durch  LongttDdinalcompressioa  er 
gebogen  werden  kann,  wenn  dioselho  eine  gewisse  endliche 
überschreitet,  und  diese  Grenze  bestimmt  Eine  abweicbcnde 
war  mir  damals  nicht  bekannt.  Später  bin  ich  aber  wiederl 
auf  Rechnung  gestutzten  Ausicbt,  die  irh  für  die  gewöhnliche 
muss,  begegnet,  dass  ein  gerader  Stab  hui  der  geringsten  Cornj 
sich  zu  biegen  aufäugt.  Der  Grund  der  Abneiebung  liegt  i 
Principicn  und  Voraussetzungen,  sondcru  in  der  Keehnung; 
zeigen  ist  der  Zweck  des  Folgenden. 

ünveräDdedicbkeit  des  Normalschnitts  ist  gemeinsame  Ai 
der  beiderseitigen  Rechnungen;  ihre  ZnläEsigkolt  kann  wol  h 
es  sich  um  keine  oder  eben  beginnende  Biegung  handelt,  n 
Frage  kommen,  Die  Curvc  der  Mittellinie  (d.  i.  Ort  des  Quers 
Schwerininklea)  war  eben.  Auf  beliebige  einzelne  Puukte  de 
wirkten  Kräfte  in  dieser  Ebene.  Aus  der  Gleichung  der  y'r, 
GcBchwindigkoiteii  ergaben  sich  die  2,  von  den  Greuzhcdii 
unabhängigen  Differentialglcicbungeu: 


I 


wo  a  den  nugespanuten,  t  den  actuulleu  Bogen  der  Mitteil' 
zum  Punkte  {xy),  der  Acueut  die  DifTereutiation  nach  «,  g  den 
mungsradius  vou  «,  f  den  Querschnitt,  l>f  sein  TrSghciUmoni 
die  Biegungsaxe  bezeichnet.  Auch  dieso  Gleichungen  linden  sie 
überall  in  Uebereinstimmuug. 

Hier  setzt  nun  die  gewöhnliche  Kechnnug,  mit  Vernacbla 
höherer  Potenzen  der  Transversal  Verschiebungen,  vor  der  lote 

-  ^  g-^    (wo  die  y  transversal  gerichtet  sind) 

und  behandelt  die  Gleichungen  als  lineare,  Lässt  man  sie  al 
dem  man  sie  nls  genau  geltend  betrachtet,  nnverjLudcrt ,  so  t 
ohne  alle  Vcniachlttssiguag  in  geschlossener  Form  integrabe 


Uücflhn. 
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Mm  ist  in  meiner  Rechnung  eeschctien.  Es  zeigte  sieb,  dass  der 
Bt^tii  zvischcn  2  succciHaJTOti  Angriffspunktpn  stets  ein  Stück  der 
Ctrte  eines  freieu  Sl.ibcs  ist,  auf  dessi^Q  Eudon  entgegengesetzte 
ErUttMn  der  Richtung  der  Sehne  wirken,  einer  Curve  deren  Pfeil 
pii  bulicbigo  Grösse  habou  kanu.  Die  Sehne  zur  /  Axo  genommen, 
iTgtti  »ich  als  Integral  der  Gl.  (I): 


Jisinüft, 


,  /    |cOB*|3  — L>isiiiBj-Biu»|ä- 


2(1- 


,)si,.iy 


0 

Pds 


Ä»  -  ^1  —i)  (coB^jS  —  isin^jr)  (8in-j3  —  (1  —  2)  sin^/) 

"B )  durch  Gl.  (3)  bestimmt  wird,   und'  /3,  y  Intcgratiousconatantcn 
l»deii[en,    Die  Kräfte  sind 


:  Elasticität  des  Stoßes. 

Vermindert  man  p,  bis  der  Stab  gerade  wird,  so  verschwindet 
Üt  jr  die  Constante  7,  and  man  bat,  wenn  der  Index  1  sich  auf  die 
•iltfl  der  Curve  bezieht; 

i,  =  «,  =  Ry6cot|3;    y,  =  0 


\  Elimination  von  ß: 


P  Kb  Verkürjung 


1  =  W?h  ■■  ff,  also  nnabbauglg  vom 


Die  80  bestimmte  endliche  CompreBfiion  iat  < 
Gronzen  die  gerade  Gestalt  des  Stabes  stabil,  eine  Biej^ug  uainög- 

Uch  ist. 

Wendet  man  gegen  die  Geltung  dieses  Kosultats  ein,  dass  eioo 
Berücksichtigung  der  höbern  Potenzen  der  Transversalverschiebaas 
illusorisch  sei.  sofern  sie  dio  Grenzen  der  Klasticitatstheorie  über- 
steige, so  kann  man  aus  diesem  Gesichtspunkt  höchstens  die  Oo' 
uauigkcit  des  gefundenen  Stabilitütsiuten-alls  iu  Zweifel  ziebeu,  nicht 
aber  folgende  Cousequouzen  bestreiten. 

Ist  (las  auf  die  lineare  Form  der  DifFerentialgleicbuugea  gestlUXte 
Ergchniss  in  Bezug  auf  Transversatverschiebung,  Gestalt  der  Biegun^s- 
eurve,  Spannung  u.  s.  w.  ilas  Aeussorstc,  was  die  Eiasticitütatheori« 
zu  leisten  vermag,  so  ist  die  weitere  Folgerung  auf  ein  Stabilitltf 
iutervall  =  0  eine  Ueberscbreituug  ihrer  Competeuz,  weil  sich  daa 
Resultat  als  abhängig  von  deu  als  unbekannt  veruachlässigteu  £ie- 
mouten  crwiesou  hat,  und  ein  Rccbuungsfehlcr.  Dio  auf  diesei>^ 
Fehler  beruhende  gewühnliebe  Ansicht  hat  gegenüber  der  vorstehen- 
den Aufstellung  keinen  Anspruch  auf  Geltung. 

Das  Vorstehende  will  ich  noch  in  Vergleich  stellen  mit  dem,  «r«* 
Grasshof  in  seinem  Werke:    „Festigkeitslehre  1866"  über  den  aog*" 
regten  Punkt   sagt.    Er    nonut  gleichfalls   die  Methode,   welche    *" 
einem  Stabilitätsintervall  =  U  führt,  die  gewöhnliche  und  erkl»r* 
ebenso  das  irrige  Resultat  durch  die  in  der  Substitutioo  (2)  begaö- 
geuc  VeruachlftEsiguug.    Uchereinstimroend   ist  auch   das   durch  B«' 
rücksichtigung  der   Differenz   von  ihm  berechnete  Stahililätiiut«n'a/( 
(abgesehen  von    der   unmerklichen  Abweichung,    dass   in   Gl.  (3)  »,* 
statt  «,  ff,  steht).    Seine  Rechnung  selbst  bingegeu  ist  ganz  verschie- 
den:  eine  genaue  lulegration  vollzieht  er  nicht,   sondern   leitet  den 
gesuchtcu  Wert  approximativ  mit  elementaren  Mitteln  her.  ' 

Die  Vergleichung  liefert  m<r  manche  willkommene  Rechtfertigatift 
Zunächst  kann  ich  mich  auf  GrassboPs  weiter  reichende  Erfatarnng 
berufen,  indem  ich  jene  irrige  Ansicht  die  gewöhnliche  genannt  habe. 
Ist  sie  nun  Ü  Jahre  nach  ihrer  Berichtigung  trotzdem  die  gowfllm- 
licbe  geblieben,  so  burgt  nichts  dafür,  dass  sie  es  nicht  auch  i 
noch  ist,  und  kann  die  hier  behandelte  Frage  durch  ihr  Alter j 
gegenstandsloB  geworden  sein. 

R.  HoppI 


Zar  harmoDlsclien  Teilung:. 

iikab  Steiner  stallt  (gea.  Werke  I.  400.)  u.  A.  die  Aufgabe:  man 
soll  die  gegenseitige  Loge  der  IC  (oder  8}  Punkte  nutersucliou ,  aua 
wichen  sich  4  Iiarmoniscbe  Punkte  eioer  Geradnii  durch  ein  ge- 
gstieneü  barmouiscliea  BUscbel  projiciren  lassen.  Wir  wcrdeu  im 
fulgpndea  vcrsucbeD  sie  zu  erledigen. 

Dm  zDnftcbst  zu  den  16  Punktca  zu  gelangen,  aus  welchen  eine 
iim.  FuDktreibo  AUCH  sich  durch  ein  gcgebeues  härm.  liUachel 
projicircu  lässt,  haben  wir  nur  Uhor  den  coiijugirtou  Strecken  der 
pKlilreihB  Kreiao  zu  beschreiben ,  welche  Winkel  fassen,  die  gleich 
den  Wiukelu  o,  ß  ds'-r  conjagirtcn  Strablou  des  BUschola  sind.  Dies 
plitS  Kreise.  Joder  Punkt  nun,  in  dem  ein  den  Winkci  «  fassen- 
der Kreis  eiuen  den  Wiukel  ß  faaacuden  triETt,  ist  eiu  Punkt,  welcher 
tüa  erwihute  Eigenschaft  besitzt.  Dies  gibt  uns  113  Punkte,  welche 
»icli  lymmctrisch  zur  Geradon  AD  verteilen.  Sind  nun  ferner  -W,  N 
die  Ualbiraugspunktc  zu  den  conjugirten  Strecken  AC,  HO,  und  ist 
■WA  in  /',  Q  BO  geteilt,  dass 

PM :  I'N  =  QM  :  QN  =•  AC  :  BD 

M  Ündcn  wir  obuo  Schwierigkeit,  dass  wenn  wir  irgend  einen  der 
16  Punkte  mit  irgend  einem  der  4  Punkte  M.  N,  }\  Q  verbinden, 
■ÜMo  Verbindüngslinio  noch  durch  eiuen  zweiten  der  16  Punkte  geht 
iDu  gleiche  findet  statt  l'Ur  den  Pnukt  Jl,  fOr  welchen  ILA  .  IW  — 
RC.JiD  ist;  jedoch  liegen  die  Pankteparc  nicht  mehr  auf  derselben 
Sei»  von  AD. 

Ferner  finden  wir,  dass  wenn  z.  U.  V  and  W  2  der  16  Punkte 
nnil.  welche  auf  einer  Linie  mit  oinom  der  5  Punkte  M,  N,  I\  Q,  R  ■ 
^di  befinden,  för  diesen  Punkt,  etwa  Q,  stets  Q t" .  Q.W ^  coust  ist. 
■  letzterem  Umstände  folgt  aber,  dass  jeder  durch  V  und  W  und 
t  dritten  der  16  Punkte  gelegte  Kreis  notwendigerweise  noch 
[i  einen  vierten  geben  muss.  Berücksichtigen  wir  dies  in  Bezug 
i  auf  einer  Seile  von  ,J/J  gclegeue  Punkte,  so  ergibt  sich  hieraus 
oit  Ulllfo  der  Punkte  3/,  N,  P,  Q,  dass  alle  8  Punkte  auf  einem 
Igen  mUsseiL  Fauou  wir  diese  Resultate  zusammen,  so 
fiDdeu  wir  folgenden  Satz. 


Die  16  Puiikte ,  aus  wdchm  ebn  i 

ibe  sich  durch  ein  gegeben««  llAfr 

irgeit  zu  je   8  aaf  2  Krclapn 


üiiebeiiG  harmonische  Punkt- 

"ü^i-h"!  projiciren  lüsst, 

u'ä   jeden  Kreises 
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liegen  überdies  parweise  mit  jedem  der  4  harmonischen  Punkte 
N^  P,  Q  BXii  AD  in  einer  Geraden,  und  jeder  der  Punkte  des  e 
Kreises  liegt  mit  einem  Punkte  des  andern  und  einem  festen  P 
R  auf  AD  in  einer  Geraden. 

Betrachten  wir  ferner  die  8  Punkte  eines  jeden  der  beiden  Er 
so  finden  wir,  dass  wenn  wir  den  Kreis  in  einem  bestimmten  S 
durchlaufen,  die  Verbindungslinien  des  1.  und  5ten,  2.  und  € 
3.  und  7ten,  4.  und  8ten  Punktes  sich  in  einem  Punkte,  dem  \ 
der  Linie  AD  in  Bezug  auf  dem  Kreis,  schneiden.  Der  1.,  3. 
7te  und  ebenso  der  2.,  4.,  G.,  8te  Punkt  bilden  überdies  auf 
Kreisen  harmonische  Würfe. 

Weingarten,  im  October  1884. 

B.  Sporer. 


trheult:    ütktr  Jw  Ctin 


mit  drei  Intliixionsknoton. 


I 


Herrn  P.  H.  Schoute, 


Entei-  Alicichiiltt. 
Einleitende   Siltz 


1.  „Sind  CX  und  CY  (Fig.  1  )  dio  Asymiitoton  und  P  und  (l 
^^  PuDkte  einer  gleichseitigen  Hyiiorbe!  und  constrii  rt  nnn  auf 
^  üls  Diagonale  ein  Rocliteck,  dissfo  Seiten  /u  d  a  As\inptotei 
'allel  laufen,  so  gebt  die  zweite  Wmgonalo  /?S  dieSLa  Redilaiks 
•itch  den  Mittelpnnltt  C  der  Hyptrljcl  Lnd  babm  iimgikchrt  dio 
'inikte  P  und  U  in  ße^ug  auf  die  soukrecttl  auf  einander  at  liindäD 
C^nden  CX  nnd  CT  eine  sokbc  I  ai^e  dass  die  zwiitt  DiatjoDalo 
des  anf  Fy  miltclst  Parallelop  zu  fA  und  C)  b  ecbiicbcnen  Recht 
Mb  durch  C  gellt,  so  aind  /'  und  U  I  unkli,  mier  t,lci  hscjtigtn 
Hjperbel  mit  dcu  Asymptoten  CX  und  ( l 


IKoHcr  Satz,   der  bei  Krsctxnng:  ' 
lograinm  ganz  allgemein  für  unglciib- 
bokaunt.    Mau  kann   ibn  ^eomoln- 
des  Pascai'sebcii  Sulitcs  auf  dos  ei ' 
QDtcr  X  Qud   }'  die  uneiidliclj 
werden. 


I   K    1.1    k    1  ir  I   r  »ralk 
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Zur  Abkürzung  wei'de  ich  die  gleicbseitigo  Hyperbel,  welche  CX 
and  CY  liQ  Asymploleu  bat  uuA  durch  die  Puukte  P,  <i  ...  hiudiinih 
geht,  durcih  das  Srabol  IT{V.\',  CY-  l',  Q  ...)  andeuten.  Weil« 
mag  (Jas  initlelst  Parallfleu  zu  CA'  und  CY  auf  der  Sehue  FQ  ab 
BiagonalG  beschriebene  Rechteck  als  „das  Asymptotenrecht^ck  I  Ct' 
der  Uyperbel  bezeichuel  werdeu.  Uiid  eudlich  werde  ich  zwei  Ge-  | 
rado,  die  wie  die  Diagüualeu  l'Q,  nnd  HS  dieses  Asymptotcorocbt- 
ecks  nach  verschiedenen  Seiteu  mit  jeder  der  Ayniptoteu  gteiulio 
Winkel  bilden,  in  Bezug  auf  C'^  und  CY  „antiparallcl"  zu  einandc* 
neuueu  '). 

2.  „Die  Tangeute  der  gloieha eiligen  Hyperbel  //(CJf,  CY;  f) 
im  Puukte  P  ist  antiparallel  zu  CP  iu  Bezug  auf  die  Asymptgteu"'- 

Wenu  mau  den  Punkt  Q.  (Fig.  1.)  der  Hyperbel  entlang  den* 
Punkte  P  fortwährend  naher  treten  läasl,  so  werden  PQ  und  ti^ 
immer  aüti]iaralIol  zu  einander  bleiben  iu  Ilezug  auf  die  Aaymtoli?!** 
PQ  in  die  Taugcuto  der  Uyperbel  in  /*,  RS  in  CP  ühorgoführt  wer- 
den. Es  ist  also  dieser  ebenfalls  aelir  bekauutc  Satz  eine  Folge  tl^^ 
Vorh  ergehenden '). 

3.  ^Wenu  luau  {Fig.  ü.)  die  Seiteu  /"ifund  PS  des  Asymptolco" 
rechtocks   /'(J   der   gleiehscitigen   Hyperbel   //(CA',  CY\   7',  Q)   un» 


I )  Wenn  man  ticn  blonderen  Choiuktcr  <lvr  von  Jen  conjugirh'n  Üurrb' 
mcaicrn  der  gleichseitigen  Hjperbel  e<l'il<lctB"  quadruliEchen  Invulution,  dacI* 
wcicbam  clio  A«ymplolcn  die  Tcil&ti'ublc^n  iiiid  tou  ilcn  vun  irgond  einaW 
Poure  cunjugirwr  Durchmesser  gubüdcleo  Scheitel winkelo,  hIs  bekannt  »n- 
niumt,  so  wird  oben  «lebender  Suti  auch  bewieien  mlitcliit  der  Bcmerkangi 
(Iaes  die  Gerudc,  vrvlche  C  mit  der  Mitte  der  Strecke  IfX  aerbindet,  ol«  »n 
der  Sehne  /'Ct  DODJugitter  DDruhmcseer  antiparullel  m  PQ,  i>l  in  Bciug  ftitf 
die  AsjoipluIeD  und  die  deebalb  mit  der  itveiten  UiHgonulo  des  Acy mptolvD- 
reüliiecks  PQ  znsBmmcnflLllE.  Da  oino  geometrischt  Bshandlung  des  Lehr- 
iloQi^a  itt\  Paacal'achDD  Suu  nnmlttelhnr  an  die  [irojet^tivische  Erztugang  der 
Kcgclacbuiite  festknüpft,  so  habe  ich  es  vorgezogen,  Jen  dieseis  SiiUe  ont- 
nommeDeD  Dcweis  kniudcnlen. 

In  leiner  Rllgcmeinen  Farm  f&hrt  der  Sutz  lur  Canitmctian  ciliar  Ufper* 
bei,  von  HuEiIicr  drei  Funkte  und  die  Rieblungeo  der  Aiymplolen  gcgcbea 
lind  („LEfuni  de  geom^trie  aniilj-liquo"  de  Briol  et  Bouqoet  dixiime  iStlitioDi 
livre  3,  cbapitrc  9,  eKcruice  4  et  lirre  3,  cbap.  3.  cxerc.   M). 

a)  Auch  dicier  Sali  folgt  am  dem  besonderen  Charakter  der  van  de» 
conjugirien  Durcihmcssoni  gebildeten  Involution.  Naeb  dieeem  wird  naub  di« 
Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  einander  unter  einem  gegebenen  WInkrl 
ichneidtndcn  Sehnen  der  glciehBeitigen  Hyperbel  aus  dorn  MitlclpunkCe  dJcMC 
Corvo  immer  unter  dem  nftmlichen  Winkel  gesehen  („Traild  de  g^ometrio  ani' 
Iftique*  du  PiqucI,  tome  I,  \  167,  exercice  S). 


^ 


MI'  drti  Inßtrionthnolen.  1)5 

ibre  tiyeuo  Luui^e  bis  in  7'  und  U  verUngert,  die  nenen  Endpankto 
TdBii  t' mit  C  verbiudot  unil  die  ScUnittpunkto  r  uud  »'von  CT 
ait.SCj  uii>l  von  CV  mit  RQ  bi'stiinmt,  so  lut  mau  in  r  uud  IC  zwei 
Panklc  da-  Tangente  in  /'  au  H(,CX,  CY;  /',  Q)  erhalten.  Uod 
migelielirt  liegt  Q  auf  dor  Hyperbel  //[CY,  fl';  P)  und  ist  I'VW 
Jiu  Tangeule  dieser  Curvo  in  i',  wenn  die  auf  der  angegebenen  Weise 
ui  P,  Q  and  den  senkrecht  anf  cinauder  siebenden  Geraden  CX 
BBtl  CT  borv  ergehend  eil  Punkte  V  nnd  W  auf  einer  durch  ^'  gehen- 
üeo  Gerade  liegen". 

Ist  y  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hypcrbtil  U{CX,  VY\  /'),  s(i 
(cht  nach  Artikel  1.  die  vfcgen  der  Ilmkelirung  des  Satzes  in  der 
Figur  nicht  augegebene  zweite  Diagonale  US  des  Asyiu  plu tun  recht- 
«fcs  PU  durch  C.  Wird  uuu  Cl'  vou  den  Seiten  t/.S  und  QU  in  r, 
"Dd  \\\  getroöeu,  so  folgt  ans  PH  —  liT  und  I'ti  —  SU  unmittelbar 
'i''**^  A'^'nud  lt',fi—  RW.  Und  diese  Itelatioaen  zeige»,  dass  l'\' 
BDd  /'ir  nach  Artikel  2.  mit  der  Tungeute  der  Hyiiurliel  in  /'  zu- 
•Mniiicnfallon. 

IH  uoigekehrt  wol  bekauut.  ilaaa  die  auf  die  angegebeuu  Weise 
nt  i;  Q,  CX,  (■-■>' abgeleiteten  PuuUte  1',  ir  mit  /'  in  einer  Ge- 
'*d«ii  liegen,  nicht  aber  dass  U  eiii  Punkt  der  gleich  seiligen  Hyperbel 
f(W,  er;  P)  uud  i'nr  die  Taugeute  dieser  Curvo  in  /'ist,  so 
Mm  man  wie  folgt  verfahren.  Die  Geraden  VU  nnd  TW  sind  panUlel, 
*•  Ik  ncgeu  der  Kelutioneu  PS  —  SU  uud  PR  =  RT  aulipai  nllcl  zu 
^^'H'Blnd  in  Bexug  auf  die  Äsyuiptoton.  Doshalb  ist  CU-.CW^ 
"y-.CT  und  da  auch  C'\'i  CT  =  CV,iCl'  ist,  so  ergiobt  sich 
CV:  CW  —  C 1', :  CP,  d.  h.  diu  Geraden  i  I ,  und  H  /*  sind  parallel. 
Alw  ist  das  Viereck  Pl't/r,  uud  cbouso  das  Viirctk  Uj/  WP  eiue 
^Ic;  anaserdem  sind  diese  Vierecke  dhulah  uud  ahulioh  Hegend 
''itileia  Puukle  C  ala  Ach  ulicbkcitsp unkt  uud  litgcn  deshalb  ihre 
^Dder  cntsprechcudcn  Mitlelpuukte  li  und  S  mit  C  m  einer  Oe- 
fivB,  d.  b.  CS  !;eht  die  gleichseitige  HypcrbLl  //((.  \,  CI ,  P)  nach 
^lid  1,  dureh  Q.  Offi-ubar  siud  dann  ejidlicb  auch  die  Geradon 
"f  nnd  Pl'W  anliparaUul  iu  Bezug  auf  die  Asymptoten  und  ist 
^''W  also  die  Tangeulu  der   gleiehaeitigen  Hyperbel  //(CX,  CY;  P, 

«)iBP. 

Uit  dem  Ange  auf  Artikel  2.  brauebu  ich  kaum  hervor;tubebeu, 
^  ich  mit  dem  Satze  dieses  Artikels  nicht  die  Anweisuu((  einer 
'^truetion  der  Tangente  in  eiucm  Punkte  der  gleit hseitigeu  Uy- 
^*bel  beabsichtige.  Vielmehr  wird  er  uns  im  Folgenden  die  Er- 
itBuiiig  einer  bestimmten  Geraden  als  Tangente  einer  bestimmten 
l™liieitigen  Hyperbel  in  einem  bestimmten  Punkte  erleichtern  '). 

S)  UtD  rergleichc  den  dritten  Abicbniiti  Artikel  31. 


''   I](j  Schoutt!   Utlitr  die  Carven  vitrler  OrdmiBg 

4.  „Eine  gleichseitige  Hyperbel  ist  fQr  irgend  eins  ihrer  PaAi 
1  einander  gegenüberliegenden   Punkten  /",,   P,  (fig'  ^O  der  0 

der  Punkte  /',  für  welche  die  Geraden  PI\  und  J'P,  nntiparallel  »ii 
in  Bezug  auf  die  Asymptoten". 

Da  die  BUachcl  der  in  Bezog  auf  die  zwei  oinauder  senkrec 
Bctincidenden  Geraden  CX  und  Ci'  itntiiiarallol  zu  einander  dar 
Pi  nnd  /j  gelegten  Goraden  /',  /'  und  l'^P  projectiviacli  sind ,  so  ' 
der  Ort  der  Punkte  P  ein  durch  i',  und  i',  gehender  EegelsdtnJ 
Ist  PiP  zu  CX,  resp.  CY  parallel,  so  ist  P^P  es  auch;  also  ist  i 
oraengte  Kegelschuitt  eine  glcichaüitigo  Hyperbel  mit  zu  CX  und  t 
parallelen  Asymptoten.  Endlich  sind  die  Tangenten  dieser  Cune 
den  Punkten  /*,  und  /",  beide  antiparallel  zu  i',/'g,  also  za  einonil 
parallel,  d.  h.  der  Mittelpunkt  C  der  Strecke  P,Pt  ist  Mittelpim 
der  Cnrve,  uud  diese  Curve  also  auch  die  gleichseitige  Hyper 
HiCX,  CY-,  P„  Pg)  *). 

5.  „Bewegen  die  Geraden  PQ  und  RS  sich  antiparallel  zu  g: 
ander  in  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Gerade  C'V,  and  ist  dies  i 
den  Geraden  Pii  und  TU  in  Bezug  nnf  irgend  eine  andere  feste  C 
rado  C'W  der  Fall,  so  ist  der  von  RS  und  TU  gebildete  Winkel  ■* 
unveränderlicher  Gri)sse. 

Sind  PQ  und  RS  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Asymptoten,  - 
und  TU  antiparallel  in  Bezug  anf  die  Achsen  eiuer  gleichseiüfi 
Hyperbel,  so  stehen  RS  nnd  TU  auf  einander  senkrecht". 

Lassen   wir   im  ersten  Teil   des  Satzes  an  die  Stelle   der  l 
gebenen  Geraden    PQ,  RS,    TL' ihre  durch  den  Schnittpunkt  CV 
CV  nnd  CW  (Fig.  4.)  geführte  Parallelen  CL,  CM,  CX  treten, 
ist   Wkl.  MCL  —  2  Wkl.   VCL   und    Wkl.   NCL  -  2  Wkl.  WC 


i)  Die  BümerkiiU),'.  dasa  die  Vcrbindungslioicn  P,P  und  P^P  Ton 
nnd  Pt  mit  irgfiid  einem  Punkte  P  der  Currc  Ä(C-Y.  Cl';  P,.  P.)  «npp 
nsniare  Sehnen  dieser  Curvc  iiind,  wenn  P,  nnd  P,  cinnnclcr  dinmetrnl  gtgß 
Oberlicgcn,  führt  in  Verbindung  mit  ileiu  besonderen  Charakter  der  InTolOtl 
der  conjugirten  Uurctioiesier  ebenfalli  inni  Boneiie  des  Salies,  wekher  in  S 
bokiinntcn  rncehnniauben  Probleme  der  Laterne,  die  miticlai  einee  Qbor  ■* 
nicht  eben  hoch  liegende  Funkle  gcspannlen  buls  gehoben  wird, 
iCrino  Einkleidung  gefunden  hnt.  Da  der  );eamelnicho  Weg  eher  ■ 
gegebenen  Beweise  führt,  habe  ich  diesen  Torgezngcn 

Man  TBrgleiebc  „Jaeub  Slcinet's   i,i.asiu[n<;1ce  Werke", 
441,  Sali  18,  UnkH  b) 


»Im  nach  Sublraclion  auch  Wkl.  MCN  ^  2  Wkl.   rC'ff»).    Und  im 
mittsa  Teile  des  Satzes  ist  Wkl.  VCW  =■  45",  alao  Wkl.  MCN=  90«. 

6.  ,J>ie  »ipr  ScUnitipunkte  eines  Kreises  mit  irgend  oinem 
Krgolschnitto  K  liegen  dreimal  auf  zwei  in  Bezug  auf  die  Achsen 
idh  K  zq  einander  an ti parallelen  Geraden. 

Der  Krümmungskreis  irgend  eines  Pnnktcä  F  (Fig.  5.)  einer 
glcichseiligen  Hyiicrbel  bestimmt  in  diosLT  Carve  eine  zum  Darch- 
nifMer  CP  lies  Punktes  /'  senkrechte  Sebnc  I'i^.  Diese  Bemerkung 
Glbrt  zu  einer  einfachen  Cünstruetion  des  KrUmmangskreisea,  indem 
der  ErUmmuagsmittelpnnkt  Mp  und  C  das  eine  Paar  und  P  und  die 
Üilte  il  von  ru  das  andere  Paar  Gegonecken  eines  Parallelograrames 
Höon")"- 

Den  bekannten  ersten  Teil  dos  Satzes  beweist  man  geometrisch  am 
leichtesten  miltolsl  der  von  den  beiden  Curven  auf  der  unendlich 
feraeu  Gerade  g,,  bestimmten  Involution.  Man  erblickt  nämlich 
miDiittelbar ,  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  den  Achsen 
»Dil  K  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind.  Denn  diese  Doppel- 
puukte  sind  erstens  auf  g.y,  harmonisch  getrennt  von  den  unendlich 
f«meii  Puckteu  von  K,  also  auf  3«  conjugirte  Punkte  in  Bezug 
luI  K,  d.  h.  Schnittpunkte  von  g„  mit  conjugirten  DurchmcsHom 
tm  K.  Aber  ebenso  sind  die  Doppelpunkte  zweitens  Schnittpunkte 
""•?«  mit  conjugirten  Durchmessern  des  Kroia  es,  d.h.  die  Doppel- 
pnuiitc  liegen  in  auf  einander  senkrecht  stohonden  HJi'htungeu  auf 
f«.  sind  also  die  unendlich  fernen  Punkte  der  senkrecht  auf  ein- 
"oder  stehenden  Durchmesser,  der  Achsen  von  A'.  Und  hieraus  folgt 
•"OD  weiter,  dass  joder  Kegelschnitt  des  von  A'  und  dem  Kreise  ge- 
liildeien  Büschels  3»  in  zwei  Punkten  schneidet,  deren  Vorbindungs- 
•üiie  mit  irgend  einem  Punkte  im  PIndlichcn  in  Bezug  auf  die  Achsen 
^on  A'  zu  einander  nntiparallcl  sind ;  was  dann  auch  gilt  für  die  drei 
"  Getsdenpaare  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels"). 


i)  Hitraus  folgt  auch,  ilnss  ilie  inci  DurchmesBer  Ton  irgend  iwei  gteivh* 
**)Upi>  Hyperbeln,  wdcbe  ciaer  nämlichen  Richtung  conjugin  lind,  t<n»nder 
^tiT  6in«m  Dicht  von  dieicr  KieUfung  abhnngonden  Winkel  schneiden  (Pk- 
IWlk  •.  0.,  lomc  I.  }   167,  exercice  9). 

<)  Schon  «la  ich  iümc  Constriiciioii  Ungst  gefunden  hatte,  bemerkte  ieh, 
'"■  tl<  larkommi  in  A.  MilinoH'ski'fi  .^Elcmctitar-synthctiicha  Geometrie  der 
ttadudtigcn  Bypuibcl",  Seile  55,  Artilc«!  84. 

T)  Dtr  kiialytim-be  Beneii  dec  äalzea  folgt  sog  dar  BiMDerkung,  ilaiü  die 
"Wctinng  >'^94-tv=T0  rt—  K"—'!"-^'''-"  .lurch  die  Schnillpunkte  dei 
e>e*beiini   M)tUt(iniikBkegcl.-  '  |   %*-)-C  =  0      mit    irgend 


:    Ueber  die  CarvtH  tiierttr   Ordntn^ 


If&ch  dem  DUii  bewiesenen  ersten  Teile  des  Satzes  ist  die  Set 

1  PQ,   welche  der  KrQromnngskrpis  im  Paukte    P  von  irgend  ein 

h  Ki'gfl schnitte  in  dieser  Carve  bestimmt,  aotiparallel  zu  der  Tange 

in  r  in   Bczng  auf  die  Achsen   des  Kegelschnittes,   was  dann  ai 

[  schon  Steiner  zur  Bestimmniig  des  Erümmungsmittelpunktes  verwcn 

[  bat  *).   Aber  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  fUbrt  die  Anwendung 

'  »weiten   Teiles  des  vorhcrgehcDdcn   Satzes  auf  die  oben  angedenl 

k  Lage  der  Sebne  l'Q.    Ist  nun  weiter  M  die  Mitte  von  PQ,   so 

1  CA/  als  zu  der  Sehne  l'Q  conjugirler  Darchraesser  antiparaUcI  in 

'  in   Bezog  auf  die   Asymptoten  und   also  auch,   da  CPauf  PQ  se 

I  reebt  steht,   antiparatlel   zu    CP  in  Bezug  anf  die  Achsen.    Ebe 

T  ist  CP  antiparallel  zd  der   Normale  PAfp  in  Bezug  anf  die  Ächi 

da  Cp  antiparallel  ist  zu  der  Tangent«  ia  Pin  Bezug  auf  die  As) 

'  ptoten.    Also  sind  CM  nud  PAfp   beide  antiparallel  zu  CP  in  Be 

t  auf  die   Achsen  und   deshalb     zu   einander  parallel.     Da  nun 

Punkt  Afp  offenbar  der   Schnittpunkt  ist  von  der  Normale  P.Hp 

der  in  jif  auf  PQ  errichteten  Senkrechten  Jf.W),,  so  isl  ebenfalls 

zu  iIMp  parallel  und  PVAfAfp  ein  Parallelogramm. 

Ist  nun  von  /f  ausser  den  Asymptoten  nur  der  Punkt  F 
k  geben ,  so  findet  man  den  Krttmmungsmittolpunkt  folgcndcrmaass 
t  Han  errichtet  in  P  eine  Senkrechte  auf  die  Verbindungslinie  voi; 
I  mit  C,  sucht  die  Mitte  Af  di:r  von  den  Asymptoten  anf  dieser  So 

rechten  bestimmten  Strecke  PiP^  und  macht  die  Strecke  AfAfp  gl« 

und  parallel  zn  CP. 

Die   von   Steiner  gogebono   Construction  dos  KrUmmnugsmitt 
Punktes  wird  illusorisch,  wenn  P  einer  der  Scheitel  der  glcichseitij 


[  einem  I^reiic  yi  ^  x^ -i- y* -i- Px -\- (iff -\- R  =^  0  offenbar  kein  Glied  xy  i 
t-hftlc.  Denn  wenn  die  dns  Glied  zy  nicht  enihaltende  Glcichang  F=0  ia 
F  Gleichungen  ni,i  +  ii,_y-|-p|  =  0  rnd  ni,i-)-n, jr  +  /j,  =  0  icrlSllt,  bnt  i 
<,n,  :=  U,  d.  h,  die  lieidcn  Geraden  tiii-\-ny-\- p  ^=  o  liod  ■ 
I   parkllel  in  Benug  anf  die  Achten. 

Einen  «nderen  Beweis  giebl  Snlmon  („A  trentiie  an  conic  iccIioDi*,  li 
ediiion,   Art.  244). 

Ans  dieser  (jnelle  fliessl  nach  die  Lflmng  d«  ProblemeB,  welches  i 
[  MBt,  du»  die  Teilstrahlenpniire  der  von  den  Gegen icitcnpaiiren  eines  Kt 
\  TiCKckl  gebildclen  Scheitelwinkel  drei  zu  drei  pamlle]  sind  (Brioc  et  Bnoi 
livre  I,  chnpiire  3.  excrciee  II,  oder  in  der  nriprOiieUfhen  Fbisu 
I    Steiner,  n.  *.  0.,  cnter  Band,  Seite  198,  SkU  T). 

Man  vergleiche  Buch  „Die  Geometrie  der  Lage"  von  l)r,  Th.  Reye, 
'   Auflage,  1.  Ableilan^,  Seite  18t,  Aargiibe   II!). 

S)  Sleiner,  a.  a,   0.,  iwcitec  Band,  Seite  IT,  Safcc  6). 


mV  drti  Inßtxianikaoitn. 

Bjperbel  ist  Für  diesen  Fall  ergibt  meine  ConstmcÜoD ,  ilass  der 
KrtmDUiDgBradJDa  dem  Radios  Yeclor  CP  gleich  ist. 

Dnrrh  irgend  einen  Pankl   U  von   If  gehen  drei  ihrer  Krllm- 
nwigglcroise.    Denn  der  auf  CQ  als  Durchmesser  boscbriebcno  Kreis 
vcliddct  ff  ausser  Q  noch  in  drei  Pnnliten. 

7.  „Die  Betrachtung  der  Ellipse  als  Projoction  des  Kreises  and 
er  angleicbseitigon  Hyperbel  als  Projention  der  gl  eich  sc  iti  gen  Hy- 
orbd  ftUirt  zur  Konotnisa  der  Krömranngshalbmosser  des  Mittel- 
'«nkUkcgclschnitlos  in  seinen  Scheiteln". 

Ist  E  (Fig.  K.)  die  gogebono  Ellipse,  Kr  der  über  ihrer  grossen 

Lclue  AB  als  Dnrchmesser  beschriebene  Kreis,  sind  1',  und  l\  ein- 

jnia  entsprechende  sich   in   l'  auf  AB  projicirendo  Punkte  dieser 

Ccmeo  nnd  schneidet  der  darch  /',  gelegte  Kreis,  welcher   K  iu  A 

l>erthrt.  die  Achse  zani  zweiten  Male  in  Q,  so  hat  man  Al'.I'Q  = 

-fi'?  und  AP.PB  =■  /"/"i*,  also  dnrch  Division,  wenn  «  und  /-  wie 


KOWAhnlicb  die  Halhachseu  von  li  andeuten, 


I'Q       b* 


PB 


-,.    Ersetzt  man 


nun  die  Punkte  P,  und  A  durch  einander  entsprechende  Punkte  von 
■*■'  und  Kr,  deren  gemeinsame  Projection  /'  dem  Scheitel  A  immer 
niber  rückt,  so  findet  man  an  der  Grenze  l'dr  den  ErUmmuugslialb- 

mcwr  An  der  Ellipse  K  in  A  den  Wert  -.  Ebenso  tinJol  man  mit- 
''itit  des  aof  der  kleinen  Achse  von  K  als  Durchmesser  heschriobonen 
Krojses,  wobei  mau  allerdings  den  Kreis  als  die  Projection  der  Ellipse 
n  betrachten  hat,  für  den  Krttmmungabalbmesser  ff*  der  Ellipse  in 

äen  Endpunkten  der  kloinen  Achse  den  Wert  ^■ 

For  die  reellen  Scheitol'  der   Hyperbel  findet  man  mittelst  der 
I^niiirkuog  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels  ant'  ganz  gleiche 

Weise  die  Relation  lU  =  -  .  Dabei  hat  man  die  uii gleichseitige  Hy- 
PMbdl  als  Projection  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  gleicher  re- 
tll«!  Achse  zn  betrachten  oder  umgekehrt  die  gleichseitige  Hyperbel 
^  Projection  der  ungleichseitigen,  je  nachdem  diese  letztere  Curve 
tastrhalh  der  scharfen  oder  innerhalb  der  stumpfen  Scheitelwinkel 
'^t  Asymptoten  enthalten  ist "). 


<*)  leinen  mehr  allgemcii 


■  120  Stioutti  tM*r  £■  QfTOM  »ürUr  <Mitu»g 

„Die  Fiisspunktß  der  Xormabn,  wetcho  man  von  einem 
F  gttbctivn  PuiikU'  /'  auf  einen  gpßebpneu  MiUolimuUtskfgclscLnitl 
I  fülJßu  kann,  sind  liio  SchiiitI punkte  von  Ä"  mit  einer  durch  /•, 
1  Uliendlich  fern;ii  Puukto  A  und  IS  dtT  Achsen  von  K  und  den  S 
Stclpnnkt  C  von  A"  gehenden  gleiehseiligen  Hyiierbd.  Uuii  nnigeki 
I  schneidet  jcdu  gl-ichseitigo  Hyporbi-l  durch  .1,  B,  V  den  gegebc 
I  Kt.'gelBi;Iinilt  Ä'in  vier  Punkten,  wofür  die  auf  K  errichteten  Nortni 
kf  dnrch  einen  Pniikt  gehen". 

Dieser  dem  Apoüonius  von  Perga  (247  v.  Chr.)  zageschrieb 
I  Satz  wird  leieht  geometrisch  bcBiesou,  Ist  Dämlich  F(i  (Fig. 
k  irgend  eine  Gerade  durch  l'  uul  C'Q  der  Durchmesser  von  K,  \ 
I  cbAT  in  K  dem  senkrecht  auf'^U  alnhenden  Durchmesser  conju 
1  ist,  80  bilden  die  Strahlen  P(l  und  CQ  zwei  projectiviscbc  BUse 
I  und  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  Q  von  PQ,  und  C(i  also 
I  durch  /'  und  C  gehender  Kegelschnitt,  der,  wie  inan  anmittolbar 
]  blickt,  aneh  dnrcli  die  uuäudlich  fernen  Punkte  A  und  U  geht.  D 
[  Cnrve  ist  also  eine  gleichseitigo  UiTicrbcl,  deren  Asymptolea  zu 
'  Achsen  lou  A'  parallel  sind.  Und  die  Schuiltpuuktc  dieser  Ci 
I  mit  A'  sind  offenbar  die  Fusspuukto  der  von  /'  au  K  möglit 
L  Tangenten  '"J. 

umgekehrt  schneidet  jede  gleichseitige  Hyperbel  durch  .-1,  l 
['die  gegebene  Curve  A'  in  vier  Punkten,  wofür  die  auf  K  erriebti 
f-  Normalen  durch  einen  Punkt  gehen,  bt  nlmlich  i'der  Schnittpi 
I  der  Normalen  au  A'  in  zwei  der  vier  Schnittpunkte  von  A'  mit  di 
[  gleichseitigen  Hyperbel ,  so  hat  die  dem  Punkte  /'  zukommende 
I  pcrbi-l  des  Apollüiiius  schon  fUnf  Punkte  mit  der  augenorami 
I  gluichseitigeu  Hyperbel  gemein,  und  fallen  alHo  die  hcidcu  Cm 
I  üusammeu  >')- 


lU)  Eine  nK^iknürüige  ^Äbtuiiung  dicicr  [Ifi>crbcl  gab  Poncdel  (,T 
t  fTo\mi\(s  iirujurtivM  de»  liguvci",  2»*  i'iiition,  lunic  I,  ntt  498). 
Jede  Hyperbel  iles  ApnlUinlns  isi  dem  uncigcDilicben  Foldroicck  ABC 
\  K  ongcBchricIieii  nnil  cntlült  nlio  die  Eckpunkte  einer  «infitch  unendli 
\  Anuhl  von  rolilroickeii  ron  K  (Heye.  n.  n.  0-,  I.  Abteilung,  Seile 
I  PicqDct,  n.  n.  O,,  iDDiG  I,  §  1113— aiG),  Die  Seiten  dieser  Foldreiccke 
rn  eilte  Pnrntiel,  die  Polnrtignr  der  Hyperbel  van  Apullonins  in  Bciug 
I  K  („Ele mental-- jynlhclisthe  Geoineiric  der  KegilBohnitte"  von  A.  Hilinui 
[  SiEx«  und  Auf^nben,  Nr.  90— Bü). 

11}  Die  lifi)  versthicdenen  Punkten  Pdct  Ebene  lukoramendcn  Uypei 
I   dei  Apdllunlu«  bilden  i-in  Ncti  mit  drei  BiiBiepunkten,  den  Funkten  A.  B 
se*  Tütn  iei   WkiiTinilirb   lum  ebenen   Systi;nic   der  Punkie  P  proji-ciiT 
«4  ändert  sich  und  seine  VcrwendlsdiiCt  znm  ebenen  Systeme   der  Pu 


Die  Pniikle   Q  einer  Kogobencii  gleichseitigen  Hyperbel  U 

Dit  lipDi  Mittclpuuktc  C  (Fig.  80.  für  ilcri'ii  joden  dio  Tnngcato 
m  der  durch  linen  gcgithcncii  Tunkt  /'  geführten  (icrttden  QP 
titl[iarn1lL-I  ist  in  Bczu;;  anf  irgend  einen  Durchmesser  CH,  HÜitl 
ic  Scliaitl|miikto  von  If  mit  uinem  durch  C  und  /'  gehendem  Krt'iso. 
Dwl  umgekehrt  sclincidet  jediT  durch  C  gehende  Kreis  diu  Curvc  tt 
tu  viiT  Punkten  Q,  fftr  welehi'  die  zu  don  Tangenten  q  in  Ite/.ng  auf 
C/t  anliparalld  durch  Q  gelegten  Geraden  durch  einen  bestimmten 
Ptwkt  dieses  Kreises  gehen". 

Sind  C.X  nnd  CK  (Fig.  0,)  die  Asymptoten  der  gegebouo»  gleieli- 
wütigen  Hyperbel  //,  ist  J'  der  gegebene  Punkt  und  (.7;  (]cr  gegvbene 
Duichmcsser,  &o  suchen  wir  den  Ort  des  Schnittgmuklcs  Q  von  jeder 
diirdi  P  gi'lienileu  Geraden  P(i  mit  dem  Durclirausser  t'y  von  //, 
lelchiT  dem  xa  I'U  in  Bezug  auf  CR  antiparallelen  Durcbme^aor  CS 
*wi  ff  conjngirt  ist.  Nun  lindct  mau  leicht.  J«ss  der  Wiukel  l'HV 
WistsDt  ist,  denn  da  Itt  und  CS  antiparallel  sitiil  in  Ilu/ug  auf  Cl/f 
CS  uuri  (.Q  antiparalM  sind  in  Bezug  anf  C'.Y,  su  ist  nach  Artikel  f). 
fniaier  Wkl.  J'QV  =  2  Wkl.  ÜCX.  Also  ist  der  Ort  der  Puukto  Q 
*ii  Unrcb  C  und  P  gehender  Kreis ").  Da  nun  die  Scbniltpuukto 
fcu  H  mit  diesem  Kreise  nach  der  Entsteh uiigsweiso  vou  dicvcu 
ohnbar  die  in  dem  Satze  augedeutelcn  Punktu  Q  sind,  und  umgekehrt 
jal«  Ponkt  Q  des  SaUea  dem  gefundenen  Kreise  angtdiOreu  muss, 
iil  der  erste  Teil  dos  Satzes  bemesen.  Und  die  Umkehrung  wird 
E*Os  10  behandelt  wie  Jene  des  vorhergehenden  Satzes  "), 

2nr  ÄbkOmnng  nennen  wir  dio  durch  den  Punkt  il  von  // 
(^g.  K.)  in  Bezug  auf  Cli  zu  der  Tangente  q  von  II  in  Q  nnli- 
pnllele  Gerade  QfiiM  „AniJ-Normalu''  vun  II  in  </  für  CH.  Uud 
^  Curve,  welche  von  dieser  Anti-Normale  eingehUlU  wird,  wenn  H 
^  glcicbstiiltge  Hyperbel  // duTcliianft,  mCge  hiermit  in  Dobercin- 
■UniMgtig  die  „Anti-Evolute"  vun  //  fUr  CH  hcisscu  ";.    Diese  Anti- 

"tichl,  wcim  min  ilie  Acbi>rn  ron  K  m  dem  ntmticbm  Mai>*e  vcrgiAwcrl 
''^  Vtrkicincit.  Man  TFrtjIdchv  Steinvr'i  Abfianillang  .Ufber  >lgcbral*cbe 
Csrien  anri  Fltrlicn",  «.  ».  O-,  iweiwr  Barnl,  Sciw  «ST). 

t>)  Wton  oiitn  auf  du  Zoichm  der  Winkel  acbtd,  ao  ritlit  nun  un- 
^««llnr,  ilsu  die  ma  TcrKbinlcDHi  Scitrn  *oa  fT/"  IwtcMiJcn  KiciaMgnMBI«, 
Xldit  BMO  rrhUt,  «irilicb  riiMB   Vottkitii  bndtn. 

13)  Dl«  dco  TCocbiedenea  Punklen  P  itt  Kbcne  inkununmdcD  KnJM 
■"^W  »bcBfaD»  ein  des  ebcoca  SytUaia  dar  Panlire  7' projeiilriMbri  Hh«, 
'*■  M  (Ulli  •eine  VtrmwdudiaA  an  din«m  rheaen  SjauiM  nldil  Initm 
^«»»B  die  gtrwkvkigc  lljfnW  //  *<fl»  C«atnB  C  aa>  )•  Ir^nd  «Im« 
*•*»  >rrp4«t«t  oder  «aUdncn. 

H)  OI«kKh  «MC  Aas-lMnMk  ml  AoO-Evotau  d 
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Schoi 


:  iithtr  die  Curvtn  v 


r   Orrfnt. 


btcl  woi^^l 
ladicn  Vt^H 
immten  ^^H 


vEvoIutca  können  nacb  Artikel  5.  uifoDbar  ancb  beirachtcl 
(die  EiobUllendcn  der  Geradeu,  welche  die  centralcQ  Radien 
1  den  Funkten  von  //in  diesen  Punkten  unter  befltiminten 
Bbcstimmton  Sinne  gezählten  Winkeln  schneiden. 


3.    „Die  Anti-EvolntCD  von  H  in  Bezng  auf  ihre  vcrBchiede»* 
DurcbmoGBer  CR  sind  conceutrische  und  einander  ähnliche  Corvexi 

Ist  CR  {Fig.  10,)  irgend  ein  Durcbuicsser  und  CD  eine  Act» 

Btou   H,  sind    (J  und  ii'  zwi'i   an  einander  grenzende  Punkte  diev 

Icurvo,  (lll^   und   (i'ff,   die  Änti-Normalcn  von  Um  Q  und  «'  f 

weit,  und  sind  QD^  und  (^'D,  die  An ti -Normalen  von  H  in  Q  und   ' 

Vfttr  CD,  so  liegen  einerseits  dio  Punkte  C,  Q,  Q\  Ji,  anf  einem  Kreifl 

Ida  Wkl.  HjQC  =  Wkl.  ff,c<!'C(=  2  Wkl.  HCJf )  ist,  und  andereraei 

Kdie  Punkte  C,  Q,  Q\  D„  daWkl./>,(^C-.Wkl. /J,<i'C(=2Wkl.ÖCJ 

Krecht  ist.    Beim  GrcnzUburgango  des  Zusammenfallens   der   Punk 

Xq  und    Q'  liegen  also   die  dem  Punkte    Q   von    //  entspreohcail« 

■  Punkte  ifj  und  J),  der  Anti-Evoluteu  für  CR  und  CD  so  auf  eise 

I  durch  C  und  U  die  ^  in  Q  berührenden  Kreise,  daas  die  KreisbO^« 

[  CKi   und   CD,   in   Graden  fortwährend    die    nämlichen  Werte  b* 

k  behalten,  wenn  (i  sich  der  H  entlang  bewegt-,  denn  man  findet  » 

mittelbar  Bog.  f«,=4  Wkl.  /^C'A'nnd  Bog.  t'0,=4  Wkl.  OCX—ie 

Und  liieraus  folgt,   dass  die  Anti-Kvolnte  für  CR  ans  jener  fOr  C 

abgeleitet  wird,   indem  man  diese  letztere  um  C  Über  einen  Winft 

=  2   DCR   dreht   und   zur   selben   Zeit   ihre   von    C  ausgehenj. 

Radien  Voctoren  durch  Mnltiplication   mit   cos2Wkl.DCK   vcrkl-« 

nerl  "■}. 

Die  Anli-Evo!utc  von  If  in  Bezug   auf  die   Aebse  CD  ist  n*> 
(ihrer  Entstohungsweise    die    erste    negative    Fusapunktencurve    »< 

1  Bezug  auf  dun  Ceutrnm  C  Also  ist  die  Auti-Evointe  von 
Lin  Bezug  auf  CH  die  erste  negative  Fussii  unkten  cur  ve  von  der  gloi^ 
E  scitigeu  Hyperbel ,  diu  man  durch  Drehung  von  H  um  C  tlbcr  d' 
I  Winkel  ^  2  DCJi  und  Verkleinerung  der  Durchmesser  iwtW 
■AlnltiplicatiOD  mit  cos  2  Wkl.  DCJi  erbäit  ebenfalls  in  Bezug  »^^ 
l'CBDtmm  C.  ^H 


f  bilden   Vau  dor  Quaci -Normsie     und    Qunsi-Evolutc    (gAnnljtiiehc    Oeonel) 
r  höhrren    Ebenen  Curven"    von    G.  Salinun  ,   dtuWüli  von  Dr.  W.  Fiodlt 
■A  Anflago,  Art.   lOb).  so  acble  ich  Biieli  der  Merknllrdigkeit  des  liceoQdan 
\  FalUi  wcgcD  doch  berechtigt  einen  neuen  Namen  eininfatiren. 

\i)  lieber   die  Anwendung   dieeer    Multiplicution    vergleiche    oitii    Jnli 
L  Feierion'«  in  fni   att«   modernen  Spracben    nberietices   Wcrkchen    , 
und  Theorien". 


mit  dni  In/Urianihiottn.  fSS 

Du  Kürze  wegen  deutcMi  wir  im  Folgeai]i>ii  die  Carvc,  welche 
sat  riner  get^i'Iicuea  Mitlelpanktscunc  t>  durch  Drehung  om  den 
Mitlelpankt  im  Sinne  der  Ubrbencgung  Ober  den  Winkel  a  und  Molti- 
pliwSon  der  cenirakn  Radien  Veeturen  mit  m  abgeleitet  wird,  mit- 
tel Et  des  Symboles  tf>(«,  m)  an.  Es  ist  dann  die  so  eben  gefundene 
glKcbscitigo  Hyperbel  als  //(!'  Wkl.  DCR,  co8  2  Wkl.  DCIi)  m  bo- 
zeidaeu. 

Die  ÄDti-Kvolute  von  //  in  Iie<tag  auf  die  Achsen  ist  in  Fig. 
11,  vorgestellt;  sie  hat  in  der  Riclituug  von  jeder  der  beiden  Asym- 
pUitOD  vuu  //  eiuen  parabolischen  Ast  \on  bcsenderer  Desehaffenheit ; 
vir  l^omnien  im  folgenden  Aliscliuitto  auf  diese  nicrkwilrdige  Curvu 
znrtck  "J. 

11.  „Ersetzt  man  eine  ungerade  Anzahl  der  Schnittpuukto  von 
^ncm  Mitleliiuuktsbegclscluiillu  A'  mit  irgend  einer  glcicliscitigcu 
HjTiTbel ,  deren  Asymptoten  nu  den  Achsen  von  K  iiarallol  sind, 
durch  die  ihneu  in  K  diametral  gegenüber  liegenden  Punkte,  eo  cr- 
l**lt  man  rier  Punkte  eines  Kreises. 

£r^tzt  mau  eine  ungerade  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  einer 
KleicbBeitigea  Hyperbel  )l  mit  irgend  einem  Kreise  durch  die  ihnen 

4  diametral   gegenUber  Hegenden    Punkte,   so   erhält   man   vier    i 
"öuhtc,  die  80  mit  einander  zusammenhangen,    dass  joder  von  ihnen    . 
Bor  HObeuschnittpunkt    ist    de»   von    den   drei   anderen  lieNtimmleu 
Örsiecits". 

Ist  von  den  Tier  russpeukleo  <V„  iV,,  ,V„  N^  (Fig.  11'.)  der  ans 
'ficnd  einem  nnbekaunten  Punkte  auf  A'  ku  fällenden  Normaleu  nur 
^fl  VerbindungHlinio  ]•  von  zwei  aus  ihnen  gegeben ,  so  findet  man, 
■^■ch  den  schCnon  Untorsuchnngen  Joachimsihiils  ";,  die  Verbiuduogs- 
'*'iio  p'  der  beiden  anderen,  wenn  man  zum  Pole  l'  von  p  für  K  don 
*  Bezng  auf  das  t'entrnm  C  syrametriaeh  liegenden  Punkt  /','  bo- 
"^tioiBit  nnd  die  senkrechten  Projectionen  dieses  Punktes  aul  die  Achsen 
^OB  K  mit  einander  verbimlet.  Dabei  ist  dann  die  supplementaru 
oeliiH;  A^i'iVi  von  .y,Ai  pM-allel   zu  Pi'C,  also  antiparallol  m  N^N^ 

14)  Mit  Vcnreiiang  auF  Artikel  97.  ti«iiierke  ich  hisr  nur  noch,  ilaN 
^ta  io  den  Bichlnngeii  der  Aijiaptoiuo  too  H  tlnifenärn  RrrahrunKt[Tunkt<  il*r 
ineBdIUh  fKrcen  Ger.iJEn  mit  ilcr  Aali-Bvolat«  ll<lrkkihr]>nnkl(t  iliriu»  Clin* 
■"■d.  wu  lieh  dadurch  lenlt,  •law  ilio  Ixiden  einer  nimllchcn  Atyinplnl*  '"tf 
3  tiik0mmcni]eii  Aesi«  in  enigFgciigtMUiai  BicbluDgcn  In'i  Unciiilliah«  far- 
•CbttindcB. 

IT)  .Cfber  die  üorma]«o  iler  BllipM  and  An  KUiptuldi*  (Crall***  iv— 
Mllltr  rata«  und  >ng««>ndu  H»llk«Mlik,  Basd  XXVI.  BclM  ITI). 
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in  Bezug  auf  die  Achsen  von  K,  mid  sind  doshalli  die  Punkte  | 
Nf,  Nu,  iVi  nach  Artikel  6.  vier  Punkte  einos  Kreises.  Und  d  . 
bleibt  offenbar  der  Fall,  wenn  man  noch  Kwei  der  Punkte  A',,  Aj,  jV* 
ilnrch  die  ihnen  diametral  gegenüber  liegenden  Pnnkle  von  K  er* 
sctüt. 

Dieser  bekannte  Joachimstharsckc  Satz  ist  aber  einer  ErweiterooB 
fähig.  Was  nach  dem  Obigen  von  den  vier  Schnittpunkten  desMittcl- 
iiunktakegelscliDittea  K  mit  irgend  einer  seiner  Hyperbeln  des  Apollo- 
uins  gilt,  das   kann   auch  von   den   vier  Schnittpunkten  von  K  mi' 
irgend  einer  wohl    dnrch    die  unendlich  fernen  Endpankle  A  uud    ^^ 
der  Achsen  von  A',  nicht  aber  durch  das  Contmm  C  von  Ä'  geboo- 
don  gleichseitigen  Hyperbel   behauptet  werden.    Zum  Beweise  dSesöT 
Verallgemeinerung  bemerke  ich,  dass  dio  gleichseitigen  Hyperbeln  des 
von  deu  Punkten  A,  Ü,  A',,  A'i  als  Basispunkte  bestimmten  Büscbolfi 
in  A'  eine  «luadratische  Involution  von  Punkten  .V„  A,  eiuschueid-CUi 
welche  auch  von  den  parallelen  Strahlen    eines  Strablenbüschels  m*' 
unendlich    fernem   Scheite!   getragen  wird.    Indem  nämlich  jede  q«xi»>-  | 
dratiache  Involution  auf  A"  von  einem  Strahlenbüschel   erzeugt  w^M" 
den  kann,  so  enthalt  dieser  BliBchel  in  unserem  Falle  die  unendl»*^" 
ferne  Gerade ,   da  diese  mit  der  Geraden  AjA'*   eine  Curve  des  ^*<*' 
Bchels   bildet.     Es    führt   also  die   Erselznug    der   durch    A',  und     -^^' 
bestimmten  llj-pcrbel  des  AjioKonius  durch  irgend  cino  Cnr\-o  des  v"**" 
,■1,  U,  Aj,  ^\  beBtimmteu  Büschels  nur  zu  einer  parallelen  Verscl».»^' 
bung  der  Geraden  p  und  also  auch  nur  zu  einer  parallelen  VcrBcl»»^* 
bung  der  Geraden  A','A'„  was  nach  Artikel  6.  die  Lage  der  vier  Piiul^*^ 
A'  auf  einem  Kreise  nicht  aufhcbL 

Sind  weiter  A'„  A'„  N^,  A'j  (Fig.  13.)  dio  Schnittpunkte  der  ^^ 
gebeuen  gleichseitigen  Hyperbel  //  mit  irgend  einem  Kreise,  so  si-  **, 
die  Sehnen  A',Aj  und  AjA'*  nach  Artikel  6.  antiparallel  in  Bezug  i»'*^ 
die  Achseu  von  H  und  ist  dies  mit  den  supplementären  Sehneu  JV,  -^^^ 
und  A'i'A',  nach  Artikel  4.  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von  H  d^* 
Fall.  Also  sind  nach  Artikel  5.  die  Sehnen  A','Aj  und  AfsA*  zuei**r 
ander  senkrochL  Und  da  dies  von  deu  Sehneupaareu  ^Vj'A'a  a«»*-* 
A',A'4,  A'j'A't  und  A'jA'j  ebenso  bewiesen  werden  kann,  habeu  4*^ 
vier  Punkte  A','.  A'j,  A'j,  J.V4  die  im  Satze  angegebene  merkwürdig'^ 
Lage. 

12.     „Wenn    eine  gleichseitige   Hyperbel    einem    Dreieck    umge'        ! 
schrieheu  ist,  so  geht  sie  auch  durch  deu  Schnittpunkt  seiner  HOboB. 
Ist  das  Dreieck  reciitwinklig .  so  berühren  also  die  nnigoschriebenou 
gleichseitigen  Hyperbeln  im  Eckpunkte  dos  rechten  Winkels  alle  die        I 
^OQ  diesem  Punkte  auf  die  Hypotenuse  go^Ute  Soukrocbto".        .^^^k 


il  drti  hfieiinuhioltii. 
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or  bekauDtc  Satz  '^)  ist  eine  DDmittcIbare  Folge  des  iwcil«a   ' 

Teili's  des  vorhergehenden.    Es  liegt  nämlich  iu  Fig.  13)  dpr  dem   i 
Punkte   A'i    der  gleichseitigen    Iljjicrbel    If  iliametral  gegenüber  lie- 
gende Punkt  jV,'  ebeufalls  auf  //,  und  dieser  Punkt  ist  der  Scbnitt- 
pnnkt  der  Höhen  des  Dreiecks  NjX^Kt. 

Beitäuüg  bemerke  ich,  dass  diese  Betrachtungen  fDr  den  Ort  der 
Uittelgmokle  der  einem  Dreieck  uuiachriebenen  gleichsciti^-cii  Hyiicr-  ] 
belli  den  KeuDpnnktskrela  dieses  Dreiecks  liefern. 

13.  tfiie  Polarfignr  einer  gleichseitigen  Hyperbel  IT  iu  Bezog  I 
«af  irgend  eine  andere  concentrische  gleichseitige  Iljpcrbel  //,  ist  i 
*ieder  eine  coDcenlrische  gleichseitige  Hyperbel  Wj.  Die  reelle  Achso  I 
von  Iff  ist  antijiarallol  zu  der  reellen  Achse  von  /f  in  Bezug  auf  dio  I 
AcbiieD  voll  //,,  und  ihre  Grösse  u,  ist  au  jene  a  und  n,  der  reellon  J 
Adiseu  von  //  und  //,  gebunden  durch  die  Gleichung  na»  —  u,*. 
Ist  H^  =  IHa,m),  so  ist  /;,  =  //,(tt,  m)  =  W(2a,m").  Uud  bell 
iliosem  Uebcrgange  von  !I  zu  V/,  mittelst  Drohung  und  Multiplication  1 
Mitspricht  dem  Bcrahrungspunkte  irgend  einer  Tangente  vo 
^'irklich  der  anf  //,  liegende  Pol  dieser  Tangente  iu  Bezug  auf  //(. 

Nimmt  man  bei  einer  gegebeueu  gleichseitigen  Hyperbel  //  noch  I 
^e  beiden  Cnnon  an,  in  welche  H  Uhorgoht,  wenn  man  sie  iu  iiosi* 
övem  und  negativem  Sinne  um  ihr  Centrum  C  ura  den  Wliikol  1 
*on  iX>"  dreht ,  so  erhält  man  drei  Curveu,  die  zu  einander  iu  der  ■ 
"^sonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen  Iu  Bezug  auf! 
^'Bend  ciue  der  beiden  übrigen  dio  Polartigur  der  dritten  ist  '*J". 

Ist  dio  Polarügur  eines  Kegelschnittes  K  iu  ßenug  auf  olnoa  i 
*ttdereu  Kegelschnitt  A',  im  Allgemeinen  wieder  ein  Kogelichultt  j 
^«  *°),  so  folgt  hier  aus  radialer  Symmetriu  in  Bezug  auf  doa  ge* 
■Betnschnfüiche  Ceutrum  C  von  II  und  //,  (Fig.  U,),  daas  dla  | 
Polanignr  ein  mit  H  und  //,  couceu Irischer  Kogelschnllt  isL  Nun  1 
«tnd  aber  die  Asymptoten  CX  und  CY  \ou  //  in  Bezug  auf  //,  _._ 
»oUrcu  der  unendlich  fcrnca  Punkt»  dieser  Polarfigur,  d.  b.  CX  uud 
(^l'sind  in  Bezug  auf  //,  die  den  Asymptotttn  der  Putarligur  cun-  j 
ViQänea  Durchmesser.    Also  sind  die  AaymptotcD  der  gCBiicbt«ti  Carvt  J 


18)  Uan  vcrgisiche  Bcyc,  a.  *.  O..  I.  Al>t«ilaa|[,  Sil«  l|3,  Auf^ftli*  III 
*»4  Silmon's  .Conicf,  Anikd  MS.   Pmblnn   1  und  Artlkil  11»,  PiubUn  I, 

IH)  Einen  unaljüschea  Bntii  dl*»«  Sattn  «Mhtll  mtinc  „Notli  IIIkp  itl«   I 
Wniikate'   (SitiUDgibcricM«  d.   k.   Al[*d.    der   Wl<«*n«ch.   ut  Wim , 
UXXIX,  SU  AbtRlnng,  ScIm  ISM). 

10}  Bcye,  a.  a.  0., 


Sehoi 


:   Ütbtr  die  Qinnn  vürter  Oräiamg 


?.ug  auf  die  Asymptoten   CXi  und  CYi  von  ff, 

CX  unii  CY  uiiil  stoliQu  aio  dcsliatb  ancb  senl>recht  auf  e 
d.  li.  die  gcsuclito  Corvo  ist  obcnfalla  eine  gloiciisoitigo  Hyperbel  ff, 
Und  dann  sind  aucU  die  Achsen  von  i/,  antiporallel  zu  den  Acbsci 
von  H  in  Dezug  auf  die  Acbsen  von  ff,. 

Ist  P  ein  Scheitel  von  H,  also  CP  =  a  and  p  seine  Palare  ii 

Bezug  auf  //„  Bo  erkennt  man,  dasa  (nach  Artikel  b.)  p  senkrecht  steh 

auf  der  Achse  CD^  von  H^;  denn  6'/J,  die  don  Scheitel  /' eatholtesdi 

Achse  von  ff,   ist  autiparallel   zu  /'  in  Bezug   auf  die  Asj-niptalei 

von  Jlt    und    CD   und   CD^  sind  es   in  Bezug   auf  die  Achsfiii  toi 

ff].    Also  ist  p  eine  Sclieiteltangentu  von  ff^,  der  Schuittpankt  I' 

*Ton  CDf  und  p  ein  Scheitel  von  ff,  und  Cl'^  =■  a^.    Hieraus  folg 

I  ini  VorQbergeheu,  dass  die  Achse  von  Hf,  welche  untiporaUel  ist  ti 

Idor  recllon  Achse  CD  von  ff  in  Bezug  auf  die  Achsen  vod  tii,  ihn 

kroello  Achse  ist.   Ist  weiter  Q  eiucr  diT  beiden  Schnittpunkte  von  CI 

I  mit  ff,  und  l"  der  Schnittpunkt  von  CD  mit  p,   so  ist  CP.CP' ^ 

TC'Q^;  denn  die  in  Bezug  auf  ff,  zu  einander  conjugirtcD  Puukta  i 

'  gehören   einer  auf  CD  liegenden  Involution  au .   welche   C  iqd 

l'Centralpnukte  und   (i  zu  eiocui  der  Doppelpunkte  hat.    Aber  wem 

T  Qf,  der  Schnittpunkt  ist   von   Cjj^  mit  der  zu  p  parallelen  Tangesb 

von  ff,  in  Q,  so   Iiat  man  auch    CP^-.CP'  —  CU„:CQ   und    diosi 

I  Proportion  gicbt  mit  der  angefulirteu  Gleichung  unmittelbar  die  Ke 

r.lation  CP.CP^  =  CQ.Cq^.    Sind  nun  endlich  Öi  und  ti,  dioSehniU 

[punkte  von  q  mit   den   Asymptoten   CA',  und    Cl*,  von  ff,,    so  ha 

I  man  nach  einander  CQ.C%  =^  (IQ^-CQ,,  —  JC'Ui.CQ,  uud  d^shaIb 

I  da    nach    einem    bekannten    Satze   der   gleichseitigen    Hyperbel  • 

I  iC(ii.CQ„  =  ",*  ist,  auch  aa,  ■=  u,'  "J, 

Ist  ff,  =  ff(a,»'0.  so  ist  deshalb  a  =  Wtl.  DVD,  und  k 

lAber  wir  finden  Wkl.  D-CD^  —  Wkl.  DCD.  und  ^  = 
»!ff,  —  ff,  (o,  m)  =  ff(2c<,  m*).  Und  Uierhei  ist  es,  wie  der  8 
■  ADgiebt,  bemerkenswert,  dass  der  Ucbergang  von  ff  zu  ff^  doi 
VDrchUDg  uud  Multiplicatiou  ein  beliebig  auf  ff  gewühlter  Punkt  1 
Ivün  ff  (Fig.  lö.)  in  dun  Punkt  ff,  von  ff,  überführt,  dessen  Polsn 
Ein  Bezug  auf  ff,  die  Tangente  vou  ff  in  Jl  isL  Ist  nämlich  r  tfil 
I  Tangente  von  //  in  ff  und  ff^  der  Pol  vou  r  in  Bezug  auf  ff) ,  U 
List  die  Tangente  r  antiparallel  zu   C'ff  in  Bezug  auf  CT  uud  zn  CS^ 


i\)  Reyo,  &.  a.  0„   I.  Ableilnn)-.  Seile  94. 

93)  Aus  dieicn   metrischen  Relutioneii  bcweial  man  ohiii<  Mohe.  Jnss  dit 

I  (ItichseitigD  Hyperbel,    wie   Herr  Broenrd   mir  brieflich  miltcilte,   ihre  dgeni 

Polarlignr  in  in  Bwug  «nf  den  lio  doppelt  berahrenden  coacentritchcn  Enift 
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loßMoganf  CY,;    also    ist   nach   Artikels.   Jor  WiDkol  ltCJi^  = 
2WU.  irr,  —  2o,  u.  s.  w.  "}. 

Der  »weite   Teil   des   Sat/.es   ist   eine   unmittelbare   Folge    des 


U.  „Wenn  man  von  den  znci  Cutvcd  C,"  und  C^",  welefae  man 
DiUflst  Drehung  einer  gegebenen  Curve  C"  um  irgend  einen  Pnukt 
M  iu  jiositivem  und  negativem  Sinue  um  den  Wiuke!  vou  GO"  erhalt, 
jouii  Elomeute  einander  entspreclien  lüsst,  welche  sich  ans  einem  uüm- 
lichen  Elemente  von  C"  entwickelt  haben,  so  ist  die  Envcloppe  der 
^wbiniluugslinic  der  entspreche aden  Punkte  ^on  C,"  uad  6',"  die 
''OD  M  &QS  Lalbirte  erste  negative  Fusajjuuktoncurve  von  C"  für 
-"  nud  der  Ort  der  Schnittimnkte  der  eiitsprucheuden  Tangenieu  von 
f^"  tind  C,"  die  von  M  aus  verdoppelte  erste  positive  Fusspunkteu- 
«na  von  f  für  A/." 

Ist  in  Fig.  (IG.)  der  Punkt  M  der  Drehpunkt,  und  Bind  /',  /"„  i\ 
«otsitrechende  Punkte  der  drei  Curvon  C,  C,",  C',",  so  Steht  dio 
'fbiudungsliuiu  /',  i',  iu  der  Uitto  von  ^fl'  auf  MP  scukreuht,  was 
il^  ersteu  Teil  des  Satzes  büireiset.  Sind  weiter  p,  p,,  p^  die  eot- 
■Pföchendcn  Tangenton  der  Cnrven  iu  diesen  Punkten,  und  beKeiclinct 
den  Schnittpunkt  von  p  mit  Ml\  als  Q,  von  p,  mit  M!\  als  Q, 
vou  Pf  mit  .1/7'  als  Q„  so  ist  Wkl,  3«',y,  -=■  Wkl,  MF^U^. 
Dealttlb  liegt  der  Schnittpunkt  /''  von  ji,  und  p^,  dessen  Ort  wir 
">  dem  x>vcit£n  Teil  des  Satzes  angegeben  haben,  auf  dem  durch  M, 
^lUiid/',  gehenden  Kreise,  ist  der  Winkel  l\l''l'^  als  das  Snpple- 
mcat  vom  Winkel  l\MI\  =  f*fi  und  wird  von  dej-  durch  die 
Jtitte  .U  des  Kreisbogens  PfMl\  gehenden  Gerade  P'M  halbirt. 
Aber  da  /'  offenbar  der  Mittelpunkt  des  durch  ,V,  ;■„  }\  und  i'' 
lebenden  Kreises  ist,  und  p  mit  ;i,  und  p^  ein  gleichseitiges  Dreieck 
fldei,  so  steht  p  in  der  Mitte  Q'  von  MP'  auf  MP'  senkrecht,  und 
hiermit  der  zweite  Teil  des  Satzes  bewiesen. 

Ist  C*  dio  gleichseitige  Uj-perbel  von  Artikel  13.  und  sind  also 
'    und  Cf"  die  dort  auftretenden  Curveu  H^  und   //,,  so   ist   die 


33)  Wenn  U  durah  <1cd  Scboiul  P,  von  H,  geht,  lo  geht  ZT,  aui 
'"nlidikcilBgtOnden  dnrch  JcQ  Sclititel  P,  Ton  B^  und  bcrOhrl  uaeb  dor 
•"•t««  BeoiErkung  des  Texlea  die  Sclieileltttnginlo  von  B,  welche  dem  Funkle 
'*  knkominl ,  ebcnftlU  die  if,  in  P,.  Also  ist  der  Ort  der  Scheitel  P  von  den 
P^elueitigfn  H>-|ierhela  //  mit  einem  gemeiDschoTtliehen  Durchmesser  PiP,' 
«*  die  erst«  positive  Fusspunktcn curve  der  gleiehseitigen  Iljperbel  B,  IBr 
i^ri  Hiltelpniikt  C  eine    Lemoitkiktc  (Steiner,  a,  b.   0.,    zweiter  Baad ,    Seite 
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ichautt:    Vtber  tue  Curvea 


Enveloppo  der  Verbindungslinie  dor  entsprecbendcn  Punkte  ton  h 
und  }f^  als  die  von  M  aus  holbirtc  erato  negative  Fus9]iuiilileacur« 
vuu  //  für  if  die  von  C  aus  lialbirtc  Curvo  von  Fig.  11  ,  also  di 
Anti-Evoluto  von  der  lou  C  aus  balbirten  glcichäclligeu  Uypprl»< 
//  in  Bezug  auf  die  Adiseu.  Uud  der  Ort  des  Schuitlpuoktcs  d« 
cutsprci-hondcn  Tangenten  von  H^  und  //^  ist  ah  die  von  M  ans  vej 
doppelte  erste  positive  Fusspunktencurvo  von  //  fflr  ^f,  d.  b.  als  ji 
erste  positive  FusapunktoDCune  der  von  M  aus  verdoppelten  gleicti 
seitigeu  Hyperbel  //  fUr  M  eine  Leniniskate  von  leicht  angeblictic 
Lage. 

I  Ersetzt  man  den  Winkel  von  GO"  durcb  irgend  einen  Winkel  • 
BO  wird  die  F.nvrloppe  die  aus  iV  mit  coso  raulUplicirlo  erste  DCgi 
tive  uud  der  Ort  die  aus  M  mit  slo«  niultiplieirle  erste  positi' 
Fusspunktencurvo  vou  6"  fUr  Af.  liidein  dieses  Hesnltat  fiir  "1 
Envcloppe  unmittelbar  einleuchtet,  findet  mau  in  Dezug  auf  den  O' 
dass  MJ\l"J',  vfie  oben  ein  Kreisvieruck  ist  und  derWiukel  r,r' 
irou  18ty— Uli  durch  MF'  gehälftot  wird.  Deutet  man  dann  w«^ 
Wkl.  MPQ  =  Wkl.  Ml\(li  =  Wkl,  Ml\ii^  durch  ß  an.  so  hat  i« 
■Wkl.  iW«i'=  lÖO»— (ß  +  fi)  und  Wkl.  Q'jlfi' =  {i,  +  |3)— 90«.  o 
Btcht  also  QU'  senkrecht  auf  MI''.  Und  eudlicb  folgt  aus  den  1 
lationea  MQ'  •=  -Wi^ sin (a  + /J;  uud  il//"eosa  =  -l/ysiaCa+JJJ^ 
JtfQ'MCa  — 3//*'»). 


Rtppti  £ni!altiiitig  dt»  Aoufl'teken   Problami  <if  Oirvi 


Erweitenmg  des  Aoust'achen  Problems 
der  Curventheorie. 

R.  Hoppe. 


Die  in  Rede  slohonilc.   zuerst  von  Aoust  uatcrsucbte    und   iu 

LXVI.  S.  386.  voD  mir  aufs  dcuu  bcliaudcite  uud  gulöstu  Aufgabe 

Eiue  Curve  derart  zu  Qiideu,  ilass  die  EiuhUlIende  der  KrUmmungB- 

■*o  der  EinbUUeiiden  ihrer  Krdmmungaaxe  der  Urcurvo  cougruenl  sei. 

Die  EialiUlleudo  der  KrUramungsaxo  ist  nur  oiuß  untiT  den  ab- 
'^eiteten  Curven,  die  zum  Sj-stcra  der  Taugoute,  Haupt-  und  Binor- 
le  einer  Urcurvo  üi  deftnirtor  Dezichuug  steheu.    Mau  würde  also 
Och  Curren    von   andrer  Beziebuug,  z.  B,   die   Evolvente,   in   die   , 
Ofgttbe  einfüliren  können.    Doch  veräpricht  es  wol   bi'sseni  Erfolg, 
'^bD  wir  die  Beziebnng  sogleich  allgomcin  aatTasseo.    Die  Bedingung   { 
l'cibe  dieselbe:  die  Kweite  Abloitoug  soll  der  Urcurve  congnieut  seim 
Sogen  behalten  wir  aus  die  Kntsdicidung  vor,  ob   sie  durch  die  * 
cnrvc,  wie  vorbin,  oder  durch  die  Bozielinng  erfüllt   werden  soll, 
*&s  auf  den  Anfang  der  Untersuchung  keinen  Einfluss  hat. 

Die  Bezoichunngen  seien  dicsclbcu  wie  in  der  cilirten  Abhandlung; 
W  bedeuten /jA./'j'ft',  Imu  die  RichtuugscüBinuB  der  Tangente,  Ilaupt- 
BOrniale,  Biuorroalfi,  3t  und  Sff  die  Coutint-'euzwinkel  der  consccutiven 
'^kageatun  uud  KrUniDiuugBaxcn,  s  tlcu  Bogen  der  Curve,  der  Aocent 
^^'ucbue  die  Differentiation  nach  v,  die  ludices  an  obigun  Buchstaben 
"lt(!recheiden  die  Zugehürigkoil  zu  verschiedenen  Cursor 

Ist  Bon  der  41^  Cotta  <t  erzeugende  Punkt  ir,piti)  relativ  zum  - 
"^ — *—^ — ' — " — ^ftsgente,  Hauptuormalc ,  Binorraal"--*"^ — ' 


ISO     Hoppe;  ErvtiUrung  de»  AomCtrhm  Prohlemt  der  Ckriie»Atmü,9 

CüTve  t  bestimmt,  so  sind  die  lielatiouen   der  Coonlinat«D  i 
Form  gegeben: 

HicrauE  gehcu  die  Relationen   der  Richtaugacosinus  der  1 
I  tendeu  Axcu  henor: 


cu.  mit  gleichen  1 
Cocffidenten. 


und  zugleich  das  Bogenclement  3«,  und  die  Contiugenzwinkel  8t,,  S 

Ucbcr  (las  Bogeaelement  3«,  kann  man,  wie  icli  ia  nie 
thcorie  gezeigt  habe,  noch  beliebig  verfügen  und  die  Coord 
a:,^,Ei  dadurch  berechnen,  nachdem  alle  Grössen,  die  keine  LiocS 
ausdoLnung  eutbalten,  der  Aufgabe  geraÜBS  bestimmt  siod.  D»l**' 
wUrde  joder  andre  Weg  unuütige  Compücationeu  achaffeu  als  d^i 
welcher  von  der  Gl.  {.'Ä)  ausgeht  uud  erst  uach  deren  Krledigung  *^' 
Lineai'grösscu  zuzieht. 

In  den  G!.  (1)(2)  sind  alle  Grössen  als  Puuctioneo  einer  V»r*-' 

belu  anzusehen  (ohne  constante  Werte  auszaschlicsson). 

Wir  nennen  nun  die  Darstellung  einer  t'urve  *,,  die  gomäSB  d-^^ 

Gl.  (1)  oder  (2)  in  üeziehung  zur  Gurve  »  steht,  eiue  AbleitO^^ 
von  derselben  nach  einem  durch  die  Ceefticienteu  ansgedrUck*^* 
Princip. 

Diese  Erklärnng  lässt  iudes  uuch  zweierlei  AuflasBong  zn.  S>^^ 
alte  Grössen  Fnuctioueu  eines  Parameters  ip.  so  kann  man  9)  entwo*!-^ 
zum  Princip  oder  zur  Curve  rechnen.  Der  ünleraehied  iwigt  8i*>' 
wcen  mau  von  verschiedenen  Curveu  nacU  demselben  Princip  able»*^^ 
will.  Im  ersten  Fall  liloiben  a,  6,  c  imjner  dieselben  Funclionou  V*^ 
(f,  während  i,  it  in  amire  Functiuncn  von  *p  übergehou.  Im  let^l*?*" 
Falle  muss  nicht  nur  tp  mit  Veränderung  der  Curve  mit  verftnd^^ 
werden,  sondern  es  müssen  aucL  n,l;  c  derart  detinirt  sein,  dass  d*' 
veriluderte  AbLiüigigkeit  vuru  veränderten  Parameter  substitnirl  wC**' 
den  kann.    Sei  z.  B,  t  selbst  Parameter, 


dann  wird  bei  Auweudaug 
1  ersten  Falle 


=  „(r,  #(T));  etc. 
Prineips  anf  1 


'fft^p*.-  ftiwftwmy  da  Aouiftehm  PrMtmf  tkr  Qirvenihtone.      ]gj 

*i  =  »i(*i);  «i  =  'i(»);  o  =  o(i,  ö{t));  etc. 

r,(T);  a  =  fl(.„  #,(!,));  etc. 

Demenlsprecheud  bat  insbeBondore   die  WiderholuDg  einer  Ab- 
;  Terschtedonen  Siou,  und  die  zu  DotersncbcDde  Aufgabe  ist  im 
rwlen  Falle  eine  andre  aU  im  eraton. 

,  Du  Folgende  bebandelt  nnr  die  Aufgabe  im  erstem  Sinne,  d.  i. 
pe  leichtere.  Es  werden  bei  Abloitang  erst  von  *,  dann  von  *,  aus 
^  a,  A,  t  als  dieselben  Functionen  vom  uraprUnglicben  t  betmcbtet. 

§.  '2.    Bestimmnag  der  Richtungen. 

Nelunen  wir  an,  dass  die  zweite  Ableituug  von  g  nicht  nur  con- 
pvent,  soudcrD  auch  von  gleictier  Stellung  mit  «  sei,  so  sind  in  den 
pUprecheudeu  Punkten  die  begleitenden  Aiceu  beider  Cnr?en  gleich- 
ichtet,  und  mau  hat: 

f    =o/,  +*/-,'  + ri.    J 

/•  =  a,/-,  +  A./,'  +  V.  [  (8) 

i  verglicben  mit   dem  System  (2)  gibt  a!a  ausreichende  Be- 
c  =  fl,;    a,^b  (4) 


ca,  =  (l  +  a)^,  (6) 

)diict  der  zwei  letzten  gibt: 

(l_o)[«,,_(l  +  a)c,]  =  0 

Oleichaug,  die  schon  durch    (5)  erfüllt   ist.    Ferner   gibt   die 
ladratsiunme  der  Ü  letzten  Gl.  (4) : 

i»+c»  -  a,'-|-V 
Beide  Seiten   sind  bedingungsloa  =»  1 — •H,   folglich   sind  alle  3 
)&igangea  erFollt,  weun  es  die  erste  ist 


i:i2  Hopp, 

Soi  nun 
also 


('»cA<B   l'rublrlKi  dir   Ctirvtiilliior 


^  coe2ct;    b  •=•  siD2((C0B^;    c  —  Bin2itgiii|! 

/,  =/C082(i4-HiB2B(/'C0»^  +  isill(S) 


Äl 


Dies  differentiirt  gibt  nach  VergleichaDg  der  2  Ausdrucke  v  on/i 
«1  g-'  =  —  Bin  2tf  (2fli'4-  cos  )3)  1 

5,|^-COh2ocos?(2«'+C08)S)— sjii|3[{j3'+w')am2a  — cos2n3in^]>(^ 
c,  g^=cos  2a  ain  |J{2<»'+  co8(3)+C08(S  [(jS'+ft')  sin  2o—  cob  2a  siji^ü  j 

Nach  EiuBGtzung  dieser  Werte  wird  Gl.  (5): 
0  —  2coa*ii|BiniJ(2n'-l-co9^)  +  cosj5r(3'+fl')sin2B— C0B2(i5i»* 
--4co3«ol(r'sin/J+sint.[(^'4-&')coB(<+Bmosiiij3]co8(Ji 

Die  eiiie  Lösung  ist  cos  a  —  0.    Hier  ist  ^M 

/,  =  -/-,  /i'=  T/';    h  =  ±l\    T,  «  ±T  f 

die  andre  erfordert  die  Integration  der  Gleichung: 

aasiu^-f  äinaco3ß[5(j3  +  tf)coaa+3ji8iu(rsiii^]  =  0        (S» 

Wird  Duu  fUr   gegebenes  Abloitongsprincip  die   Cnrve  gcsacbt 
so  hat  man: 


S#  = 


|J— arlgosin^- 


[10} 


WO  et  und  ^  in  r  gegeben  sind.  Durch  9  aU  FuncUon  von  r  ist  die 
Curvenclasse  bestimmt,  doch  hängt  ihre  Darstellung  von  der  Int&- 
grntiou  eiuer  linearen  Gleichung  2.  Ordnung  ab,  ist  daher  im  all- 
gein einen  nicht  aoafülirbar. 

Ferner  gibt  oa  einzelne  Werte  von  a,  ß,  welche  die  Gleichnng 
unabhängig  von  9  erfüllen,  BO  daas  die  Curve  willkürlich  bleibt 
Hiervon  apÄler. 

Sacht  man  hingegen  daa  Ableitnngaprincip  für  beliebig  gegebene 
Curve,  alBo  für  gegebene  B4;lation  zwischen  t  und  ^,  so  ist  Gl.  (9) 
linear  in  cot  a,  und  man  findet: 


1  --  r 


villkürliche  Function  von  t  oder  &  ist. 


7t 
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E^minirt  man  jetzt  jS'-f  e'  mittelst  der  Gl.  (10),  so  werden  die 
GUB),  deren  Qaadratsumme  den  Wert  von  ä--  ergibt: 

a^  =  8in2acos/J.  \ 

b^  «28in«aco8«j3  — 1  |  (12) 

c,  =  2 sin* «sin /J 003/3  ' 

8t,         2a' 

woraus  in  Verbindung  mit  den  Gl.  (6): 

a^  «  sin 2a sin/?  ) 

*,  =2sin«asin/3cos/J   |  (14) 

c^  =2sin«asin«/J— 1 

Differentürt  man  die  dritte  Gl.  (2),  so  erhält  man,  analog  (8): 

=  2o'co8  2a  sin  j3  4*  i^'sin  2o  cos  /3  —  2  sin'  a  sin  ß  cos  j3 
woraus: 

-g^  =  —  2a'cot2atg/3— /J'+tgasinjS  (15) 

*«  ißt  nach  Gl.  (10) 

g^^  -  0'+  2  tg  a  tg  /5  (a'+  cos  /3)  (16) 

§.  3.    Bestimmung  der  Lineargrössen. 

Damit  die  neue  Ableitung  von  s^  nach  dem  Princip  (1)  der  Ur- 
c^e  9  congruent  und  von  gleicher  Stellung  mit  ihr  sei ,  muss  sein 

X + const  —  xj  '\'Pft + 2/i'+ ^h ;  otc.  (17) 

Differentiirt  man  die  Gl.  (1)  und  (17)  und  vergleicht  die  Coeffi- 
denten  bzhw.  von  /,  /',  l  und  /,,  /,',  /,,  so  ergeben  sich  die  6 
Gieichungen : 

ä3«j  ==  dgi'{-pdz  — r9^ 

f.  A       c.     ,    -.  ?  (18) 

0-Mt- 
0-A 
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woraus  durch  Eiiminatton  von  dp^  dq,  dr: 


(1+o)O*,-S.)  =  5Ot,-0t) 

6(0*1  — a») p(aT,~0t)+r(5ff,— 3ff)| 

c  (0*,  _  0*)  =  —  5  (89,  —  b9)  ' 

Elimiiiirt  man  q,  so  kommt: 

d»t  —  h» e_ 

^x^  —  df  1  +  a 

Elimtairt  tnan  die  D 


wie  auch  Gl-  (13)  und  (16)  rrgcben, 
so  erhält  mau: 

(l+a)p  +  ta-fcr 


^  0 


Die  Gl.  (lä)  lassou  sich  jetzt  vertreten  durch  die  3  letzten 
Bolbeu  und  die  Gl.  (19);  letztere  wieder  durch 


und  durch  die  Gl.  (20)  (21).    Eliminirt  man  noch  S«,,  so  hat 
im  ganzen  die  3  Gleichunf^en: 


ep.  =  Br  +  ^a»,  ■ 

woraus,  nach  Multiplieation  mit  \-{-a,  b,  c  nad  Addition: 

0--  (l+a)ap  +  6S5  +  car+ij)3i,  — 5(nSr,+8i  — tffiff,)  - 

das  ist  nach  Gl.  (21) 

p^n-\-q(lb-\-Tdc  —  ip3T,  — g{naT,  +  3r  — eSff,)  — frf5e, 

Diese  Gleichung  zeigt  sich  nach  Einfuhrung  der  Werte  (6)  (fl 
(15)  für  a,  />,  c,  dr„  89i  identisch  mit  (21),  folglich  ist  jede  der 
(23)  eine  Folgt'  der  beiden  andern     Durch  Verbindung  der  2  lel 
erhalt  man: 


I 


{ 1  -  a«)  3»  =  3  (6?  +  er)  +  Äp3T,  +  (ög  —  ir}39i  -  906 - 
0  =  3  («_,  -  M  +  (T»»«!  -  (fr5+<T)  39,  -  gßfl  +  r3fi 

Fuhrt  man  die  Werte  (6)  ein  und  setzt 

5  =  «eosfJ-,'sirj(J-,        r-  «sin^  +  .-eosß 

werden  die  beiden  Gleichungen; 


Bapptt  Enctittrun-j  dti  Aoiiil'uAtn  ProbUms  dtr  OtTvenlhtorU. 

8#Bin2«  =•  3t*— «ar,lg(tcosß— ü(aff,  +  3iS) 

0=  ae.Bin2ii-|-u[2ar,siii'asm)3-f  (3e,  +  3j3)sin2oJ 
null  Sabstitutioii  der  Werte  (13)  (15)  von  9r,  und  59,: 

0  =  3ü.süi2tf— 2«0tttg|3 

Ist  ana  dt  gegeben,  so  Hudct  man  zaorst  v  durch  lateftration 
lier  lincBTcn  Gleichung  2.  Ordnung,  welche  aus  der  Elimination  von 
1  Iiorvorgeht,  nud  dann  u,  bierana  q  und  r  naoli  (24),  dauu  p  vcr- 
mitu^Iat  der  Gl.  (21),  d.  i. 

reoa«-f(.;co8ff-f-r8h.ß: 

mithin  das  Ableilangapriucip  aas  gogcbouer  Urcorvc. 

Da  sich  jedoch  die  verlangte  Integration  uiuht  allgemein  aus- 
fuhren lUsst.  so  bleibt  uns  allein  folgende  Aufgabe  als  allgemein 
lOalur  Ubrig- 

Es  sind  die  RichtnogsgrÜBsen  einer  Curve  f,  g,  h  ^ 
soll  deren  Bogen  und  das  Äbloitungsprincip  finden,  nach  c 
loaligor  Anwendung  eine  der  Urcurve  congruente  Curve  cntsteLt. 

Die  Lösung  enthält  2  willkürliche  Functionen  k  und  i:     Aus  . 
/.  y,  h  findet  man  Koerat  t  und  0,     Als  Parameter,  d.  h.  unabhängige 
Tariabcln ,  mit  dcBscii  ^'ariation  die  Urcurvi'  *  erzeugt  wird ,  sei  i 
iogcaammcu.    Nach  den  Gl.  (11)  ergeben  sich  «und  ß. 
wgibl  sich  nach  (2R) 

_  S"  sin2n 
"      Si,   2tg3 


Die  Gl.  (24)  (21)  ergeben  p,  5, 
dann   ?>,   in  Gl.  (19}  dargestellt. 
Gl.  (2)  bekannt,  woraus  die  Werte 


r,  und  9s  findet  man  in  Gl.  (25), 
sind  /,,  ffj,  Aj  durch 


.-//i?-. 


=  /9i9*i. 


Gl.  (9)  wird  unabhängig  von  9  erfüllt,  wenn  o  constuut,  nud 
cwaiJ -=■  0  ist,  ferner  für  siua-^O,  Hier  haben  die  Gl.  (13)  (H 
keine  Gültigkeit. 


Im  Falle  s: 
grossen  von  * 


R  =  0  wird  a  =  1,  /.  :=  0,  . 
nd  *,   einander  gleich. 
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wird,  80  muss  nach  der  ersten  Gl.  (9)  9«j  -«  Bs  sein,  mithin  bdd^^ 
Curven  identisch  werden.    Eine  Ableitung  ist  nicht  möglich. 

Für  den  Fall  cos  o  »  0,  wo  j3  willkürlich  ist ,  braucht  man  ni 
cos  /?  »  0  zu  setzen ;  dann  ist  er  auch  in  dem  erst  genannten  Fall« 
enthalten.    Man  findet  dann: 

/i  =•  -/;  /i'-  -/';  h  =  i 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  «  —  —  1,  5  «-  c  —  0  in  die  GL  (19):  := 

5=0;        r  — 0 

« 
dann  nach  der  zweiton  Gl.  (18)  auch  p  ^=0,     Anch  hier  sind  die     * 

Curven  •  und  «^  congruent. 
Sei  o  constant,  ß  =  Jt^  also 

/j  =/co8  2o-|-Z8in2a 

// /' 

Zj  =  /sin  2a  —  Zcos  2« 

Tj  «  —  TC082o-|-^8in2a 

^j  =>  T  sin  2a -(-^008  2a 

Uicr  zeigt  sich  die  Abweichung  von  den  Gl.  (13)  (16). 

Die  Gl.  (19),  deren  erste  und  dritte  übereinstimmen,  geben: 

8«!  —  9«  ==»  g  (8^  tg  a  —  8t) 

0  -=  (|)  cos  a+r  sin  a)(8i^tga — 8t) 

Entweder  ist  also 

^'-a  cota;       8#i  ^8« 
oder 

|)COsa  +  rsina  =  0  (29) 

Nimmt  man  hierzu  die  3  letzten  Gl.  (18),   und  oliminirt  p   und 
8«|,  so  werden  die  4.  und  6to  identisch,  und  es  bleibt: 

8«  sin  2«  -=  8r + 5  (8t  sin  2a  +  8^  cos  2a)  (30) 

8g-=r(8Ttga+8^)  (31) 

Setzt  man 

7j  =  T  sin  a  -f-  -^  cos  a 
so  wird 

Bq 

r  =  g-  COS  a  (32) 

8«    .   o        3^«  .     /8^x       I  cos2a\ 

3^8in2a«g^,cosa  +  5^g^tga  +  -— j  (33) 


}  (28) 


'.rl-F,    lUilrm'  rf-r   Cumtnlhtnr. 


Letztere   Gleicliung   ist  iiiitpr  iiiid>.'ru  intcgrabcl    für  Urcurven 
KrattintPr   Stelguuf.  wo 


i  die  GleichuDg  (m)  lauu-l: 

2^''^sUi<rBm{l+«)  =  5-J+f^*9 

f  _  sinti  +  aJiiHiH:^)  ^i_  C0B(2i+3n} 
**  coso  "  2  2cosn 

ihr  Integral  ist 

2 

''**=•      siiio!aiii(i-[-'')(9i"f"'/''''i:OBf«a  — cosfia/S»8iiif<o) 

iaher  ertftU  man  nach  Gl.  (32)  (29): 

r  »  2B'iaitcosa(co&iia/dtcosiis-\-aia(iaf8»sirtna) 

P  =  — 2sm'rt(cos)'ö/3iico8f>ff+8in(iii/3ji8in;i(i) 

D>*i    GleicbUDgOD  dor  ürcurvo  sind:*) 

*  —  »sin i;    j  —  cosi/8<coBa;     a  =>  cosA/9«9!Uii 

7>«fo|ge  de»    Tri,  (l)   siuJ  ilaNn   iiacli   EiiiscUiing  Ult  Uekaüutcu 
'^eftc  üic  Gleicbmigen  der  ersten  Abluituug: 

*,  —  *3inA  +  2A/sin(»Cü8{i-f  er) 

y,  •=  coi kf  ?s C09  a  —  2siaaa\n(X  +  ti) (Msia a -{-' 


=  coiifd»iin  a — 2aiaasin(Jl'{-a)(.Usina 


=  coa;»o/3»coafiil-|-8injtö/ßs8iuni 
-  siQjitf/f*c08;ta— coajtö/9* 


-  sin  ö) 

COBfl) 


Stall  Jic  Urcurvo  zd  £|H'dalisiren ,  kann  mau  die  Gl.  (3(1)  (31) 
«neb  dadurch  lösen,  dass  inau  q  ah  willkürlich  betrachtet  und  S» 
jvtultiroD  Usst.  Ks  sind  dann  nar  /",  g,  h  beliebig  gegcbou,  nnd  man 
^det  aoptidticb'  viele,  sänitiicb  dorsetboa  Classo  arigchörigc  ,  nar 
dareh  die  Dimensionen  verschiedene  Ureurvou  uobst  ontsjtrocbendmj 
;AMcitiiags  pri  nci  |>l'  1 1 . 

;  J.VL  S,   63.  llopuc.  CurTonlhcorie  S.  73. 
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Transformationen  der  eiliptisehon  Integralel 
und  Functionen  in  Verbindung  mit  der  The( 
der  Kettenlinie. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 

Erster  und  »weiter  Teil. 


Die  von  Abel  und  Jacobi  in  die  Mathematik  eingefabrtea  i 
tischen  Functionen  und  deren  Reihenontwickeluugen  scheinen  in  a 
lytischer  Hinsicht  zwar  za  einem  gewissen  Ahachlnss  gelangt  zd  sein, 
so  dass  ca  schwer  sein  dürfte,  auf  diesem  so  viel  durchforsctitCD 
Gebiete  noch  etwas  Nonnenswertea  zu  Tage  zv.  fördern;  dagegen  ist 
wohl  bisher  unbemerkt  geblieben,  daas  auch  uacb  geometrischer  Rich- 
tung hin  diesen  Functioaen  und  Reihen  eine  nicht  geringe  Bedeutang, 
zukommt,  welche  die  Theorie  derselben  in  neuem  Lichte  erseht 

iiisst. 


iclMjW^ 
TiSH 


£s  ist  eine  zunächst  durch  den  Kreis  vermittelte  zum  . 
einer  geometri seilen  Darstellung  dieser  Functionen  eingeführte  Tn 
formation,  welche  in  allen  ftuf  Reihenentwickelnngcn  bezüglichen 
Untersuchungen  sich  als  eine  überaus  reiche  Quelle  neuer  wertvoller 
Relationen  zeigt  nud  aus  dem  Grnnde  zu  fast  nnerschüp fliehen  Kco- 
bildangen  Veranlassung  gibt,  weil  jede  transformirte  Reihe  eino- 
mehrfachen  Transformation  unterworfou  werden  kann.  Bei  der  Ab- 
leitung einer  grossen  Zahl  clliptjscher  Functionen  treten  einzelne 
Reihen  von  so  rascher  Convergenz  auf,  dass  mehrere  derselben  ein- 
fachen geschlossenen  Ausdrücken  gleich  gesetzt  werden  können,  n&d 
ferner  führt  die  Specialisirnng  verschiedener  dieser  Formen  zo  neues 
Sätzen  der  höheren  Arithmetik,  worunter  einer  eine  Vcralt gemein« 


Lues  TOD  Jacobi  unter  ähDlichon  Verhjlltnigsen  gefundenea  Sfttzös  zu 
ntfaaltfQ  scheint 

Die  eigeutliclio  Bcdeatung  der  Transformation  besteht  aber  darin, 
dieselbe  mit  der  Eetteiilinie  in  einigen  Zusammen  hang  tritt,  in- 
nicht  blos  säramtliche  Eigenschaften  iet/tLTcr  formell  in  Reihen- 
torra  sich  darstellen  laEsen .  sondern  auch  die  Curvo  selbst  wieder 
min  Aoagangspankt  für  weitere  Untersacbungen  benutzt  werden  kann. 
Önrdi  diese  Verbindung  der  Äualysis  mit  der  Geometrie  zugleich 
unter  Anwendung  der  Ditlerentiatioii  uud  lutogration  werden  neue 
Uilftiscbe  Verhältnisse  geometrischer  Natur  gewonnen  und  auch 
teilveiie  vermittcht  einer  dynamischen  Betracblting  uud  Einkleidung 
in  mechanischem  Sinne  gedenlet.  Auch  haben  wir  zur  Berechnung 
Dn?ollsiandigcu  elliptischen  Integrale  der  1.  und  2.  Art  neue 
R«ih(?Deat Wickelungen  abgeleitet,  deren  Convergenz  wohl  nichts  zu 
nuKhea  übrig  IHsst  Die  Methode  des  Imaginaircn  konnte  ebenfalls 
fflil  Erfolg  verwertet  werden ,  wodurch  die  bekannteren  elliptischen 
PoDctionen  kq  neuen  Darstellungen  gelangten. 

Ebenso  wichtig  wie  merkwürdig  ist  die  Art,  wie  der  irroductiblo 
Fill  der  kubischen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Kottonünio 
uid  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftritt  und  damit  eine 
Unimmte  Verwandtschaft  dieser  Curve  mit  der  von  uns  früher  in 
udenn  Sinne  behandelten  Lcmniskate  und  gleichseitigen  Hyperbel 
dtCBinentirt  Indem  wir  nnu  nach  dieser  Richtung  hin  die  Eigen- 
(cliafteD  der  Lemniskate  weiter  untersuchten,  rcsultirtc  eine  ganze 
CUtte  neuer  eigenartiger  Gleichungeu,  von  denen  die  genannlen  Fälle 
der  Gleichungen  3.  Grades  die  untere  Grenze  bilden,  während  die 
•ligemeine  Lösung  der  diesen  verwandten  höheren  Gtoichungon  ver- 
"uttclat  der  Cun-e  in  einer  der  Cardanischen  entsprechenden  Formol 
Uf  du  einfachste  und  eleganteste  vermittelt  wird. 

Zum  Schluss  haben  wir  noch  eine  geometrische  Darstellung  von 

"  wielau sdrücken  aus  den  Eigenschaften  der  Kettenlinic  abgeleitet, 
w  tith  durch  Loichtigkoit  nnd  Einfachheit  empfiehlt. 


Erster   Toil. 


Wir  geben  /nnüchst  die  geometrischen  Helationcn  für  diejenigen 
' Wblllnisse ,  weiche  aus  Jon  verschiedenen  Lagen  einer  um  einen 
Wnen  Punkt  drehbaren  G'Taden  zo  einem  Kreise  hervorgehen.  Dia 
x^itfeninng  dieses  Pnnktcs  vom  Ceotnim  sei  R,  der  Itadius  a.  Die 
Cende  schneide  den  Kreis  in  2  Punkton ,  welche   mit  dem  CoDtrum 


O  verbunden    die  Centriwinkel    2qp,   ond   ^v^   hpslimmen. 
Schnittpuultt  der  Centrale  Ro  (Fig.  1.)   verbindeu   wir  mil  < 
naniiitu  Pankten  Pj  und  V,  durcb  Scbncii,  welche  verlängert  i 
Sccante  UP^Pi  die  Winkel  gg,  und  tp,  bez.  einscblieBBen,  dodlit^ 
zeicbni'u  wir  Docb  den   Steignugswiukel   der  Geraden   zur  Ceol! 
mit  t  =  90"  —  «.    Demnach  bat  man,  wenn  die  Strecken  RP,  und  | 
bczUglieh 3-j  and  jjgensnnt  werden  3:,-|-rj  =  ÄC08 1  und  ir,i',=  fl 
aber  auch  die  quadratische  Gleichung 


1) 


2RcQST.x-i-R'—a*  =  0 

elcbo  leicht  abzuleiten  ist. 


Die  Gleichung  fQr  tgip, 
gestellt  durch 

2)  tg9>'-^;;^cot 

Da  wir  noch  die  Foraien  siu  qp,  sin  tpt  und  cos  7,  cos  ft  nOtig  h 
so  bemerken  wir,  dasa  dieselben  aas  der  Gleichnog 

2)*  tg(p''-^tgv  +  B  =  0 

leicht  berechnet  werden  können,  man  tindet 

3)  sin  go,  siu  f;  = 


'VÄi  +  (l~6)» 


COB911COSV»  = 


Ya*+Cl- 


Wir  setzen  nun  für  die  nachfolgenden  UnterBuchungon  fest,  i 
die  Winkel  Vifj  die  Amplituden  zweier  elliptischen  Integrale  i 
ersten  Art  seien,  deren  Argumente  einer  ßedingnngsgleichnng  J 
nQgeu,  die  wir  wie  folgt  ableiten. 

Das  Additionstbeorem  der  elliptischen  Integrale  1.  Art  bosifl 
der  Bcdingungsgleichung 

eos  tp,  cos  tpi  —  singi,  sin  ip,  A  (9>)  =  cos  V 

die  "ivir  nach  Potenzen  von  <p  als  Amplitude  eines  analogen  Inte 
entwickeln   und   für  welche   demnach   die   BeziebuDgea  S) 
Glcichang  2)  zu  berechnen  sind. 

.   Man  findet  nach  einigen  Entwickelangen  schliesslich 


,L«+j 


t^- 


„+,.<a?)-L«.^ 


deren  Wumeln  zwei  Amplituden  und  also  auch  2  Integrale  I 
men.    Man  bemerke  aber,  was  fttr  das  folgende  von  Bcdoatttng-j 
dass  das  gleich  Null  geseut«  Absolutglied  der  Gleichung  koia  1 

hält  und  den  Modulus  c"  =  T/ji—j»  bestimmt.    Indem 
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KB  HoduliiB  hier  einführen ,  wird  die  eine  Amplitude  9?  •«  90^  nnd 
&  Ste  geht  ans 

iervor. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir  also  folgendes:    Es  ist 

J    y  1  —  »•  sin  ®i*      J    y  1  —  »*  sin  cp«* 
6) 

^Vl    -««sinV      J   Vi  — ««sin(p,«  "t/   Vi— a« 


siuijo* 


oder 

7)  ui+u^-^K  ^^  _     ARa 


M' 


Um  nun  geometrisch  alles  beisammen  zu  haben,  was  später  ana- 
lytisch verwertet  werden  soll,  geben  wir  hier  die  nachstehenden  Ent- 
wickelnngen: 

Ans  7)  folgt 

,      R  —  a 

*   '^  K+a' 
daher  wird  5)  zu 

Q.  2/sinT 

ö)  cos  <p  «=•  z -, 7Z — i — jT—, s  » 

^       1— Ä — (l-f-«)8mr* 
und  illgemein 

9)  .-(Ä+a)|/i_^^--~7«. 

ferner  ist 

'  cos  tt  0' 

lOj       sin  9i  sin  99  =.  T31~  »        cos  ^^  cos  99  =■  ^ /  cos  « , 

Ä  l+a' 

11)  cos  (g>i  —  qpj)  =  —  cos  a  =  f  ^W  cos  «. 

Aus  9)  folgt  durch  Addition 

12)  "^^  ^  Jq>^+ Jip^, 

d.  i. 

13)  ^<Pt  +  ^9s  =  (!  +  »')  sin  a. 

Die  Subtraction  dagegen  gibt 

14)  ^^ — ^9t  SS  (1  — s^) sin  (9i  -  9f )  ^  y(l— /)«—(! +ä')  cos  a», 

WMitt  vir  aock ' 
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sin y 3  COS y^       8in2<ri        ,     .        ^+^fnfli»  ^    ^^* 

wie  sich  aus  dem  Siuussatz  fflr  das  Dreieck  ROP^  ergibt. 

Wir  stellen  femer  die  Formeln  für  sinqpi'  and  siny,*  aii(  sie 


16) 


28inyi«  -  1  + j^^co8««+sin«|/l  -  (j^^Vcos««, 

1 4-«'  I  /         /t   I  ^'\i 

2siD(jP2*-=  l+j-^f^-^cosa^  —  sinal/i  — (--^— j  cos««, 

woraus 

1+»' 
sin  yi*+  8^*^  92*  =  1 4"  fH"/  ^8  •*• 

17)  ^ 

sin  91«—  sin  qo,«  =  sin  « |/i  —  ( j~^)  cos  ««. 

Um  <Pi4~<P2  zu  bilden,  benutzen  wir  fflr  2^^)  die  Formel 

.      .  -4 

tg(9i  +  9»)  ==•  iZTb 

Die  Anwendung  derselben  auf  2)  liefert  die  Relation 

18)  <Pi  +  92  •=  900+T  =  1800  — a. 
Ebenso  bemerke  man  nocb 


8ing,i±sin(^,  =  ^V+"(1+Ocosa«±2cosj»^ 

19)  ^ 

sin  a  ±  l^  1  —  1 1  _l~ )  cos  »^ 

tg<p,  und  tgqog  -  }  —  (1— « 

2^  cos  a 

Wir  stellen  noch  die  Werte  von  sina  und  coso  durch  q>  ^ 

.     2 ?«'    Vi"^«sJn^y^  + 1 

sm«  ^i+Vyf_^«gi^^2^^/. 

20)  

,       1  — «'Vi  — a«8inv«  — «' 

cos«*  =  r— r~v    . —  =^^~: — 

1+«  Vi  — a«8in(p«+a' 

Die  letzte  kann  auch  in 
2|\  Vi— »« sin  9«  —  / 


cos« 


(l+Ä*)cosqp 


I    Vrrbindung  all  dtr  ntorie  der  Ktllialini 


iruitormirt   wcrdeo.    BcEöBlicli   der   Formel   5)    führen   wir 
Blllf§wintel  ein,  indem  wir  zanäcbst  dieselbe  in 


^V\i 


Wir  setzeD  demnacb 


""•i  man  hat 
S4) 


-iCOSq»  = 


g-^. 


•eichen  R«'latianen  wir  noch  die  folgende  beifügen: 

■*a  den  AnweudimgeD  werden  wir  bäti6g  der  SQr/e  wegen  einfach  ^p 
•ostatt  unu  schreiben. 

Dicie  Formeln  reichen  hin.  um  diejenigen  Transformationen  der 
<^lUpiiBchen  Functionen  dnrcb zuführen,  welche  in  ihren  vcrgchiedenen 
Fornieu  eine  geometrische  Erklärung  der  analytiscben  Rolatiouen  er- 
möglichen. Die  oben  eingeführte  Transformation  iat  übrigens  nicht 
die  einzige,  aber,  da  alle  anderen  xa  denselben  Zielen  fuhren,  haben 
fir  die  hier  angewundto  wegen  ihrifr  Kiufacliheit  nnd  Leichtigkeit 
buoDders  aasgowahlt. 

0er  in  der  Tlieorie  der  elliptischen  Functizucn  angewendeten 
Trftnsformntiunen  werden  wir  uns  ebenfalls  gelegentlicb  bedioueo  nnd 

bemerken  demuai:h  au  dieser  Stelle,  dasa,  wenn  !  durch  .  --„  fer- 
ner »  durch  (l-|-s')«  ersetzt  wird:  K  sich  in  Jd-j-s'jÄ"  und  q  in 
•  verwandelt.    Ebenso  werden  wir  die  bekannten  ßelalioneu 

^am(Ä  — ul  =  "i — ~  ■ 

,„      .      «'sin  am  II 
cosam{A:-«)--f— — 


i  Oekinghavt:    TmnHfarmatiantn  der  lOiplütli'n   t\Bttlioam 

Bua  durch  die  Amplitude  7  definirLe  Integral 


bat  ttbrigens  eino  leicbt  anzugebende  (lynamische  Bedeutung,  ' 
unserer  Abhandluug  über  die  elliptischen  lutcgralfQDUlioueu  bcxU^ 
lieh  der  Anwendung  letzterer  auf  den  Kreis  gefolgert  werden  kni 
Mit  Hinzunabme  einer  Conatanteu  bedeutet  ea  die  Zeit,  welche  el 
schwerer  Punkt  zur  ZurUcklegung  des  Bogens  P|P,  gebraucht,  toi 
ausgesetzt,  dass  die  entsprechende  Sehne  stets  durch  einen  feste 
harmonischen  Punkt  des  Kreises  geht.  ^^ 


'Wir  benutzen  jetzt  die  outwickelten  Formeln,  um  dieselben  Ü 

[  die   Keihenent Wickelungen   der   elliptischen   Functionen   aiiznwendi 

[  und   letztere  zu  trausformiron.     Die  daraus  hervorgehenden  Reilic 

I  haben  den  Vorzug,  dass  »^ie  eine  sl&rkerc  Couvergeuz  besitzen  ni 

eine  geomolrischo  Deutung  zulassen,  die  für  die  weitere  Untereuchm 

vou  Wert  ist.    Bei  den  folgenden  OarstelluDgeu  haben  wir  mtn  ) 

beachten,  dass  stets  u,-|~"t  ~  ^'1  wo  K  das  vollständige  c41iptisc 

Integral  der  1.  Art  bezeichnet  und  (.,— ii,  =  u  ist,  worin  das  Arg 

nieut  II  sich  auf  die  Amplitude  ip  -=  am«  bezieht,  wUhrend  die  a 

dem  «,uj  durch  die  Amplituden  qJiTsi  wie  sie  in  der  Kreisgleichui 

~)  erscheinen,  deHuirt  werden. 

Wir  wählen  zuerst  die  folgende  Reihe 

nu   ,       25      .    nu  ,  1     23»      .    2»u 

,    1     2o'     .   .Iwu 

und  hriDtji'ii  mit  dieser  die  ans  18)  horvorgohuude  Hi'liuioii 


in  Beziehung.   In  der  Reihe  setzen  wir  zuerst  »  =  u,  und  dann  - 
nnd  addircn,  indem  wir  beachten,  dass 

sin  Bi«,  -[-  sin  wu,  =  2  sin ,,  (u,  -|-  u^)  cos  ^  (tt,  —  u,) 

ist.     Die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  lallen  aus,  uud  man  hftt 

-_,    1  q  nu        1      0"  3n;u    ,    1       o''  5lin 

l  +  'j"       ik       d  !-(-';         2Ä     '    51+7'"        '2K 


I   VrMtnfiHiQ  nCf  der  Tlitei^  irr  Ktiltnlmit. 


TermOge  des  Wortes  von  t  ans  20)  haben  wir  demnach 

^,.       1        .    »/^  — i'  l— x'  q  jiu       1      5'  3i 

9>)       iarf  Sin  1/  -:r'i — ■  i~i — •  "  r"i  "^  "^"s ,,-,. —  „  ;— .     ,;i:os,,- 

,    1      o*  bmt 

£reeUt  man  u  durch  Ä— u  nnd  ^  durch  2^  so  resalKrt 

,,-.      1        .   1/1  -  ^  1  —  s'  5        ,   it«  ,    1      gä       .   3w 

81 J       .-arcsin  l'  .    .    .  ^n — ■  ^  rn — ^sin-,-;.4-  r,  n — üsm^ir 


>  i+v'" 


Wird  u  —  A'  und  ^.  =  ;, 


4  1  + 

Ersetzen  wir  hierin  s  durch 


1+9"       3  1 +5«  "^5  1+5'" 


4elt  die  letztere  Gleichung  sich  in 

Die  geometrische  Bedcntong  dieser  Reihen  werden  wir  spater  an  der 

Kfltfnlinic  nachweisen. 

Erinnern  wir  uns  nun  der  Formel 

coiifi  —  'ii)  =  ,.::,"' cos  o, 

■orin  if,  —  ip,  =  am«i  — am»a  zu  einer  neuen  Tranafonnaliou  An- 
isfts  gibt,  so  vcrschwindoD  iu  der  entsprechcudou  Reihe  die  uugi'radei: 
Stellengieder,  und  man  hat  zunächst 

nu       1      40"      .    ««   ,    1      4q*      .    iini 


Ml    '             1/1+''  ^  — «'        "»        ^       'i" 
**»    -.  arc  cos  1/  1 f  -71 — i  =  ^r  —  ö  r  I — 4  S" 


-4  1+?" 


"•mui  »ie  oben  folgt 

i.iuuu  ■.  »!>.  a.  Ulm  ZflUt 


■'^■? 
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35)    4arc8mJ/^^;3^,^-^  =  g^+21+7""'j^ 


.    1     g*       .   2nu 

Bezüglich  der  Reihe  30)  kann  man   den  anter  23)  bestimmteB 
Hülfswinkel  t^  henntzen  und  man  hat 

n^.        .  1/1+«'     .      y       df  W  1         5'  3»Ctt     ,  ^ 

36)     tgi/;  =  J/j^^-7sm4(^j^j::pco8  2;g.-3j:^^ 

CO89  =  --tg2V'. 

Ftlr  ein  gegebenes  u=  f  -..-.-Lz-~: __-  läset  sich    hiernach  i* 

t/    yl  —  Aising)* 

und  damit  die  Amplitude  9  berechnen. 

Man  kann  die  gefundenen  Reihen  noch  leicht  vermehrou.    So  isE 
gemäss  29) 

o^x      1/^+1       2/  y     (7  TTt*        1      g3  3«f*    ,  \ 

37)    y^^^^  iq:-7  «  ^<>s4U+^-.^«s2is:~3i+?'^«-2^  +  •••; 

Wir  setzen  hierin  zuerst  w  gleich  u^  und  darauf  =»  ^2,  dasselbe  gelta 
für  d.    Beide  Ausdrücke  multipliciren  wir  uud  ersetzen  2cos^cosi^ 

durch    co8(.4  +  /^)  +  cos(u1  — -0),  das  Product  -j-t-t  •  ;r'T~f    ^™ 
gleich   ~  uud  das  schliesslioho  Resultat  ist 


1      g^  Tttm      \ 

7  i+^z^^^^^ijs-  ■•  / 

I  A     iJ      Q         •     ^"         1       5^        .     StTU         1        </        .     ÖTCM 

,    1  _  (Z^_  .    Tnu    \ 
In  ähnlicher  Art  folgt  aus  der  Reihe 

39)     K  J+7  1+- .  «  sin4  [y^^,  cos  g^-  3  ^-^,  cos  ^^  . . . J 

die  nachstehende,  die  analog  der  vorhergehenden  auch  in  ein  Pro- 
duct zweier  Sinus  transformirt  werden  kann: 
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l+a  r    l+sma 

m. 

I>ie  elliptischen  Functionen  leiten  ferner  die  folgende  Reihe  ah 

41) 

'**"'— 2z+X\iT?'°V + jq:^+  -^- + i:^«co8^+ ...  J. 

TJm  dieselbe  zu  transformiren,  benutzen  wir  die  Formel 

Führen  wir  hierin  den  Wert  von  sina  aus  20)  ein,  so   ergibt  sich 
^e  früher 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mehrere  Special- 
lOrnjQjj  ableiten,  deren  eine  wir  wegen  ihrer  Wichtigkeit  besonders 
^^>^orheben. 

Wir  setzen  wieder  <p  =»  90®  und  K  =-  u,  es  folgt 
*^enier  wird  fttr  9  -=  0 

^^'     jtV^     i+<r*+i+a»     1+«" +  •••;• 

^ohen  irir  diese  Gleichnng  von  der  obcrn  ab,  so  erhält  man 

«)  a-w,.=|^(r^^+j:g-n+rS-.+  ■)■ 

Entwiekeln  wir  nun  die  Ausdrücke  in  der  Klammer  nach  Po- 
^Moi  Ton  ^  10  raoltirt  zunächst  folgendes. 

10* 
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47)     (1-Vz')2  «  ^((z2+2(z>o+(z»8-|-25«ß+25»*  +  35«>  ...). 

Eine  genauere  Betrachtung  der  Reihe  zeigt,    dass  dieselbe  das  Qi 
drat  einer  zweiten  ist,  so  dass  man  hat 

^^>  n  -=  d-y.')» («+«*+ «*'+«*'  •  •  •>*• 

Die  Berechnung  von  K  nach  dieser  Formel  ist  wegen  der  auss« 
ordentlich  starken  Convergenz  der  Reihe,  die  vielleicht  von  keii 
zweiten  mehr  erreicht  wird,  sehr  leicht,  da  schon  das  erste  Gl: 
hinreicht  um  eine  Genauigkeit  bis  q^^  herbeizuführen.  Man  hat  & 
mit  grosser  Genauigkeit 

Andere  Reihen  sind  nach  dem  Vorstehenden  leicht  zu  gewinni 
so  ist 

Setzen  wir  in  42) 

K 
n  =  2  ' 

also 

zi  am  2  =  y  «  » 
so  kommt 

51)  y2(i+.') V«'  =  ^  (i -^  i^«+ iqf^u -  4-^  ..| 

Führen  wir  auch  hier  die  Reihenentwickeluugen  durch,  so  result 

52)  y2är+7)vV  =  j.(l-4/z4+V+4(zi«-852«+4g^2-453«  ...; 
oder 

53)  1/2(1  +  «^  yV  -  ~.{1  ~25*  +  2r/«-2r/ß  +  2g«^  ...)^. 


Während  also  die  Exponenten  der  Reihe  48)  durch  die  2.  I 
tenzen  der  ungeraden  Zahlen  bestimmt  werden,  gilt  dies  bei  \ 
vorstehenden  für  die  Geraden  Zahlen  der  Zahlenreihe. 

Eine  weitere  Transformation  der  letzten  Formel  ergibt  noch 
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Vergleichen  wir  diese  mit  der  bekannten  der  elliptischen  Fanc- 

so  erhalten  wir 

^)  y*  -  (l  +  2a  +  2a*  +  2g9+...)»  ' 

und  da  bekanntlich 

55  ^  w..       l~2g+2<y^~2g^ 

so  folgt  ans  den  beiden  letzten  die  für  die  Zahlontheorio  wichtig© 
nene  Relation 

^)      (l-2g+25*— 25«...)(l+2(H-29*+V...)=(l~2(z*+22«— 2g"...)^ 

^as  Prodoct  zweier  Reihen  von  vorstehender  Bildungsform  ist  dem- 
^ch  das  Quadrat  einer  dritten  von  analoger  Art.  Wir  geben  nach- 
her eine  Anwendung  davon. 

Wir  bemerken  noch,  dass  eine  Transformation  der  Formel  48) 
<"e  folgende  bestimmt 

Unter  Benutzung  der  Formel  14)  bilden  wir  eine  neue  Reihe  für 
^x  —  /lif%  und  es  wird 

^>      (l~^')8in(<p,-g.,)  -  ^  ^i+^28m2^--^^sm2^  ...  j. 
^    i. 

^^>     y  (1  —«')«— (1  +  /Trcös"^« 

An/    q        .    Ttu  q^       .    S/UM      \ 

""  :^  \r+?  ®^°2"]s:'~  iTg^  ^"^ 2X  •  •  j' 

^^*i    kann  hieraus  die  obige  Reihe  für  K  direct  in  anderer  Form 
^'^l^ten,  wenn  a  —  90^  und  u^  K  gesetzt  wird,  es  folgt 

^  Fuhrt  man  ■"  cos  a^  den  Wert  aus  20) 

^  «oortsldit 


■^Jl 
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61)    j/2,'(l-/)^^-  I 

T  Vi  +  ?  ^'^  2^-^  rf?  ®''^2ä'  +  rf^*»  "^  2K   '")'    1 
oder  transformirt 


62)    l/id-«')—^- 

welche  den  Reihen  in  42),  43)  entsprechen. 

Dieselben  können  wiederum  vermittelst  einer  Addition  oder  Sob* 
traction  transformirt  werden,  wenn  wir  beachten,  dass  unter  der  Vor- 
aussetzung tti-|~^^^  die  Relation  ^tf^/Stf^^  z*  besteht  Es  kommt 
also  diese  Umwandlung  darauf  hinaus,  den  algebraischen  Ansdrack 


auf  die  geeignete  Form  zu  bringen,  die  durch  die  obige  Relation 
wesentlich  vereinfacht  wird.  Man  findet  unter  Benutzung  von 
^1  +  ^«  =  (l+a')8ina 

63) 


(i-y«')j/ 


(l+g>i'L«  — 2Vg^ 


l  +  sina 


2;r       Sn  /     5*  mi       _  <7*_  2jru      \ 

Ä'  ~  K  lr+7/  ^°»  Ä-  "■  1 +v«  ^®  :^~  -  )' 

Vermittelst  Differentiation  lassen  sich  aus  den  gegebenen  Reihen 
mehrere  neue   ableiten.     Dasselbe  ist  der  Fall,   wenn   wir  die  mit 

^  «  n   multiplicirtcn  Glieder    iutegriren.    Wählcu   wir   zu   diesem 
Zwecke  die  Reihe  42),  so  muss  demnach  das  Integral  der  Reihe 

gesucht  werden. 
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80  resaltirt  aus  den  beiden  letzten  noch 

2(?  +  2g»+2g»^— ...  2g         1     V I    1      2g^  - 

arctgj^2g4  +  2gi6-f  ...  =14^2      3  1  + ««+ 5  l+g««  ""  — 

Eine  weitere  Entwickelang  der  allgemeinen  Reihen  kann  yer- 
mittelst  der  Relation 

arctga;±arctgy  ■=  arctg^  ~^ 

"l  +  ajy 

geschehen.    Demnach  erhält  man  2  neue  Reihen  and  zwar  znnftdut 


1       ,         1      lA(l+^0Bina+2yg^ 
^arctg  ^—r^,y  2 j^^-^jj^j 


welche  in  arcsin  transformirt  znr  folgenden  wird: 


1        .    1— y/  i/l— 8ina_ 
67)    iarcsmj^p^^j^-^j^- 

g^  JTt*       1       g^  3«u   , 

i+7*  ^^^  2ir ""  3  r+  g'*  ^^2K  +  •  ••» 
und  ferner 


1  l+V«'  i/l  — sin« 

68)    larccosj^^^-,  J/jir.-^-^ 


+ 
Man  bemerke,  dass  in  den  letzten  Reihen  der  Aosdnick 


V 


1  — sin«      ^  - 


l+sina 
ist,  aus  den  Formeln 

and 

cosgj  =  -tg2t/; 

erhält  mau  also  bei  gegebenem  Argument 

d(p 

Vi +Ä*  sing?* 


.=/: 
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it  Bolfc  der  genannten  stark   coiuort^rGndcn  Beihen  die  gcauchto 
nplitnde  f. 

Die  b<;idcu  Ht^ibon  61)  und  62)  geben  Voranlassang  zu  der  Dar- 
itellDDg  von  Ig  am«.  Dividiren  wir  die  erste  durch  die  zweite,  so 
erhaltca  wir  als  Quotienten 

09) 

•l  .      7IFI  (['  .      25IB  1^  ,      5WU 

1   i>,»"°2Ä--i+?"°g  +  H:7'"°j^-- 

g.«  «  =-,    ---       ,  ^  -     3,  ,. 5W— - 

1  +  ■?  "•2A-+ 1+7,* ""  2Ä-  +  I+7ir.~«Yx  +  •■ 

Malü'pliciren  wir  dagogpu  die  licidon  Reiben  42),  IH)  und  trans- 
(Mniireu  dos  Frodact,  so  folgt 


IV. 

Die  folgenden  Untersucliungen  (Iber  die  wichtigeren  Re i heu- 
en twicke  langen  der  elliptischen  Functionen  werden  einige  neue  Sätze 

Z&hleutbeorie  zu  Tage  fördern,  welche  denjenigen  liolationen  eut- 
■prechen.  die  Jacobi  unter  analogen  Verhältnissen  zuerst  gegeben  hat. 

Wir  fahren  in  unserii  Iteibenputwickolnngon  fort  and  nehmen 
tarn  Ausgangspunkt  die  Reihe 

71) 

Zur  Transformation  benutzen  wir  die  in  I  gegebene  Resolution 
3in(p,*+8iüTi*  —  1  +  f^Z~7  cos  a* 
I  nnter   Benut^nng   dee    bekanuien    Wertes    von   coso'   aus    21)) 
72) 

Geben  wir  forner  Tou  der  Formi-I  ^ 
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COSO* 


...     .  lA    (1  +/)* 

sin  9,*  —  sin  9»2*  =  sm  ay  1  —  .^_  ,., 
ans,  so  findet  sich 

73)    sin  o  j/l  -  (f37)*cos  «« = 

^  U)  Ir—«"«""  2ä:-  r -7  •"■  2^  +  •  •  •)• 

woraus  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  sina*  und  cosa*  ucheigilit 

7C 


74) 


Als  speciellcr  Wort  für  9  »  „  und  n  »  A^  folgt  hieraus 


Fahren  wir  in  der  vorletzten  Reihe  für  J  und  sin  9  dio  ent- 
sprechenden Transformationswerte  ein,  welche  der  Bedingung  u  =  JT— • 
genügen,  so  ündct  man  noch 


—  4-     "^ 


-„       coscp       «/»W     fj  ^u    .      '^^^         3«u 

57)      i-:^rj  =  2  (-^)  ( j^,  cüs  ^-^  +  j  £  ^^e  cos 

Die  Reihe  72)  kann  nochmals  transformirt  werden,  indem  der 

Ausdruck  -7-,-  -t-  +  ~#-r~i'  leicht  angehhar  ist.    So  findet  man  die 
beiden  Reihen 


(1— «')*        .   .    ,,      22:;  ,  16;cV    5*  ^u  2g»  2m 

=  1+«'—    j^+    r;^  (  r^— «  cos -,;^  —  ;; ?1  COS 


1  +  Bina 
76) 


K^  K^  \l-(f 


1  — g>« 


) 


vm- 


l-J-sino 


9r 


Aus   der  ersten   gewinnen   wir    für   «  =  5"   nnd   n  —  K  eine 
rasch  convergirende  Reihe  zur  Bcrechuung  von  E  nämlich 

and  ebenso  geht  ans  der  zweiten  eine  Reihe  fOlr 
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Vergloichuu  wir  mit  dieser   die  iu  57)   abgoloitetc  Reih«, 
I  dieaoIÜG  mit  2  putciuirt  worden,  so  doss  mau  bat 


^£)"(r~?)i<l  +  '^  +  5"+'('* 


I  folgt  die  ßctaüon 

r?^+r'^,r.+/£;.+^-.-»'(H-/+./"+."^-.-. 

DiCBL-  iatcressante  Rclutiou  könucu  wir  mit  der  Zahlonthcorio 
■  VcrIiudaDg  briogcn,  woiiu  wir  oiue  Itlcino  riiigCBtaltung  mit  dor- 
dlicD  vüriiclimen.  Wir  dividiren  iicidereeitB  durch  ■i'  und  setzen 
laran/  y*  •=  j.    Es  entstellt  ilacin  folgonde  achr  beraerkcuswerlo  Formel 

1 


'^ +  **'...)•, 

a  Bililungsgosctz  leiclil  vrsiclitlifli  ist.  Die  ExiionoDlcü  der  letzten 
e  sind  die  Trigoualzahlen.  BezUglicli  der  zahle uthcoretis eben 
Btung  dieser  Duppelroihe  Grinnern  wir  an  die  Darstellung  einer 
ujlkhen  ßfilie  in  der  „Theorie  der  elliptischen  Functionen"  von 
öge,  wo  in  S  G6-  der  Satz  Jacobi's  abgi-Iuitct  wird,  dasa  jede  ganze 
I  die  Summe  von  4  tjuadraten  ist.    So  ist  z.  B. 

Hß  =  l»+2>-|-6''+8*—  2»+4»  +  6'  +  7* 

Wie  aus  der  2.  Reih«  bervorgobt,  sind   die  Expoueuten  cicbts 

Uidcrs  als  die  Sgnrirten  Zahlen   1,  3,  6,  10  etc.    Demnach  enfeben 

li  aacli  hier  Beziebuugen  zwischen  denjenigen  ganzen  Zahlen,  welche 

1  Exponenten  der  einen  Kiiihe  nnd  denjenigen  ganzen  Zahlen,  die 

i  Exponenten  der  anderen  Keiho  bilden. 

Bei  Ansicht  der  2.  Reibe  bemerkt  man  sofort,  dasa  die  4.  Potenz 
■derselben  aus  lauter  Gliedern  besteht,  bei  denen  jeder  Exponent  die 
von   4  lignrirteu  Zubleu   ist    und   die  1.  Reibe   ergibt   ohne 
WcitiM-e  UDlersnchang,  dass  sie  sUmmtliche  Potenzen  von  ;r  enthalten 
Uieraus  folgt  der  ueae  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe 
ier  ßgurirtou  Zahlen  der  1.  Orduuug  ist. 

Für  jede  gauzo  Zahl  h  bestobt  also  die  Relation 


3  +  15  +  45+78, 


Otiin^haui:  TraniformalioBtn  iir  dliptUchtn   /^»rfrantn 

wobei  wir  bemerken,  dass  h  auf  mehrfache  Art  aus  jenen  beslimiu 
Zahlen  gebildet  werden  kann.    So  ist  2 

141  -1  +  21  +  28+91  = 

Tfthrend  die  Quadrate  ftkr 

Ul  =  l»+2'+6'  +  10'  = 

Bind.    Ebenso  können  die  /"„  /*,,  f^,  f^  irgend  viiT  glciclie  odf 

Bcliicdeno  ganze  Zahlen  oder  auch  Null  bodeuleii. 

Der  soeben  entwickelte  Satz  Über  dio  Trigonalzablon  ist 
ein  Analogen  nu  dem  von  Jacobi  gegebenen  SaU  übiT  die  Quadratzahlco. 

Indem    wir   wieder  auf  die    aUgemeinen   ReiheneutwickeJungen 
zurückgehen,  benutzen  wir  ferner  die  Formel 


Dio  Transformation  d  rselbeu  tässt  folgende  neue  Relationen  cnt- 
Btehen:     Dnrcb  Addition  folgt 

(J2) 


Durch  SublracUon 


Wir  setzen  in  der  ersten  «  —  „.  also  d  = 


+  ff"+ Ä-»  Vi  -  g-*  ~  1  — i«  "*" '  ■  T 


welcfaa  aicb  ebenfaÜE  zur  Berechnung  1 
nach  ist 


1  E  benutzen  läsaL 


K~^        1  ^  t/s' "TR 


welche  Reihe  sich  durch  starke  Convergenz  auszeichnet. 


I  Vrriiiilmig  mit  dtr  neori«  Ja-  KetUHÜmf. 
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In  ilcr  Tlieorie  der  eiliptischcn  Integr&lc  wordeu  Reihen  ?,ar 
■ecbaDiig  von  Ftp  und  Eip  cutwickell.  welcho  nach  den  Sinus  von 
,  2»j  etc.  fortschroiten  und  demnach  za  einer  Transformation  nach 
'  bisher  aiiKcwaudton  Art  wohl  güiiignot  oracheincn. 

Da  dieselbe  keine  Schwierigkcitoti  hietct,  so  Ubcrlasaen  wir  die 
uwandlniig  lieider  Reihen  dem  geneigten  Leser 


Aach  die  Reibenentwickcinng 

Bin  am  u  cos  Km  H 


dm 

lU 

4J./     5 

"»?+] 

"   A- 

+  i 

—  q"> 

.  6ttt  , 
>.n^+. 

:  sich  mit  HUir^ 

der  Formeln  in 

I)  lei 

rht 

iransformiroD. 

Msa  «id« 

C09O  4n  /      g  nu  q"  3«k    ,       \ 

T^  =  Mi^''°''iK-r-i^"''^  +■■■)• 

\/d—J       in  f     q  nu  g»  3nt»   ,       \ 

Vi+^~  slr^>"°äA-+rtr?"»2F  +  •■■)■ 

reiche  mit  früher  abgeleiteten  iu  Verbindung  gebracht  werden  kennen, 
Setzt  man  in  der  ersten  m  =  0,  ^  =  1,   und   crsclKt  darauf  i' 
■ch   fol""  *  ^'"^'i  i(l4"*')'''i  80  kommt 

Wie  wir  nachher  /.eigen  werden,  sind  die  obigen  Reihen  für  eine 
durch  dip  Kcitcnlinie  vcrmittelto  geometrische  Erklttrung  der  links 
stobondun  Ausdrücke  von  Wert. 

Kbeusü  lasst  sich  die  Reihe 
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mit  Erfolg  verwerten,  wenn  man  die  zur  Transformation  d< 

dmckes 

^1 . 1 cosyi-t-cosyg 

cos  am  Wj  '  cos  am  t*         cos  tp^  cos  (p^ 
nötigen  Werte  mit  Hülfe  der  Formeln  in  I)  berechnet. 
Es  kommt  schliesslich 
nu 

--,     « ""o   (1  - «')  i/TT'^i        1+^^'    : 

"  :^  U Tä ^^^  4Ä:+  r+q^ ^^^  Tk ""  1+ ?^^® 4^ 

q^  Inu   . 

-14.^7  cos ■j^  + 

Ist  «  =  0,  so  folgt  wegen  cos«  =^-x  "? 

90*) 

8  9y.6  2fp 


7 


Wir  dividiren  die  Reihe  durch  die  ähnliche  in  III  53)  u 
findet 

/.__!?_ 2^^  2(z5     .  _2?L  V 

on        ,/.      V        1  +  g     l4-g^"''r+V  +  l  +  g^"^"j 

oder  wegen  hhi^ 

1  — 2g>f2r/  —  2g»... 

■^l  +  2g  +  2/+2<7^.:' 

Schreiben  wir  diese  Gleichung  noch  einmal  und  setzen  - 
9,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication  beider 

/  2g        J?L  ,    M_  .  -^1__      \ 

92) 

«-  (1  —  2(7*  +  2(716  —  2(7»«  +  2g6* . .  .)* 

Man  wird  bei  genauerer  Durchsicht  dieser  Relation  bc 
dass  dieselbe  mit  dem  früher  angeführten  Satz  von  Jacobi  ii 
sem  Zusammenhang  steht.    Führt  man  nämlich  (^  =^  x  ein , 
hält  die  4.  Potenz  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  als  £ 
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&,  «Utronij   das   transformirte   Product   alle    ganzen    Zalilea   als 
jvotniten  cntllUt 

the  letite  Reihe  Icünneii  wir  wieder  ilurcli  eine  andere  ersetzen, 

lie  Hbfcrhaupl  die  Bildung  der  Reihen   eine   fast  unerscböpflielie  zn 

mwhcim     Denn  ^ie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  ist,  kann  jede 

tnatioimirte  Beihs  der  elliptischen  Functionen  wieder  transfonnirt 

mnleQ, 

B^DUtseu  wir  die  bekannte  Reihe 

.  ■      1  I    '1.      ■      /""V      ""* 


■"!+,> 


"«  K+i-.f 


'"  insorer  Trausforniation,  so  hat  mau  zn  beachten,  daas 


coB-^^      coa~ 


Daher  folgt  nach  einigen  Rechnangen 


**> 


j'J      Ä  = 


2n*  na   ,        in* 

"«  — TT  "i  COS  "pr  +  ,-  7 -.  C( 


'  — 'iK 

*ornü8  far  u  =  0 

„  LK»         1  2q'  V  &qL, 

Von  haben  wir  in  bi)  die  Iteihe 

•*Soleitet,    Das  Quadrat  deraeihcn  ist  aber  gleich  der  Reihe  95),  so 
tnan  bat 


i-T^+r 


Im  «acb 

%) 

Setzt  man  hierin  —  x  statte,  so  crhiLlt  man  dteo 


(l_25>4-2g»-V+---)*. 


Biese  beiden  geben  von  neuem  eine  Relation,  wenn  n 
duct  bilden  und  die  in  56)  ahgeloitote  Reibe  bcaclten. 
wir  die  Ausdrücke  nocb  etwas  am,  so  gewinnt  man  folgcodo  Formd  1 


=  a-25»+v- v+v- 


l  +  9>+l+?  ■ 


Diese  merkwürdige  Relation,  die  aagenscheinlicb  eine  Erwelu- 
ning  des  Jacobi'scbcu  Satze«  von  der  Quadratsumnie  ist,  scbreibeo 
wir  iiacb  der  Eiitwickilung  der  BrÜcLo  in  Reiben  in  folgender  FonBi 

99)     (l  +  8a+2V  +  32«/+2V  +  48./  +  9V+6V  +  245*'-) 
X(l  — »'i  +  2V  — 3V+247*-4%»+964«-6V  +  2V-0 

„{l_25»+2g«-V'  +  25»'-25«+...)*. 

Bei  der  Maltiplicatien  der  obigen  Reihen  verschwinden  die  GUe- 
der  mit  nugcradeu  Exponenten  nnd  die  Function  erhalt  nur  nocb 
die  Potenzen  von  g*.  Ersetzen  wir  also  wieder  5'  durch  x,  so  wer- 
den in  der  ersten  Reihe  wahrscheinlich  sümmtliche  Potenzen  von  q 
vorkommen. 

Die  transformirta  Form  wäre  also 
))  1  —  16(i+112«*  —  44%»+1136g'  -  ... 

=  a-3g  + V- V+ V"-2«**+-)''- 
Daher  bat  man  den  allgemeinen  Satz,  dass  die  achte  Potent 
einer  Reihe,  deren  Exponenten  die  (Quadrate  aller  Zahlen  sind,  gleich 
einer  Reihe  ist,  die  alle  Zahlen  als  Expuueiitentcu  enthäll.  Da  aber 
jedes  Glied  der  auf  die  achte  Potenz  erhobeneu  zweiten  RcUie  aus 
dem  Prodnct  von  acht  Crliedem  besteht  nnd  also  die  Form 

5'^'+"a*+<'a'..-"B* 
bat,  so  ist  für  irgend  eine  ganze  Zahl  i,  B.  /i  =  ILXX), 
A-  ai«  +  o^^  +  V-.V^  l»+2*  +  3^+4'  +  7»+lÜ»+U*+25», 

woraus  der  Satz  folgt,  dass  jede   ganze  Zahl  die  Summe   von  acht 
Quadraten  ist,  die  irgend  acht  gleiche  oder  verscbiodeno   ganze  i 
len  oder  auch  Kuli  bedeuten. 


Wir  machen  hier  darauf  anfraerkaam,  ilasa  iu  Folge  der  Formel 
(1  -29  +  V-V  +  -.-)tI+2g+2«*  +  V+-) 

iie  vorhin  entwickelten  Relationen  Tortgesctzt  werden  könnon,  wo- 
Sarch  eine  anssorordoDtliche  Allgcmeinlieit  entsteht  Multiplicirt  man 
niBilicIi  dit;  Reihe  ICO)  mit  der  il'r  aoologpu ,  Dfichdcm  iu  letzterer 
—q  statt  q  gesetzt  iat,  so  verschwinden  die  nugeradeu  Poleozeii  und 
e  entsteht  eine  Reihe ,  in  welcher  wir  q  anstatt  q^  setzen.  Daher 
geht  in  Folge  der  Bcuntzuiig  der  letzten  Illllfsformcl  eine  neue  Re- 
lation ähnlich  ihren  Vorläufern  hervor,  und  diese  Reihe  wird  Jedea- 
£»Uh  »amtliche  Potenzeu  von  q  enthalten.  Da  aber  ihr  gleichwertiger 
Ausdruck  durch  die  16.  Potenz  eiucr  Reihe  dargestellt  wird,  deren 
Otiedcr  die  Quadrate  der  natUriichcn  Zahlen  zn  Exponenten  bat,  so 
kann  jed»  ganze  Zahl  in  eine  Summe«  vou  16  Quadraten  zerlegt  wer- 
den. Beachtet  man  die  Ordnung  dieser  Potenzen,  so  hat  man  all- 
Ijcnipin  den  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  2"'^  Qua- 
draten ist. 

Dies  einigcrmasHcn  Überraschende  Resultat  setzt  iiUenlings  vor- 

dass  in  den  bezflglicheu  Reilieu  s&mt'iche  Potenzen   vou  ij  vor- 

Jiandca  sind.    Oh  diese  Annahme  allgemein    gUltig  tsl,   mUssen  wir 

TorUuüg  dahin  gestellt  sein  lassen,  scheint  aber  doch  zwctfelloB  zu  sein. 

Uinsichtlich  der  in  8u)  aufgestellten  Reihe  möchte  ich  hier  noch  ' 
einscbalten,  das»  die  bekannton  Relationen 


,/       .    V'j+v^g''+yq"--- 

^"'■^l  +  -2q-i-2q*  +  2q^  +  . 


102) 


ID  Folge  der  Formel  z--\-s"'  =  1  auf  die  folgende, 

(1+2-J+ 2,^  +  25» -|-.,.)*-a-25  + V- 

=  lGg(l+g*  4-7^  +  9«'+...)* 

fabren,  deren  Bedeutung  wir  oben  scliou  festgesetzt  haben.    Ob  der 
der   darauf  hozQglicbe  Satz   llher    die   figurirteu  Zahlen   wegen   der 
l^clitigkeit  dieser  zweiten  Äbloitnng  schon   früher  gefunden  ist, 
mir  nicht  bekannt 


•*^ 
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VI. 

Für  die  folgende  Untersnchnng   beschäftigen  wir  nns   mit  < 
Reihe  ftlr  £7(amu),  welche  bekannt  ist  unter  der  Form 

103)  JS(ami»)  «  ^ti  +  ^f  j^-^^Bm^+  l---o*^*°"z'  "^  -/" 
wobei  wir  die  Relation 

Eip^±^Eg>^  «  £«9±«*8ing)]8in9>t8iQ9 

benutzen  werden.    Bezüglich  des  Ausdrucks  sin  ^^^  sin  9»^  erinnern  11 
an  die  Formel  15). 

Die  Addition  würde  auf  ein  schon  bekanntes  Resultat  hinan 
kommen,  die  Subtraction  ergibt 

1ru^     f.:^      g'sinycosy 

104)  E<p jZfT-- 

.   E         An/    q^       ,   nu  g*       .    2jw»  \ 

Auch  diese  Reihe  lässt  eine  nochmalige  Umwandlung  zu,  wen 
wir  berücksichtigen,  dass 

sin  (pj  cos  q>i      sin  9^  cos  (p^ 

^8  sin  2g),  +  /i^  8in2y2-t-g^(sin2g?,  j:sin2yt  ^ 

""  27(1  +  0(1  + sin  a) 

ist    Da  aber 

or,  ^         ^    .  o.  o  sin  2<pi  sin  29>2        ^    .    _ 

SO  ergibt  die  Berechnung  für  das  obere  Zeichen 


s^  sin  9,  sin  92 


Snu 


2  +  (l  +  /)  sing  87t  /_^/_       ^  q^ 
(l  +  sina)        cosa~j^    \l^q^^^^  2K^  1 --q'*^^^  2K  '" 

welcher  Ausdruck  schliesslich  in  die  folgende  Reihe 


,  1  /l  -  siua       87c/    q*         nu  q^  3nu  ,       \ 

105)     (l-z')y  j:p^  -  Ä  (l"=?*^«2X-  1=?"**'°'2X  +    •; 

Übergeht.    Man  sehe  über  die  Anwendung   derselben  die   Formel 
68)  in  III.  nach. 

Indem  wir  femer  das  untere  Zeichen  berücksichtigen,  folgt  nac 
einigen  Umwandlungen 


(.r=?'"'ir-i=?i™-r-)- 


Eine  neue  Reibe   ergibt  ancb  die  Sabtnwtion  der  Oleicbangen 
lOi)  nnd  103] 

™'    2i       J+>'      =T^-ji    '  F+     1-5'  «" 


^n  Bildnngsgesotz  iilar  iBt    EbcDso  ist  ffir  BpAtcre  UntersucbuDgen 
der  DiffereatialqDotieDt  von  104)  von  Bedeutung.    Man  findet  nach 


■  +  ■'■<' 

4»*/    g" 
K'U  — ü*" 


1  — a» 


2nt(  , 


-  +  !=,-.'»-«■••)■ 
£8  Iftsst  sich  auch  die  Reihe  IIM)  mit  der  bekannten 
J?  ^   «"       ,.  2w/    o*       .   UM  ff*      .   2ji»  ,     \ 


Aubtellong  e 


1  benutzen.    Sie  ist 


«»>      i>_2.'tg9+"^^f-2 


A-" 


'  X" 


■^"+-> 


Elndlicfa  wollen  wir  noch  diese  mit  2  mnmplicirte  Gleichung  von 
1^)   abziehen,  man  hat 

>>«)    ^  =  fu-|',gS.+tg,(..+a.+l/fffii_y,^) 

8«        g*         .    nu 
Sie  entwickelten    Formeln   können   zur   Uorocliuuug    von 


/ 


Vi  — »*Bin  V*  dtf 


II* 
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Man  kann  ferner  die  bekannte  Reihe 
2iJ  n  ff«        4n  /     «  nn  g*  Sim  , 

[  mit  der  aus  87)  folgenden  Irans  form  irten 

^  __  4 «  / q  ^  <j"  ?5!Li_     ^ 

ip  ^  K  \\~q*'^°^'2K~  1  — ;/""2K  +  -  J 

f  vemtittelst  Subtraction  verbinden,  das  Rosnltat  ist 

J  und  wird  die  Reibe   mit  der  aus  lüö)  folgenden  verknüpft,   so  is 
I  das  Endresultat 

±1      1— ''  l/i"-  sinn 
>sqi  2      r    l-{-8iua 

4n/l        JIM    ,       n*  reu  g"  3su  ,      \ 

-  rU  ""25+  r-^'°»2s-  -  rr,T.™«2K+-J 

woraus 

Ancb  die  Reihe 

pbt  transformirt 

113)     ^^(l-z')l««=^80c: 

woraus  für  u  =  0  und  cos 


_!.r 


-1  +  / 


3)IH 


114) 


l  +  V*^l  +  7«       I+V'«^-' 
Benutzen  wir  ferner  die  bekannte  Formol 

In  sin  <p  -  In  siu  g.  =  In  ^' +2  (j^  cos  ^+ ^  j^,  « 
■o  ergibt  sich  daraos  als  trauGformirte 


in   Vtrbiadiinff  mit  der  Th*orit  dtr  Keltenlinit. 


-  In  ä  COS  ^TT.  =  In  - 


i+i'' 


"1  +  / 


114)    g  m  29  ^  i3Sii'=°^2K=  f+Z""^  K  -  8  HV*""  K  +' 


«In2,- 


4  1  +  7*       8  1+7*^12  1  +  7' 


Uan  sieht,  mit  welcher  LotchLigkeit  solche  Reihen  abgeleitet 
«erdcB  können,  nnd  nie  nngezwungeo  sie  sich  den  mannigfauhsteu 
VtthaltniBsen  anschmiegen.  Eine  wortvoHc  Anwendung  gibt  auch  die 
'^Arnnte  Kelation 

äxia{u-\-iK')  =  ('cotamii, 

*^che  wir  auf  108)   hozieben  wollen.    Demnach  geht  der  Ausdruck 

(1  +  ^'^)    „^        .       V(l-^'coty.;i(;'+CQtT.O 
.'+^ 


mj  Linken  oder 


über  in  - 


'*+col5* 
Rechter  Hand  transformirt  neb  cos  -i, 


-(r+'f'')-^-' 


\+q'       »» 

Werden  samtliche  Glieder  in  dieser  Art  berQcltsicbtigt  nnd  nach 
rD  und  imaginairen  gelrennt,  so  erhält  man  die  folgenden  Reihen 


E        2«»/     7  Tiu        V        2ww  ,     37'        Zm 

5*5*009»  _  2w' 
-*i"        —    -- 


^^*  (—1—  ■   ^'       -?^^  ■    2«u        37'    .    3««       \ 

dividiit, 


^*d  diese  Reihe  durch  die  bekannto  ftti 
folgt 


, JE i-7^'°K +1=?^^"  A  +i=;fiö"°-Ä:-+-" 


°-K^+o::7s8i"-^- 


■A  m' 
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116)a   ^&mu  -  2X    9      .   »«  ,     q»    .  Situ  ,      ^     ,  5*«  , 

^am«»  =-*',.„„       2q*    .  2itu  ,    dg»  ^.   3»»  , 

Aus  116)  können  auch  noch  dio  folgenden  Quotienten  berechnet 
werden. 


2K     q      .   nu  ^     2q^    .   2nu  ,     3</»    .   3««  , 


116)b 


Auf  die  hier  benutzte  Relation  cotam(u-|-tXO  ^  i^/amu  konm^ 

men  wir  nachher  bei  der  Kettenlinie  wieder  zurück.    Auf  62)  ar 

gewandt,  resnltirt  noch: 

V(l  — z')(^+l  -(l  +  «')8in(p^) 
V(l— z')(z/  —  l +  (!  +  «')  sin  <p*) 


VII. 

Wir  stellen  noch  einige  Betrachtungen  an  über  die  durch  Par- 
tialbrücho  und  Quotienten  ausgedrückten  elliptischen  Functionen. 

Es  werden  sich  vermittelst  der  Transformation  noch  einige  be- 
merkenswerte Resultate  ergeben.  Gehen  wir  demnach  aus  von  der 
Reihe 


l^ 


f 
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K  2Kx       1  qCOS2x'—q* q^C0s2x'-'q^ , 

^  kommt  es  darauf  an,  den  Ausdruck 

gC0s2arj — q^  q  COS  2a^  —  g^ 

l--25C082a:j  +(Z*       1  ""  2<z COS 2^2  —  (?* 

^  die  geeignete  Form  amznwandeln. 

Fflr  das  untere  Zeichen  wird  man  schliesslich  finden 

g(l-g«)(cos2a;,-cos2ic,)  _    ^g<l-g')"°  2Ä 

(l-24C082!r,+5»)(l— 2aCOs2a:,  +  2»)      i_j_2g»cos  -- +fl* 

^^er  bestehen  für  beide  Zeichen  die  folgenden  Ausdrücke: 


<;?  ci  - .')  )/i  -  (fip)  cos «« 

ll+2«»cos5^+<z*     l-|-2a«cos^+«"  1 

117)  \  A  A  / 

j  9«  (^COS  ^  +  2»j  5«  (cos^  -f-  2«j 

*      1  +  25«C08  ^  +  5*      l  +  2g«cos  —  +  «") 
XTm  die  Gleichung 

«ttlam?^       ^^g  •      (j— Vco8  2a;+g^)(l—2(?^cos2a;  +  g») 

»    *"   yik  "^^(1  — 25COs2aj  +  g«)(l  — 253cos2a;  +  9®) '*' 

^^  Transformation  geschickt  zu  machen,  nehme  man  die  Logarithmen. 

Die  zusammengehörigen  Argumente  x^  und  x^  sind  dann  leicht 
^  die  geeignete  Form  zu  bringen  und  da 

2ÄC,  .        2Ex2                 .              cos« 
srnam ^smam =  =  smopi  smc?«  -»  = -f 

ist,  80  ergibt  sich 


.  .* 
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^^(l+2a*C085'+38)(l+23»C08j+««)  ... 

und  diese  Gleichung  geht  f&r  u  <»  0  aber  in 

1  — »' 

Fahren  wir  hierin  .  ■    ,  =  >  nnd  q*  —  q  ein,  so  folgt 
,^,      ,        „«/„  r(l+g')(l+g*)(l+?')-1 

Mit  dieser  verbinden   wir   die   in  der  Theorie  der  elliptisdieQ 
Functionen  bekannte  Relation 


y 

2y«'  y? 

und  erhalten  die  neue  Formel 


'»      r(+g')(i+?*)(i+g')-T 

',Vo"L(i-9)(i-?»Ki-q»)...J 


121)  ^«'     (i-g)(i-g»)(i-g^)-. 

m)  V»  =(i+,)(i^,i)(l+,»)..; 

Infolge  der  einfachen  Ansfühmng  einer  aaf  118)  bezflglichen  2. 
Transformation  gewinnt  man  noch 

122)  l/|H^  = 

^^   (1+27*008^-* +9'»)  (l+2,'«C08  y +  7")  ••. 

2^  cos  n^  ^^  7  ^^17  \      » 

^*  (l+2?*C08^  +  9»)  (^1+29"C0S  ^  +  9")  •  - 

woraus 

123)  1-V''  _  2,  ra+?'')(i+g"0-1' 

123)  i+V.'  -  2v  [(1  +  ^)  (1  4.,«)  ...j  • 

Eine  nochmalige  Transformation  würde  zar  folgenden  Formd 
führen 


fr^^ 
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[    124) 


>^  ^"^l+y/r   l+sin«       ^  ^      l+ygT  l+sln« 
^  »'^  ^"^l+V^T  l+slü«"^  r   ^     I+V2T  1+sin« 


7CU 

=  2^»  cos  ^^ 


(l+27»cos  J^  +  gA  . . . 


Der  Ausdruck  links  ist  geeignet  zu  einer  goniometrischen  Um- 
formung.   Wegen  «  =  90^— r  Itönncn  wir  setzen 


also 


-7CO89  =•  tg2if;, 


(l  +  29»«COS  J  +  7«)... 

126)  tgr  =  2,»  cos  g  ^-— —— — ^- 

II  +  27®  cos  -^  +  9"  I  .. ^ 
und  wegen 

-i<vr\  •    1  —  y«' 1/1  — sin  a 

127)  arcsm  ^i\,  1/  i-,—^ —  = 

1  +  y«  f   l  +  8ina 

/     9*_         nu        1 9^ 3xcu   ,       \ 

4  Vl+^*^^2X""  3  1+?«^^®  2X  +  --V' 
folgt  also  auch 

^oQ\  ^  7*  ;rtt       1     7«  Sjftt  , 

128)  2y*"rHh^^*2Ä~3  1+^«^^^2Z+-- 


Ableitungen  können  zur  Berechnung  der  zum  Argument  u  ge- 
hörenden Amplitude  g>  benutzt  werden. 

Wie  bekannt  ist,  lassen  sich  die  Factoronfolgen  durch  Reihen- 
sammen  ersetzen. 

0(1— 2g cos 2a;+g«)(l  —  2g3 cos  2^;  4-5»)  (l  —  2«z* cos 2x4-5*0)  .. . 

—  1  — 25COs2«4-25*COB4a;--25*cos6a:4-  ••• 

Qygsin«(l  — 22>COB2a;4-5*)(l— 25*C082ic4-5«)  ... 

—  ygsina:— y5^8in3«4-yfl*^flio6»  ..., 
darin  bedeutet 


yy'- 


^ 
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Indem  mau  also  die  vorhin  gefundenen  Gleichungen   ftr 
Fälle  einrichtet,  hat  man 

/J~f      ^«*  cos  2^+25?  cos  2^ +2«v  cos  ^^  . . . 

'  1 4-2</*cos  -^  +  2(|[»co8  -^  . . . 

femer 


130) 


n 


U.      8.      W. 

Als  Specialfällc  findet  man  aus  diesen 

"^^  Kl+«'"2V«  l+23''+2g8+..; ' 

l  +  V*'  "^  '^  l+24*4-2g>«+...  • 
und  deren  transformirte 

^^  =  2y«  1^25+2«« ..; 

Führen    wir    hinsichtlich    dieser    Reihenquotienten    die    Theta 
functionen 

^  («)=1— 2e-(»cos2«+26-*?cos43  -2e-«fcos6Ä+..., 

4  4 4     

^i(«)«2y«-esin2— 2>/e-»esin3«+2"/e-26e8in52+..., 
132) 

4    4     4    

d2(2)=2V'c-?cos24-2y«-»Ccos3a-f2y«-2ßccos5«+..., 

^3(g)=l-j-2e-Ccos2Ä+2c-*Ccos48+2c-öCcos6H-- 

ein,  worin 

e  =  -gr    nnd    =  =  2^. 

SO  ergiebt  sich  nach  dem  Vorhergehenden 

l/^zE?       ?2(2p^)      l/tE^  _  ^i(2pg) 

133)  

i/l  -  sin«  _  ^8(4g3) 

r  i+sina  —  ^^^  ^  H^Qz)' 


•jp» 
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Benutzt  man  noch  die  bekannte  Differentialformel  der  Theta- 
[    fimdionen 


^(li:S) 


SO  folgt 
134) 


dz      '    ^  >3W« 

2Kz'z%\i{fp  u^j  gz  ^1  2qz 


Zweiter    Teil 
VIII. 


Die  in  ihren  Folgen  wichtigste  Transformation  bezieht  sich  auf 
die  jetzt  noch  zu  betrachtende  Keihe  für  In  dg 

ln^9>«  2ln^+4^j-Z:^co8^  +  3j^;^,cos-^ 


,    1      q^  bnu  \ 

+  5  1  — gioCOS  ^   -t-'J 


Zunächst  folgt  für  die  Addition 
Dagegen  gibt  die  Subtraction 

Für   In-r^  können  wir  unter  Benutzung  der  obigen  bekannten 
Formel  In — r-  oder  — In    ->-    schreiben.     Da  nun  aber  Jtp,^  = 

Z  M  * 

1  —  a*ring>i*  ist,   so  führen   wir  die  in  I.  entwickelten  Werte  für 
sin^i^  und  sinqE?^'  ein,  wonach  für  beide  Ausdrücke  die  Relation 

2zf9^=2— »»— (l+/)*cosa2±(14-«')sinaT/(l— a')*— (l+»')'^COSa^ 
gilt.    Daher  haben  wir  unter  Benutzung  der  Exponentialfunction 

■(l+/)»co8««±(l+i8')8inay(l— «')*--(l+«')^C08a* 


2) 

,q/     2_   .    nu       lg*     .   3«u  \ 

-2«'«^^Vi-g*"'^2Vi:~  3  i=?*"*2Z+  ••;• 

Wir  bezeichnen  nun  die  periodiaoh^  ^idsea  Ausdrucks 

mit  «,   indem  wir  damit  die  Abr*  ler  noch  an- 

xogebenden  Curve  liezeichnen. 


*.- 


OtkingkgMtt  Trani/bnnationtH  der  dliplitdten  Fimttiimm 


an    \ 

"2ä  ■■■)' 


Die  Gleiuhang  2)  nimmt  naa  die  folgende  doppelte  Form  an 

1  +  s'*— (l  +  O'cogn'  _  e*+e-' 


[1 +^')smg-/(l -.')'  — (!  +  »')»  coao' 

Utorin  mflsseu  noch  die  am  und  uosa  mittelst  dor  i 
Knen  Werte  durch  die  Amplitude  <p  ersetzt  we: 
jlliabea 


der  Einleitung 
leu.     Mau  wird 


.■+il- 


r*  Singt" 


i'+Vi— s'sin?.' 

Bezeichnen  wir  ondücU  den  variabcin 
der  ersten  Gleichung  mit  y,  bo  ist 


Ausdruck  der  linken  SciW 


fdic  bekannte  Gleichung  der  Kettenlinie,  deren  Eigenschaften  fUr  die 
geometrische  Durchführung  der  gogebeuen  Transformation  von  hobW 
Bedentung  sind.  Wir  hahen  demnach  zu  zeigen,  dass  die  elliptiKhC 
Functionen  und  ihre  Reiheiientwickeluugen  durch  die  Geometrie  d©' 
Kette nli nie  eine  wertvolle  Bereicherung  und  Ergänzung  erüahrö" 
kOnuen  und  wollen  daher  zunächst  an  die  schon  bekannten  Eigci*' 
tümlichkeiton  dieser  Cun'e  eriimern.    (Fig.  2.) 


Der  DiiTerimtialquotient 

dy  _&■- 


=  tga=« 


hat  erstens  die  bekannte  trigonometrische  Bedeutung  Ig  6  und  zwe»  ' 
tcns  bedeutet  er  die  zur  Abscissez  gehörenden  Curvenbogen  «,  welk'* 
man  wie  hier  geschehen,  den  tiefsten  Punkt  als  Anfangspunkt  d^-*" 
Bogenlängen  nimmt  und  die  Constante  =  1  setzt.    Diese  Bemerkung 

nebst  der  Formel  p"  =  »'  +  1  oder  y  =  ^^  und  der  daraus  aict» 
ergebenden  Eigenschaft,  dass  die  Projectiou  der  Ordinate  y  auf  (U» 
Tangeute  eine  Strecke  gleicli  dem  Bogen  a  bestimmt,  welche  ton  don 
zur  Ordinate  gehörenden  Abscissenpunkt  die  Eutfernnng  gf  "  ' 
genügt  far  die  folgenden  Auseinandersetzungen. 


■«  (/«<■   neorit  dtr  Ktll 


=  tga  = 


-/ 


V(i+»' 


Ea  kommt  nun  vor  allem  darauf  an,  die  Amplitude  y  in  geomc- 
iachen  Sinne  zn  definiren.  Die  BerechuuQg  dorselben  aus  ü^ii 
kigen  Formeln  fuhrt  auf  folgenden  einfachen  Anadruck 


essen  Constraction  in  Folge  der  EigCDscbaften  der  Ketteulinie  sebr 
infach  ist.  Indem  wir  also  festsetzen,  dass  durcli  die  Reihe  3}  die 
iDlsprecbende  Abscisse  der  l'urve  cbarakterisirt  sei,  wird  auch  y  und 
äie  Gerade  >  bestimmt.  Babcr  kann  mau  für  alle  Fülle  eine  zur 
•■Atbse  (laraUeio  Gerade  vom  Abstand  a'  benntzeu ,  um  mit  der 
Differenz  n  —  3'  gleich  um  den  entsprechenden  Curvoiipunkt  ry  einen 
Eiciabogen  bis  zum  Durcbscbuitt  mit  jener  EiubcitsverticAlen  ziehen 
n  können.  Dit>  letztere  scbüesst  mit  der  Verbind ungsgcradeu  beider 
genSButcn  Punkte  die  gesuchte  Amplitude  <p  ein. 

Bezüglich  der  Heibe  für  x  Lenierkeu  wir,  dass  dieselbe  auch  auf 
tiM  andere  Form  gebracht  wcrdun  kann. 

Aneder  bekannten  Formel 

—  iln(l  — 2»j[C08a+g")  =  (j[COSf+ J'y'i^osSx-f  i^'cosSic  ... 

IlMt  sich  die  folgende  ableiten 


1     l4-2griuH-g* 

DemioColgo  entwickeln  wir  i 


-iv^sinSH-ia^sinö«,.. 


Ci  Brti^e  in  Reihen  und  schr<:iben 
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Werden  hierin  die  Yerticalreihen  mittelst  der  genannten  Formel 
summirt,  so  gelangt  man  zum  Resultate 

10)    ««  21n 


nu   ,     *.  _       ^  <.  .  .  «u 


(1  -  228in  2^+fl*)  (1  -  2g»8in)  ^x+i^) 

oder 

I+ä'Vi — a*sin9*+Ä*8in<p  , 

11) 

(1+2«  sin  ~  +  5»)«  (1  +  2«»  sin  g  +  a«)»  . . . 


nu   ,     „.«_       ^  ^  .    nu 


{l-2q  Sin  2^+  q^)^  (l  -  2q^  siu  ^^  +  q^)^  . . . 

woraus  noch  f ür  u  =  üT,  9  »  90^  ein  schon  fraher  entwickelter  Aus- 
druck 

,0,  ,/ .    r(i~g)(i^g3)(i^y5)  1» 

folgt. 

Wir  haben  den  Winkel  der  Tangente  mit  der  a;-Achse  dnrch  I 
bezeichnet ,  wir  führen  noch  seinen  Complementwinkol  £  «-  9(y  —  6 
als  Winkel  der  Tangente  mit  der  ^-Achse  ein,  beachten  den  Aus- 
druck   

y+*  =  y+Vy^--i 

und  substituircn 

1  1 

y  =  — V  =  -: —  I 
"       cos  ö       sm  ff 

dann  resultirt 

(1  -  2(z  sin  2^  +  2*)«  (1  -  2y3  Sin  2X^  +  3«)M . 

13)     tg  Jf  -  — ~ . 

{l  +  2qBm^+q^)m+2q^sm^  +  q^)r.. 

Der  eingeführte  Winkel  s  der  Tangente  mit  der  ^-Achse  wird  dem- 
nach durch  ein  unendliches  Product  ausgedrückt. 

Die  in  VI.  108)  entwickelte  Reihe  lässt  sich  zur  Darstellung  von 
y  als   Ordinate   der   Curve    verwerten,   wenn    wir   beachten,    da» 

y  =  ^'V^yf    ist.    Führen  wir  diese  Substitution  ein,  so  resnltirt 

14) 
^  _  ^5-  (    ^'  ^        27^         2nu        V         8m  \ 


d 


"»     ^ 
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■ 

Um  fllr  y  noch  andere  Entwickelungen  anznbahnen,  gehen  wir 
auf  die  Beihe  87) 

Kiirack  und  berttcksichtigen,  dass 

ist.     Fahren  wir  das  hieraus  berechnete  d  in  die  obige  Reihe  ein, 
so  erhalten  wir 

15)     yi+,'«-2/y  =  j^^fZT^coSg^-  jlT^eCOSg^  +  ...j. 

Man  kann  übrigens  auch  noch  den  folgenden  Ausdruck  leicht 
aufstellen,  wenn  man  2xy  —  (!+«')* cos«*  setzt  und  die  Formel  29) 
beachtet    Daher  ist: 


16)     y 47~+'~i^'~"^^'^Vl+7'^'2Jr 

1        q^  3WM 

woran  sich  sp&ter  noch  andere  anschliessen  werden. 


+  •••) 


Um  neue  Formeln  herzuleiten,  difierent^^ren  wir  15)  nach  y  und 
and  t«,  man  hat 

ebenso  ergibt  die  Differentiation  von  x 

^n  /    q  nu  q^  3nu      \  , 

'** = r  \r=T* ""'  2Ä-- 1  ^/«  <'°«  2F  •  •  •;  ''"• 

Aas  beiden  Reihen  folgt  durch  Division 
17)     ^-•-«Ä«  = 


(Ix 


2ä«  {    g       .   nu         39^      ,  3mi  ,      59^      .   bnu     \ 

Damit  haben  wir  die  trigonometrische  '  den  gleich- 

wertigen  Ausdruck  fOr  den  Bogen  •  A  sedrttckt. 
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Eine  andere  g«ometriacbe  Beziehung  lUst  sich   wie   folgt  t 

leileu: 

lu  VI.  haben  wir  die  Reihe 

aufgestellt,    welche  wir  mit  der  Kdttculinie   iu  Vcrbindang  brii 

,  kftunen. 

Berechnet   man  nämücli  »  als  Function  von  q> ,    so    ergeben 

^obigen  Werte  

—         Vi— ;^siiiy'  — j'. 


Ücr  daraus  fülgende  Ausdruck 


bedeutet  'geometrisch    die   auf    der  Einheitsnormaleu   durch  ) 
zeichnete  Gerade  l,  welche  demnach  durcli  die  Relation 

^  bestimmt  ist. 


Man  bemerke  abor,  dass  sowohl  t.cotip=l  als  anch  «  i 
Reiben  gegeben  sind,  der  Quotient  wird  demnach  in  einer  BezI« 
zu  tgam»  stehen.    Daher  folgt  das  Resaltat 


r^ZT^-^-äÄ'-i- 


'  2S 


Diese  neue  Formel  ist  unter  audorm   auch  aus  dem  Gntndl 
[merkenswert,  weil  sie  zur  Aufstellung  oiuer  Differentialgleichung^ 
nlassuQg  gibt    Wie  mau  bemerkt,   ist  der  Zähler  das  Differ 
!  Nennerg.    Führen  wir  demnach  ein 


-1-?"^ 


■f^r^scosg^  +  j 


I  So  haben  wir  nach  einigen  Zwiscbcnrechnungcn 

dZ 

21)  --y  ^s'tgamH.d-. 


III    Vtrbiiuluiij  will  rfrr    Thtaric  dir   Krlir-i/iiii 

Snbstitairen  wir  bicrin  die  bekauotc  Formel 
z'teamu  =-  7 


17 


80  ergibt  sich  oiine  Mttbe  aus 

das  allgemeine  Integral 

—  1d^—  — lncos,T^+l".  t    icos-iv  — ,,,   ,     .cos",.  +...+  Coiist. 
Zur  Bcstimmang  der  Constantcu  setzen  wir  u  —  0,  daim  ist 

Da  aber 


1     2./ 


...  +Coiist. 


so  ist 


a  mEtD  uocli 


so  dass  mau  scbliesBÜch  hat,  1 

21)  yr+vw,  ==)/^-=j  ami  t5jä=)/;-:|::,.;-:^'j 

beachtet 

2-2) 

1,     l/J— =^1+='         1  i      'i'      .    1""      1     '/'       .    271»'   , 

-  lu  l'  "Ti —  ,-       '■ =  ..  ,-'i     ^iSiii-;.;  —  I  ,   I    ism-,,.  + 

1  4- 1'      , ,        ,  ««,„/!      fl^  :r«^      1      «'        .    2:i«- 

In  1 -7!«!«  -  ln.m  j^+8^2  j.j_^iCOS  .^^-  ^  i  +  „<.>»  jj 

+  ...) 
Eine  zweite  Anwendung  der  DilflToiitialgluluiiaiig  21)  geht  unter 
Benützung  der  Eelatiou  tgamjt  =  tgip  in  Verbindung  mitii«"        her- 
Tfor.    Daher  ist 

<1Z  ='tg  (p  (to 

x  Vi  — ;^sinip- 

za  iutegriron. 

Anh.  a,  Htth.  B.  PLjB.    2.  Raihe,  Teil  II.  H 
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Das  Integral 


J  yi— «^sin«« 


r 

kann  durch  Einführung  von  CO89  «*  a;  auf  folgende  Art  geschriebei 
werden: 

InZ.      ■    ■  ^ 


■f 


xVz'^+s^x* 


und  ist,  wie  nach  bekannten  Methoden  ersichtlich  ist,  ebenfalls  log»- 
rithmisch.    Man  findet  schliesslich  das  folgende  Besultat: 


1    «.      1   acosffi  —  JA-z'  ,  ^ 
InZ  =  In  —-± — -P~-,  +  Const 


ZCOBtp  —  d  —  z 

Für  g>  «  0  wird 


Zq  =      ~"j  ~       .  A » 


1-/ 

so  dass 

Z       g— 1  — g^  gcosy — ^-j"^^ 

ijj  ""  g — 1+g'  zCOStp'—J — g" 

and  endlich 

9A\     ^^_    ^^8y  — ^/  +  g^        _?__         ^         __?!_         Sign 

"^^^     4tn      gC089+^+«'  ^l-g^^^®2ir"~i-  ^^®2A'  +  -- 


Aus  der  letzten  Formel  folgt  noch 

1/1  -g   gcoscp  —  J4-z' 
r   1  4-  g'  — /rcos 


cos 


+  g'  — /rCOSy+^+Ä 


IX. 

Der  Differentialquotient  von  s  kann  auch  benutzt  werden,  nm 
eine  neue  Relation  für  y  herzustellen.  Aus  derselben  entwickeln  wir 
dann  eine  kubische  Gleichung,  deren  Absolutglied  eine  periodische 
Function  ist.    Aus  7)  folgt 

und  wenn  man  beachtet,  dsissfydx  »  «,  also  ^  '^  x    ^^^'   ^^  ^^ 

iix 

rttcksichtigung  des  Wertes  von  ^ 


f.  VtiiiiiAug  MÜ  din-  ITuörit  dir  £iMiHttni(. 
Dbd  Nenner  dieses  Qactienten  können  wir  darcb  den  AuHdruuk 


-Vi+? 


-2a'j,  ^ 


-üCOBs-^    -1-... 


1  —  g*        2Ä'      1  —  q" 

BetzeD.  Erheben  wir  darauf  die  Formel  auf  die  2.  Potenz  und 
dnen  nach  Potenzeu  von  y  so,  so  erhalten  wir  die  kubiscUe  Olei- 
ung 


1+«' 


'+^,^A^-^ 


-,*       HK         1—g' 


:COS.jT 


it   deren  Untersudiung  wir  uns  zunarbst  beschäftigeu  wollen. 

Das  zweite  Glied  ist  nur  vom  Modulua  z  abbttogig.  Der  Coef- 
iäeat  des  folgenden  ist  =  Null,  woraus  sieb  auf  gewisse  Qeziebnng 
ler  GleicbuDg  zu  den  reducirteu  kubiscben  Glciebuugeu  scbliessen 
ksst.  Das  durch  eine  periodische  Reihe  ausgedrückt«  Äbsolutglied 
,t  stet«  positiv,  wie  aticb  die  hier  geometrisch  brauchbare  Wurzel 
,tcts   grösser  als  1  sein  niuss. 

Macheu  wir  die  Gleicbuug  mit  der 
ieotisch,  so  folgt  ans  A  '-  —^,—  der  Modulas 


29) 

.'- 

a  —  Va 

-1, 

BU'I 

ferner 

ist 

30) 

K 

y2?»c  = 

9 

1-!" 

'°'7k- 

=r^. 

-.t« 

3n 

+  ■   ■ 

snd  rcrmOge  25) 

_-> 

y   - 

K 

VaTc 

r 

'in      q 

"■S- 

n' 

1-5' 

3t« 

+ 

Unter  gewissen  noch  auzugebcndeo  Bedlngmigen  wUrde  dernnacb 
Idio  obige  reducirto  Gleichung  vcrmittuht  eIlip(JK4i"i  ' noa  15s- 


"m 
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bar  sein,  indem  ans  den  Constanten  derselben  der  Modolns  anf  d 
fache  Art  bestimmt  werden  kann  und  in  Folge  der  hierdarch  \ 
kannten  K  und  q  die  Aufgabe  von  der  Lösung  der  transcendent 
Reihe  abhängt.  Sofern  q  klein  ist,  und  dies  ist  meistens  der  Fa 
ergibt  sich  durch  Versuche  der  Wert  von  m,  so  dass  y  ebenfisdls  b 
kannt  ist.  Da  diese  Bestimmung  wenigstens  theoretisches  Interei 
hat,  so  wollen  wir  noch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  in  Kürze  a 
suchen.    Wird  y  =  1  gesetzt,  ist  also 


so  wird  stets  in  den  andern  Fällen 


jt»  1  —  q^         1  —  <2**'  ' 

d.  i. 

^y2.'3c<^.'(i-o 

sein  müssen.    Oder  einfacher,  es  muss 

d.  i. 

C  <  - 1  —  1 

sein.    Da  ausserdem  auch  ^  >  1,  wie  aus  29)  hervorgeht,  so  seti 
wir  für  eine  allgemeinere  Betrachtung  die  Gleichung 

32)  a:'»— «a-x'^  +  c  =  0 

fest,  woriu  a  und  c  vorläufig  willkürliche  positive  Zahlen  sein  mögt 
und  setzen  x'  =  ny. 


Also  wäre 

rt  c 

n        '    n 


'-■>='+:.3=" 


mit  der  Gleichung  28)  in  Beziehung  zu  bringen.    Gemäss  der  obig 
Bedingung  hat  man 

.,  <  -  —  1     oder    c  <C  an^  —  n^- 
ir        n 

Da  aber     =     A,       d.  i.    n  =  .j-y.  ist,  so  muss 
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Odor  was  dasselbe  ist 


W', 


Die  weitere   Untei-suchog   hätte   sich   nou   mit  dem   Ausdruck 
Techter  Hand  zu  beschäftigen,  der  für  verschiedene  Moduli  verschie- 
dene Werte  erhält    Daher  muss  der  Grenzfall  des  grössten  Wertes 
lireracht,  d.  h. 

differentiirt  worden.  Der  hieraus  berechnete  dem  Maximum  des  obigen 
Ausdrucks  entsprechende  Wert  von  z   bestimmt  die  Grenze  für 


2  Ko»' 


welche  nicht  überschritten  werden  darf. 

Die  Differentiation  führt  auf 

/3_2»'«— 2^'+!  =0, 
woraus  für  den  Grenzfall 

z 2 

Eingesetzt  in  die  Ungleichung  folgt 


2  r   a3 


1  4«^ 


Man  wird  schon  in  dieser  Bestimmung  das  für  reducirte  kubische 
Gleichungen  von  der  Form 

wesentliche  Unterscheidungsmerkmal   für  reelle  und  imaginairc  Wur- 

zehi  erkannt  haben.    Indem  wir  die  letztere  Gleichung  anstatt  der 

1  »  1 

froheren  hier  benutzen,  also  ä  =»  ->,  a  =«  -,  c  -=      einführen,  geht 

'  x^  q  q  ° 

die  Ungleichung  in  die  folgende 

27q^  <  V 

(dessen  q  mit  dem  q  der  periodischen  Reihen  nicht  verwechselt  werden 
darf)  über,  welche  die  Bedingung  von  3  reellen  Wurzeln  ausdrückt. 

Die  Gleichungen,  welche  wir  vorhin  gefunden,  besir'  ^"^ 

auf  den  casus  irreductibilis ,  worin  eine  Wurzel  d 
drückt. 


i 
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Aue  der  TraDsformation  der  obigen  Glelchnngen  resnltirt 
flg»     3ini 


nach 


34) 


•''2k 


} 


Wenn  man  mit  Umgehung  des  Grenzfallea,   für   den   es 
Unterschcidnng  nicht  mehr  bodarf,  ein  bestimmtes  t  wählt,    so 


kSi) 


b<l 


Die  Constaaton  q  nnd  K  sind  dadarcli  gegeben,  so  ist  z.  B.  ßr 

»» =  I  nud  ^  <  ~^,  q  ■=  0,0857957,  K  =  2,156515.    Bei  kleina 

■Werten  von  q  ist  die  Berechnung  von  «  nicht  besonders  nmatändUcL 

Die  durch  eine  periodische  Reihe  darstellbare  Wurzel  der  Glei- 
ohnog  ist  d&nn 


-  l/-  ?—  f  -  ' 


+A 


3nu 


Wir  geben  nachher  auch  noch  die  Auflösung  der  übrigen  dsrcll 
die  Cardani'sche  Formel  lösbaren  Fälle  der  kubischen  GlcichnngSB 
vennittelBt  der  Kettenlinie. 


In  19)  haben  wir  tgam»  in  Form  eines  Quotienten  durch  zvtÄ 

(periodische  Functionen  ausgedrückt,   so  dass  die  Frage  cutsteht,  ob 

ebenfalls  sin  am  u  und  cos  am  u  auf  ähnliche  Art  bestimmbar  seien.  Wir 

eriuuern  zu  dem  Ende  an  die  Reihe  1U4) 


welche 


^sin^coB?) 


:-^+ 


I  Snbtraction  verbinden.    Man  6ndet  folgende  Relation 
»'sin<pcoBq»_  2«  /g(l+3)'  .   "»   ,     ,(1  — g*)*  .   2»n 


I   Verbindung  nä  der  JTite 


I  der  KtneiiUnle. 


}  Iftsst  sicti  mit  der  Reihe  17)  für  t  weiter  verbinden. 
Die  UivisioD  beider  ergibt  geordnet 

n ~ — ■-    ■    sin ^rz i-  «» -s^ Hin  . 


y™? +•'' 


l-g* 


™  «^+ •• 


Zorans  noch  uach  Mnltlplication  von  tgamti 

(1—5)*   .   nu        (1 — n*)'  .   2«u  , 

1  ^i^^"'':y+g'T=gi-«"t:g  +■■ 


r^»""'2Ä-r: 


Beide  Reiben  besitzen  gleichen  Z&bler. 

Da  sin  7  ~  ■  ,  ist,  so  kann  man  für  sin  am  u  und  ebenso  für 

I  cosamu  zwei  analoge  Ausdrucke  leicht  herst«IlcD,  wenn  man  die  fUr 
I «  and  1/  cutwickolt«n  Reiben  einsetzt.    Die  Reihe 

,  £        4jt*  /     n*  JTU  2n*  2jiu    ,         \ 

-  »  -  Ä- =  ?r  (,r  — .  CO.  j^— ,— ^.  008  ^  + ... ) 


znm  Maximum,  d.  b.  es  ist 


^nnd  für  y  '^  I  zum  Uinininm 


[  «eiche  Formoln  mit  frfiheren  Obereinstimmen.    Dio  Difforonz  hoider 
)  möge  man  mit  früheren  Ableitungen  vergleichen. 

Man  kann  nnn  die  obige  Reihe  für  y  in  folgender  Art  zur  Bil- 
dnng  neuer  Beziehangen  verwerten.    In  Folge  der  Bedeutung  von 

..   '■+■- 


I  besteht  demnach  die  Reihe 


flu' 
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Wir  Differentiircn  sie  unter  Beachtung  des  in  YIII.  gogehmoL 
Wertes  von    ,^^,  welcher  in 

eingesetzt,  den  neuen  Ausdruck  für 
hervorgehen  lässt. 


Bemerkt  mau  aher,    dass   der  Nenner  dieses  Braches    durch 
7-   Vl+z^—2zy  ersetzt  werden  kann,  und  dass  ferner  *  «=»  Vy*— 1, 

SO  geht  unter  diesen  Substitutionen  das  letzte  Resultat  durch  Qua- 
driren  und  Ordnen  nach  Potenzen  von  y  in  das  folgende  über 

42)    ,3_L+_j,«_^+-i,_ 

+  .'»Ä-«  \\-,} '" "A^ "  i - ? ''" :r -  j  =  ^' 

so  dass  wiederum  y  durch  eine  jetzt  vollständige  kubische  Gleichung, 
deren  Coefticienten  bestimmten  Reducenten  gentigen  müssen,  bestimmt 
ist.  Auch  hier  ist  das  stets  positive  Absolutglied  durch  eine  perio- 
dische Reihe  definirt. 

Im  Anschluss  an  die  in  134)  aufgestellte  Beziehung,  welche  auch 
in 

2Ä''  ^'»-(sing)  cosg?  ^     0'2pr.  ^^  2^z,  ^2  2p2 

umgewandelt  werden  kann,  und  worin  wir  sing>  durch  — _j;,f,  ferner 
H   durch    7^-i — r;  ersetzen,    resultirt  der  der  obigen  kubischen  Glei- 

{d-\-z) 

chung  entsprechende  transformirte  Wert 
14--'-  \A-z^ 


,    VVrl 


■^H»J    I 


:■/  Ai'  V'te 


I  der  KttlmUnie, 


1S5  1 


pronuif  wir  bior  aufmerksnm  mauhcn.  Die  daraus  borvorgohcnden  1 
nebangen  and  Idontittttcu  wollen  vfir  ioiicsacu  nicht  weiter  hier  j 
ntiren. 

Dnruh  Coinbiiialion  der  für  ;/  =  — ^ —   nnd  » ^=  - — 5 —  aaf- 

istelllen  Rüiheu  erhSit  mao  diu  Entwickdung  von  e±'. 

Aas  der  Addition  von 

g'+fl-'        £ 4»'    /     3*  -         "!?  _     2g*  gnru       \ 


"  i'K*  U  - 


''■2A'       1- 


,   3ji«   , 


blgt  dcninacb  die  folgeode  Reiho  mit  eigentOmlichom  tiildungsgesotz 
6>      '^°,-'^+.'Ä-.ll-l^'" 


27*^        2nu 

i  —  5*  "^"^  2  J 

■  1— ^^**"2ff 


lod   vermittelst  Subtracüon  die  ihr  analoge 
L  £        2ji*    /      3       .    Jt«    ,      2n*  2w« 

i—qO  ^'"2Ä         1  —  gB  «>8  2^    ■.-  y 
I  sich  durch  symmetrische  Ordnung  anszeicbnen. 


Die  in  U)  entwickello  Function  für  <^  läsat  sieb  mit  Anwendung 
»«kaimter  Formeln  leicht  durch  einen  ans  zwei  einfach  periodischen  I 
»BOtieotcn  wie  folgt  ausdrücken. 


/l+V£-f^»sinv\ 
^-'='1 7+^ ) 


S)^i'  =  - 


I+a^sing^,— 2g*co3^.— ag^Bin  2^  +  ag^coB^r^  -f  ,.. 

1— Sgaing^— 25'cos2-^+25*8in.j-^  +  25"icos^~... 


Dio  Reihenent Wickelungen  für  die  Coordinaten  der  Eettenlinie  J 
Ebind,  wie  aus  Vorstebondem  crBichtüch  ist,  sehr  manuicbfacb  und  j 
seigen,  ma   sehr  die  Eigenschaften  der   C^r^c-  in  antUytiKber  Hin- 


siebt  durch  ADwendong  aaf  die  elliptischeo  Fanctiouoa  sich  IcUtetu  1 
au  schmiegen.  Um  noch  andere  Beziehungen  geometrisch-analfüflcher  ' 
Natnr  auf/ ustel teil,  wollen  wir  zunächst  an  die  bekannte  Formel 

coBi— ijcos3j;-|-p"cos5a-  ., 


1  andern  Reihonausdrack  ab- 


eriuucm,  um  mit  HUlTe   derselben  t 
KUloiten. 

Die  häufig  auftretende  Reihe 

jCOS.v.,—  r- K*^"*"«"!-  +  1 

1  —  g'         2&        1  —  5  2ä     '    1 

kOuDcn  wir  durch  Entwickelung  der   Brüche  in   geeigneter  Reihen- 
folge loicbt  durch  Portialquotiuntsn  von  der  Form 


7(1  +9*)  cos  2k 


Irauaformireii,  daher  ist  vermöge  der  bekannten  Bedeutung  der  Fomii 
18)  der  Ausdruck  für  l 


i 


.19)    ,=  ^. 

QDd 

5u)  vi+.''-2,',_,  y 


gd+l') 


_,>(i+y>_ 


1-l-Vcos  ^-+'i*      l+25*cos  ^  +-i' 


^-■■) 


4n 


2A- 


Der   in  19)   für   tg 
:)ekanntcn  Relation 


1+  2(i»cos  ^  +  9*       1  +ag^8  ^  +  9" 
amu  abgeleitete  Wert  kann  aach   mit  ] 


1  ('"  Kl+a)  - "»'" 


aus  ilür  fiilber  ontwickelt«n  Koihe 


Dorcge  i 


hergeleitet  werden,  indem  man  letztere  logarithmisch  differentJir 


fn   Verhinitviii  mi, 
Uan  lindet  obno  Mühe 


■    TÄmriV  iUr   Ktllttili-lt. 


1}     cotaiiiu 


cos 


•2S 


'orans  TcrmitteUt  einer  Uiuttandliing   die  erwäbnle  Furind  Lcnor- 
obt. 


"iJA'    1— V 


*'"  2K 
fiodot 


+...) 


'Wir  wollen  ferner  die  Reibe  ftlr  tgS,  also 

Beziehang  anf  d  nnd  h  diffurcotiiren, 

C080>       e'A^  \1  —  ij*        3Ä       1  —  </        2A     '      y 


wird  ebeufalls  s 


I 


oosd 

fSr  y,  so  )iat  man  zanflchst 
ds        sind 


dilTüreatiirt  uud  cudiicii  nodi  die  Reibe  U) 


da Uj, 

cosd*       sind' 


Eliminirt  Diau   also  - 


j  aus   den   beiden   ersten  Formeln  uud  *] 


erseUt  j  mittelst  der  letzten,  so  erhält  man  dos  Resultat 

fi'  Jiii  4fl*      ,   2nu 

,- -    jSin  r.  — ,   — iain-=-  +■-. 

52)         8iiia  =  4--  -  g^ä  3„«  . 

Man  kann  diese  Entwiuke laugen  in  geometrisdicr  Hiueicbt  den- 
,    Die  Tangente  der  Kttteuliuie  im   Punkte  P  scbneide  dio  Ab- 
scissenaic  in  B.    Bi^zcicbueu  wir  uun  die   Strecken   AR  derselben  ] 
zwischen   der   Taugeute  und   dtT   Ordinate   g   mit   y,  so   ist 
ysiud  =  1. 
Daher  ist  vermöge  des  obigen  Reibenansdrucks  fUr  sind 
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XI. 

Wir  geben  noch  im  Folgenden  diejenigen  Reihcnentwickelaiigcn, 
welche  als  Functionen  einer  durch  die  Kettenlinie  dargestellten  geo- 
metrischen Beziehung,  sei  es  eine  Gerade,  Fläche  oder  Winkel,  von 
einiger  Wichtigkeit  sind. 

Hinsichtlich  der  Ableitung  dieser  und  anderer  bemerken  wir,  dass 
hierfür  zuweilen  mehrere  Wege  offen  stehen. 

Der  Flächeninhalt  des  rechtwinkligen  durch  die  Katheten  «  und 
/  gebildeten  Dreiecks  kann  man  unter  Benutzung  der  Di£Perential- 
formel  für  y  in  Verbindung  mit  der  aus 


l  +  z'J 

hervorgehenden  Ableitung 

€ly       z^  sin  <p  cos  q> 

leicht  berechnet  werden.    Da  nämlich 

Ä*sin9C0S9>        ,    , 
ist,  SO  folgt 

^^)     ^-z'K^[l-^  q*  '^"  A-  -  1  -Y«  sm  ^-  +  j 

-5" 

sin 


...) 


K 

Es  sei  K'C  ^  m.    Man  hat  den  leicht  berechenbaren  Ausdruck 

Ferner  sei  der  Winkel  zwischen  K'C  iund  AC  mit  i   und  der 
Winkel  zwischen  J^'C  und  KP  mit  a  bezeichnet.    Aus 


sind 


m 


sm  i       z 

folgt,  wie  leicht  zu  finden  ist,  tg/  =  s'sin<p,  tga  =  — ^  s«'sinff=siui. 
Denn  es  ist 

Daher  kann  man  entweder  zur  Darstellung  von  tga  die  ellipti- 
schen Transcendentcn  benutzen,  wodurch 

^    2yqsin  ,jj^-'  sy^z-^sm  ^^  +  ... 

^^"^    l+2(ZCOS^+2(?*COS-;^  +  ... 
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oder  man  zieht  die  in  der  Theorie  bekannte  Reihe  für  — i her- 

^aniu 

an,  welehe  demnach  die  folgende  geometrische  Bedeutung 

gewinnt. 

Auf  dieselbe  Weise    verwerten   wir   die  für  sin  am  u  bekannte 
Keihe  nm  tgi  »/sin9>  durch  dieselbe  darzustellen.  Demgemäss  ist 

oO      tg»^-^-  ^jj:^sin2^+3^p^sin^  +  ...j. 

Diese  Interpretation  dieser  bekannten  Reihen  ist  jedenfalls  be- 
merkenswert. 

Bemerkt  man  ferner,  dass  aus  der  Formel 

1       __\+zd 
^  ^  COSÄ  ^    z-\-J 

die  Relation  

folgt,  80  geht  auch  die  in  Y.  abgeleitete  Gleichung  in  die  folgende 
58)     tgi^  «  ^~;p^  [^-,  sin^^.+  i--68in  g^- 

über  und  analog  folgt  aus  II. 

o9)      i arc srntg^i  -  -^-qp^-,  sm ^j.+  3  fqi-^oßin  ^^ 

,     1    g^_     .     ÖTTM     , 

die    demnach   wie    die   vorhergehenden   vermittelst  der  Kettenlinie 
geometrisch  interpretirt  ist 

Auch  die  früher  aufgestellte  Reihe 

g«8inyC0Sy  _  2n   /qd  +  q)^        nu       q^l—q^)^         2nu  \ 

—j+7~  =  ~K  \T^^ ^11^:^+  "iz:^-  cos -^+  ...j. 

welche  geometrisch  Airch  ein»  "^  'ioi^litadendreiecks,  d.  i. 

durch  IW19  bezeichnet  war  liner  Transformation 


i(^ 
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filhig.    Wir  multipliciren  sie  mit   —-  ^  du  und  intcgriren.    Das  tU- 
gemeinere  Integral  ist 

lucos®— 3    /  -.//«-r—«— -"^  *==  2(^^ — — ir- cos -rz+  ,..  )  4-CL 


oder 


Incosy  — In— — -r^~}^  ^  (    i      ^   cos  -rr  ...  )  +  C. 

Für  tp^O  folgt 


z  —  1  —  z 


m-f-)+o. 


Daher  ist 


zcosy  — ^+^^  g— 1  — g^      1 g(l  +  g)*  .    ^»^  I 

'"* rcoi^  — "^ - »'  Ä-^^f? ' cös ^  "~  T=V" ®^^ 2Ä^  +  •  •  • ' 

oder  mit  Einführung  der  Relation 

Nun  ist  aber 

1  -|-  2'   cos  a        l-{-  z'        y  —  «' 


1 — z     C0S9>         z/-{-a'  1— 


/» 


iS 


Demnach  auch 


Man  sieht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  Combinationen  ge- 
wonnen werden  können.  Yon^  denjenigen,  welche  noch  zu  erwähnen 
sind,  wählen  wir  zum  Zweck  einer  Differentiation  die  in  46)  abge- 
leiteten Relationen,  die  demnach  differentiirt 

dx        n^   (    a  ^^  i_    ^2^     •  ?!?*        9g^         3^u      \ 

^  du  "":^^Äa\l^g«^^^2^+r=:^^"^2A'  ""  l^q^^^W  '"  )' 

_^dx       n^  (    q  ^w        ^q^     .  23TU        9(jp         Situ     \ 

und  durcheinander  dividirt  die  Formel 

q  nu         4g*     .    27tu         9g*  3»» 

61)      e2«=   ^^^^       ^      ^^,         2m*         9g8         to 
i  -  52CÖS2A:"  1  -  g*®^"  2K  ■"  l—;i«^M 


■'«    Vrrbiaituag  mil  dir    llitorit  dtr  Kttltuliaif.  \^\    i 

Auch  aas  den  beiden  ersten  ergeben   sich   uacli   Kinsot/oii 
tlr. 
Aes    für     -  bekannten  Wertes  nenu  RolationcD  für  et'. 

Bemerkenswerter   ist  die  Transformation  der  in  48)  für  e^  auf- 
.gestelllen  Kormel,  welcbe  wir  jetzt  untersuchen  wollen. 

Mtw  findet  zunächst 


2qfAa 


'2K 


-.Ä-+25'^-2Ä- 


"r  1—25*  cos  ^  +25'noc 

Die  beiden  hier  erscbeinonüen  Reihen  sind,  wie  man  sieht,  ellip-  ' 

tube  Tmnscendenten.    Da  der  Ansdruck  zur  Rechten  mit  dorn  Quo- 

Heuten   für  die  Function  Giuamu  üben-instimmt ,   wenn  q  auetatt  q* 

eiugefflhrt  wird,  so  ist  eijie  Reductioa  auf  diese  Relation  leicht  tturch- 

tebrbar.    Lösen  wir  demnach   die  letzte  Gk-ichung  nach  e^  auf,  so   , 

ist  ia  dem  genannten  Sinne  unter  Benutzung  bekannter  Formeln 

l  +  T/^iny  /JVg  «ji       1      Vy^    sin^-'^'-L.    Y 

■*'     1  — Visin?        VI— v-z^'^aA     3  1— Vg^^^iA:  T^  ■■^■ 

reiche  noae  Besichuug  wir  nachher  einer  dynamischen  Betrachtung 
ra  Gmude  legen  werden. 

Eine  i 
liefern 

^-j-win^cosy        i{  Vq    .   ««      1    y^^    .   3iii         > 

Ana  der  ersten  kann  noch  mittelst  einer  weitern  UmgestaUnng 
folgende  abgeleitet  werden. 


i  TrauBformatiou    von  63)   würde   noch   die   folgende 


1  -|-  y » sin  9 

(1  -  sy^Bin  g-  +  y 5)  (1-2  vVsin^^  +  y«*)  - 

(l  +  2^58in|-^+y3)(l+2V9=sing+yg«)... 

Für  if  =  90  folgt  nach  mehrfacher  Umwandlung  ein  schon  früher 
gefundenes  Resultat. 

ir  bemerken  noch,  dasa  we^cn  der  leicht  ab/uleitendou  Glei- 
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.    «*8ill9 
1  T" 


^  =r  s— . 

g*  Sin  y 


1+«'^ 

in  Folge  der  Bedeutung  von 
die  folgende  Relation 


^       g'siny 


besteht. 


Domsch:  Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung  etc.  193 


vni. 


Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung 
mit     Doppelkegelschnitt    diu*ch    hyperelliptische 

Functionen. 


Von 

Paui  Richard  Domsch. 

Erster  Teil. 


Einleitung. 

"Wenn  wir  in  Folgendem  statt  der  allgemeinen   Flächen 
vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  vorwiegend    die 
Cy  kliden  in  Betracht  ziehen,   wenn  wir  also  für  den  Doppelkegel- 
schnitt den  imaginären  Eugelkreis  nehmen,  so  ist  dies  durchaus  keine 
wcsentliehe  Beschränkung.     Von  projectivcm  Standpunkt  betrachtet 
liat  jener  ja  keine  ausgezeichnete  Lage,  wir  können  jederzeit  unsere 
Cyklide,  resp.  das  Cyklidensystem    einer    linearen   Transformation 
unterwerfen,  welche  den  Kugelkreis  zu  einem  Kegelschnitt  im  End- 
lichen macht,  und  die  zu  gewinnenden  Sätze  werden  dann  in  unver- 
änderter Form  sogar  bestehen  bleiben,  wenn  wir  nach  der  Collincation 
den  nanmehrigen  Doppelkegelschnitt  zur  Grundlage  der  Mass- 
bestimmnng  wählen.    Nehmen  wir  in  den  Transformationsformeln 
die  Coefficienten  complex  an,  so   können  wir  sogar  den  Doppel- 
kegelschnitt reell  machen,  wodurch  allerdings  alle  Realitätsver- 
rich  ändern,  nnd  auch  unsere  Resultate   die  bezüglichen 
erieiden. 

*^Tenn.  13 


cA:   bU  Daraldlang  (Icr  FlSchin  vierter 


1  Critlijl 


Wir  beschUftigen  uns  demnach  allein  mit   den   v>j,         

snchcn  die  Resultate  zu  verwerteu,  die  von  Moutard  *} ,    DarboB 
Caaey')  über  jene  Flächen  und  Flächenaj-eteme  gewonnen  wurden 

Zur  Erreichung  des  Zweckes,  die  Darstellung  durch  bypereUiii 
sehe  Funcüoaen  zu  leisten,  bieten  sich  mehrere  Wege  dar. 

Das  Zu  nächstliegende  würde  sein,  die  Untersuchung  dircct  i 
fuhren  und  auszugehen  von  der  Daratollnng  der  Cyklide,  belogen  V 
ein  orthogonales  FUnfkngelsj'stom  iu  Eogeuanutcn  pcDtaspbiti 
scheu  Cüordiuaten  (unter  |)enta9pliüri scheu  Coordiuaten  cii 
Punktes  versteht  mau  die  mit  gewisseu  Coustanten  inultiplicirtt 
Potenzen  des  Punktes  in  Bezug  auf  jene  D  Fn n dam eutal kugele).  Il 
dem  mau  diese  Coordinateu  als  Functionen  der  beiden  ErammnoE 
liuien Parameter  der  Cyklide  darstellt,  zeigt  sieb  sofort  die  MOglid 
keit  der  Durchführung  der  Aufgabe.  (Zuerst  ausgesprochen  tind 
sich  dies  bei  Darboux,  Cumptea  Ilendus  Bd.  69,  p.  392;  Sur  n 
nouvoUe  si^rie  de  systi^mes  oithogouaux  alg6hriques}.  Die  penl 
sphärischen  Cuordiuaten  lassen  sich  5  hypcrellip tischen  ^Function 
vom  Geschlecht  2  proportional  setzen,  welche  einem  aogeotmal 
Boscnhaiu' sehen  Sccbsersystem  angehören,  und  nun  wird  die  Koni 
nisB  der  öFunctionen  und  deren  Relationen  zu  verwerten  geso 
für  die  Gewinnung  geometrischer  8ätze  für  die  Cfkliden. 


1)  Moutan]:  ,Nülo  sur  la  iranstormBtion  pir  rayont  »ectenw  tiäf 
qnei",  „Note  Bur  Us  suriuoiii  anallagmatiqucs  da  quBtrivme  ordre",  Kout.  A 
de  Milb.      a.  S.      Bd.  3.,    1864,  [1.  306— S,  p.   S36— S9. 

—  Sar  IcB  ligii«a  de  courbare  li'uac  clnase  lie  snrf*cv«  du  qnatiil 
ordre,  Comptes  Bcndui,  Bd.  59.,  p.  943. 

2}  Durbuux:  >,Sar  dqc  clasae  remarquablc  de  courbei  et  de  nub 
algiSbriqucB",  Faria,  GauChier-Villari,  I6i3'  Man  ßndet  daiio  «D»er  tii 
der  Puriser  Akademie  ISGO  eingereichten  Uemoire  eine  Zuiammamteliaiig  • 
Koten  und  kicinerrn  Anfefttic,  die  Herr  Darboux  über  diesen  Gegengtand  | 
BChriebeo,  aai  SehluBS  des  Werks  aacb  eine  na*fübrlichc  LittcrBtDraiiga.be, 
Cjklideii  betreffend. 

3]  Casey:  „Ou  Cyclides  and  Sphero-Quartiea,  PhiL  Traasactions,  Bd.  II 
p.  565.  In  jQngstcr  Zeit  hat  der  Orgenstiind  eine  eraoalo  Behandlung 
fahren  durch  Herrn  Gvio  Loiia  (Riccrche  inlorno  alU  Gcomclrla  delU  tl 
e  toro  BpplicBxionc  allo  itudio  ad  alla  cUasiücaiione  dclle  supcrfieie  dt  qni 
ordioe  avcnli  per  linen  duppia  il  ecrehio  imaginario  all'  Infinito.  Memoria  i 
Reale  Aeadcmia  delle  ScicDie  di  Tonno,  Scr,  3..  Bd.  36.),  der  von  der  ! 
tiachtung  run  Kugele omplexen  Qnd  Congrueniea  ausgebt,  und  durch  Be 
Segte  (Btudc  dca  diCTdrentes  surfsces  du  *'  ordre  il  coniquo  double  etc..  Ka 
Ann.  Bd.  94.,  p.  3l3.),  der  in  einer  umrangrcichen  Abbaudlung  die  FItcl 
Tieriflr  Ordnung   mit   Doppelkegelachnilt  betrachtet  alt  CenlrolprojcciioMa  1 
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Dm  insbesondere  auBgezeichnoto  CnrveDsyBteme  auf  der  Cyklide 
[IflAaiten,  setzt  man,  in  ilcii  oinfachsten  F&IIgd  wenigstens,  d  Faac- 
deren  Argumente  sich  von  denen    der  gegebenen   um  Coii- 
t  nutorscbeiden,  gleich  Null  und  erbält  bicrdurch  eine  Gleiebnng 
Firiscken   den   beiden  Parametern  der  Cjklide ,   also   die   Gleichung 
I  einer  Corve  auf  der  Fläche ;   die  Wahl  der  Conslanten  bestimmt  die 
r  Curven. 

zweite  Methode  ist  indirector  Natnr  und  nimmt  ihren 

mnkt  nicht  \on  der  Cyktide,  sondern  von  Flüchen,  resp. 

tcmcn,  die  bereits  dnrch  hyperolliptischcTranB- 

ceodeute  dargestellt  sind  und  in  Bezicbmif;  zar  C/klide,  rosp.  dem 

CMfixaleii  Cyldidensyitem  gesetzt  werdeu  können, 

Herr  Darboux  gab  im  Jahre  1864  in  den  Annalcs  de  l'^cole 
Komtale  Snperieure  eine  einzweidauligo  Transformation  an,  welche 
(ine  Oberäücbe  2ter  Ordnung  in  eine  Cyklide,  eine  P'lfLcbenschaar 
!len  Grades  in  ein  confocales  Cyklidensystem  verwandelt. 

Nun  ist  die  Flache  2ten  Grades,  resp.  die  FliLclieuschaar  2teu 
Grades  darch  byperelliptiscbe  Functionen  dargestellt,  in  ueaester 
Zeit  t.  B.  in  eingehender  Weise  von  Herrn  Stande ') ,  der  dazu  gc- 
lugtc,  eine  grosse  Anzahl  von  8  Relationen  als  geometrische  Sätze 
über  die  Fiflcben  2ten  Grades  auszusprechen,  und  dio  Darstellung 
Udentlicb  benutzte,  nm  die  bekannten  Schlicssungssatzo  zu 
^kalten,  die  sich  auf  Polygouo  beziehen,  die  von  den  gemeinsamen 
I^igenteu  der  FliLcheu  der  Schaar  2ten  Grades  gebildet  werden. 

Von  diesen  Resultaten  ausgehend ,  gelangt  mau  mit  Hilfe  der 
^bonx'gchen  Transformation  ohne  erhebliche  MUhe  zu  einer  Dar- 
Hdliuig  des  Cykliden Systems  dnrcb  hyperelliptische  Functionen,  zu 
^Mt  analogen  Deutung  der  &  Relationen  in  der  Geometrie  der  Cy- 
Uiden  aad  zu  enisprechendoo  Schliessangsaatzen. 


«liaicKi  iweier  quadraliacben  MiiDnigriilligkeicen  Ton  3  Diu 
"^'rcn  Raam  von  4  Dimcoiiancn  tiaf  den  gewdhnlichea  Raum.  Dieac  Ue- 
''^  fahrt  ihn  la  den  bekannten  und  einielncn  nenen  SAtien  ftber  die  Cy- 
'^*a,  Mwie  IQ  elnur  ericbOpIcoilcn  ClnBeificstion,  die  auch  ron  Herrn  Laria 
lieben  wird  Iflr  dun  Fall  eine»  nicht  lerfBlIendon  Dopimlkogdachnitw.  Wir 
^'^eiun  noch  beaandera  uuf  dia  gochichtlichc  Einleitung;,  die  Herr  Segre 
^"vi  Abhuidlang  vorausschickt. 

4)  Staude:  „Oeometr.  Dcatung  der  Additionithcoremc  der  hyperolliptiacben 
'J^**tr»le  ond  Functionen   I.Ordng.  im  Sydcm  der  confocailen  Flachen  3.  Gr«- 
Ualh.  AnnaUn,  Bd.  sa.,  p.   I. 
—    .Daher  geodlüaclio  Poljgone  nuf  den  Fliehen  aien  Grudes",    Math. 
Bd.  Si.,  p.  SI9. 
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irellipdflcS^I 


Kocli  eioe  andere  Plächenart  ist  durch   bjrperellipdi 
tionen  dargestellt,  die  Knninier'sche  FULche. 

Naelidcm  Herr  Kleiu  im  5  ten  Band  der  Math.  Annaten  p.  3 
faJs  Erster  auf  die  Miiglichlteit  der  Darsteüong  hingewiesen  lia 
olgteii  die  AusfQhruDgeu  dnrc.h  die  Herren  Cayley  ^]  nnd  Borchsnli 
im  83ton  Band  des  Crelle'schcn  Jonrnala,  von  H.Weber')  im  84  t 
Band  desselben  Jonmals  uud  vun  HcrrD  Rohn^)  im  15tcn  Band  il 
Annalen. 

Andererseits  hat  Herr  Lie  im  5  ton  Band  der  Annalen  „Uelx 
Coniplexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugelcomplexe",  p.  145.  ff  g 
zeigt,  wie  durch  eine  BcrQlirangstransforination,  welche  die  Panlil 
des  einen  Raumes  in  die  Minimalgera  Jen'*)  des  andt-m.  di 
Goraden  in  die  Kugeln,  Flaebonolcmento ,  die  consccutive  Piil>i9 
einer  Geraden  gemein  haben,  in  die  Plächenclemonte  der  entsprechu 
den  Blldkugcl  Überfuhrt,  die  Kummor'sche  Fl&che  in  eine  C] 
Itlide  tranaformirt  wird;  dio  Knmmer'sche  Fläche  wird  ( 
gesehen  als  Brennflächo  einer  Coognienz  '2ter  Ordnung  und  Clai 
als  Singularitäten  Sache  otnet  Complexscbaar  2ten  Grades. 

Hat  man  anf  diesem  Wege  die  Beziehungen  zwischen  Eni 
Bclior  Fläche  uud  Cyküde  TollsIAudig  klar  gelegt,  so  ist  damit  so 
dio  Darstellung  der  Cyklide  durcii  hyperelliptische  Fuuctionen  ( 
eistet,  Dio  &  Relationen  bleiben  ja  bei  der  Berabrungstransb 
matioa  invariant,  sie  ändern  nur  ihre  Bedeutung,  wie  es  das  Uebi 
tragnngBprincip  angicht. 

Dabei  haben  wir  noch  den  Vorteil,   dass  wir  za  gleicher  Zeit 
Arten  der  Darstellung  erhalten,  entsprechend  den  3  Weisen,  diu 
welche    die    Kummer'sche    Flilcho   durch    9  Functionen    dal 
I  ward«: 


6)  Cnjlcy :    „Oll    tbe   doubk    @runctions    in 
qniTtic  tarrnce",  CrcUc's  Joarnal  Bd.  B3.,  p.   Slo. 

6)  Borcbunlt:    „Ueber   die    Daratcllaog   der  Kummer'schen  Fl&che   dar 
I    die  GOpcl'Bphc  biquttdmtiiche  Reliition  ttc".    Crellc'n  Jouronl,  Bd.  83.,  (kU 

7)  Weber:.  ^Ucbcr  dio  Kumimtr'icbe  FUcbe  *ter  Ordnung  mit  1«  Kl 
teapancten  nnd  ihre  Beiiubung  zu  denThe(«ranttii>neD  mit  !  VerSuderllchd 
Cfcllc'B  Joorniil,  Bd.  8*,,  p.  332. 

8)  Bohn:  „TranBrorintilioD  der  bjpercitipti seilen  Functiancn  p=  mi 
ihre  Bedeutung  Mr  die  KumiDer'srlic  FUcbe",  Matb.  Anmilea,  Bd.  1 

9)  Aosehlieuend    >n    Herrn   Lie    werden   wir   Uinimolgerftda  d 
nennen,  welche  den  Kagelkreii  treSeD,  die   glignei  de  tüngatmi  D 
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die  liniengeometriscbo  Dnrstellnng  Rolin'g; 

die  BorehanJt'schö  CarstclIuDg; 

die  Cayiey-Wober'sche  Darstelliing  '"). 

Infolge  dessen  erhalten  wir  aacli  3  ScrieQ  von  CiirvcnajatomOD 
ir'Bcber  Flüche  QQd  Cyhlidc. 

Folgendem  der  3 teo,  iudirocteu  Methode  deu 

geben  and  also  einmal  von  der  Fläcbeiiscboar   2ten  Grades 

udere  Mal  von  der  Kummer'BChon  Fläche  aasgebend,  die  Dar- 

der  Cykliden   durch   byperelliptische  Trauscondente  leisten, 

geschiebt  dies  zunächst  ans  dem  Grunde  grösserer  Einfauhheil. 

Vir  könneu  ja  das  reiche,  schon  vorhandene  Material  verwerten,  und 

a  Itümmt  in  der  Hauptsache   nur  auf  eine  Umdoutung  der  bereits 

gownnencn  Formeln  und  Siltzo  au.  Weiterhin  eröffnet  sich  uns  hicr- 

aber  ancb  die  Perspective,  mit  Hil/o  der  Cyklide  als  Zwiscbon- 

|lied  eine  Beziehung  zwischen  Fläche  2ten  Grades  nod  Kummcr'scher 

fUUbe  bcrzostL'Uen  und  so  z.  B.   die  Schlioesnugsaatze  auch  für  dio 

Gtumetrie  der  Knnimcr'schQn  Fläche  zu  verwerten. 

Oemgemäss  wird  sich  der  Gang  der  Dntersnchuttg  iu  folgondor 
Wtiio  gestalten; 

im  ersten  Teile  bebandoln  wir  die  Beziehungen  zwiacbcn  der 
Fltchonscbaar  2teu  Grades  nud  dem  conTocalen  Cykli- 
dGasystom  and  zwar  im  Iten  Capitcl  zunächst  dio  (l,2)dou- 
Transformation,  welche  dio  Üeberführung  leistet.  Wir 
genuinen  dadurch  im  2ten  Capitel  eine  Uebersicht  über  die  ge- 
»aUlichen  Verhältnisse  der  Cykliden,  über  den  Verlatif 
itt  ErOmmungslinien  and  der  geodätischen  Cnrven  auf 
d«DnlboD. 

Dag  3te  Capitel  deutet  das  Äbersche  Theorem  für 
Bberall  endliche  Integrale  in  der  FlUcbenacbaar  2ton  Grades  nnd 
1  Cykliden  System.  Wir  ündcn,  daas  die  Gleicbuugon  dossolben 
Differentialgleichungen  der  2  Flachen  dos  Systems  je 
^^Ach  borübrendcu  Kreise  sind,  und  erhalten  hieraur  Sätze 
■^  die  4  dnrch  ein  Punkfepaar  gebenden  Doppelbordhrungs- 
'Bise,  sowie  dio  Deutung  des  einfachen  Additionsprobloms 
^^  Cyklidcnsystem.    Im  letzten  Paragraphen  dieses  Capitels  endlich 


IQ)  Die  dreierlei  tf'  h&ngen  dabei  so  lUBsaaiDn.  itut  die  der  »<n'eitca  Du- 
*'><n|  »IU  denen  der  llen,  nnd  die  der  3ten  lui  denen  der  aiiMi  durob 
Mmitehe  Tranirormition  gewonnen  n-erdeo  können,  die  der  2  un  aua  di;nen 
'  Itin,  aUo  durch  Zweiteilung  der  Argamente  herTorgebcn, 
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zeigen  wir,  wie  man  zu  SchiiesBongssätzen  gelangeo  kum, 
innerhalb  der  Congmenz  der  gemeinsamen  Doppelberah- 
rnngBkreiso  zweier  confocaler  Flachen  der  Cfktidenach  aar  geltet  J 
and  führen  dies  an  einem  Beispiel  durch. 

Im  zweiten  Teile  behandeln  wir  nnu  die   Transform 
dos  RanmoB  der  Enmmer'schon  Fläche  in  den  Cyklidei 
raain,  welche  durch  die  erwähnte  BerUbrangstransformatiiiii  J 
vermittelt  wird. 

Nachdem  wir  im  ersten  Capitel  zunächst  die  Fnndaq^ 
t&lgebilde  in  der  Geometrie  der  Eummor*Bchc]i  FII^ 
and  ihre  Uebortragnng  betrachtet  haben,  setzen  wir  sodanaAtl 
einzelne  Enmmer'sche  Flüche  in  Beziehung  zur  oinzel 
Cyklide,  eine  Schaar  Knmmer'schGr  Flächen,  die  sich  längs  eiMi 
ausgezeicliDetcn  Haupttangontencurve  8ter  Ordnung  berühren,  in  Be- 
ziehung zum  confocalon  Cyklidensf stcm.  Der  DaretcIlnDg 
der  Kummer'schen  Fläche  durch  die  Pararaelor  der  Haopl* 
tangentencnrTon  entspricht  die  Darstellung  der  Cyklide  dnni 
Krüramnngslinieupäramoter. 

Um  nnn  die  Abbildung  von  Curven  auf  der  Eummer'scbeB 
Fläche  in  solche  anf  .der  Cyklide  in  mögliebst  allgemeiner 
Weise  zn  behandeln,  betrachten  wir  hierauf  zunächst  die  Abbil' 
duug  Vau  Linienfläcbcn,  deren  Erzeugende  einem  ansgO' 
zoichaetcn  linearen  Complex  augehören,  und  alsdann  ia» 
Entsprechen  von  Curven  anf  beiden  Flächen  mit  t 
derer  Berücksichtigung  der  Singularitäten, 

Das  2te  Capitel  bringt  nun  die  Anwendung  der  erhaltenen 
Resultate-,  wir  betrachten  Eummer'ache  Fläche  und  Cyklidu 
unter  Berücksichtigung  der  &  Functionen.  Den  dreierlei  »  Fnnc- 
tionen,  den  lineargcometrischen ,  den  Borchariit'schen.  den  Weber- 
schen  entsprechen  'A  Reihen  von  Curvensystomen  anf  der 
Cyklide,  wie  auf  der  Kummer 's  eben  Flüche;  diese  Cnrvon- 
syateme  werden  der  Unlcrsucbung  unterzogen. 

Im  Scblusscapitel  endlich  gehen  wir  noch  etwas  ein  auf  die 
Beziehungen  zwischen  der  Eumraer'scben  Fläcbcnschaar 
nnd  der  Flächeuschaar  2ton  Grades,  insbesondere  anf  die 
Uebertragung  der  im  3ten  Capitel  des  ersten  Teils  behandeltes 
Schliesaungssätze. 


fUlüinill  Jureh  hf/pirtUiplUeht  Fuiu 


I.  Teil. 
FlftehensebRar  Uten  Grades  and  Cyklidensystem. 


Trtniformation   der 


FlSchenichear   2ten    Qradei 
Cyklldeniystem. 


Wie  suhoii  iu  der  Einlcitaag  crwäbtit,  gab  Herr  Darbonx  im 
ihre  1864  in  den  Ännales  de  l'ftcolc  Nonnale,  Bd.  1.  eine  {I,  2)- 
entige  Trans formation  an,  welcbo  eine  Obcrd.lcbc  2tcn  Grades  iu 
ige  Cj-klide,  eine  FUchcnschaar  2tPii  Grades  in  ein  uonfocalos  Cy- 
dideasystem  verwandelt. 


ESaTso 


ücb  irgend  oiae  Fundamcatalkugel 


BO  ordoon  wir  einem  beliebigen  Pankto  ft  die  3  Punkt- 
kugcln  R)  und  m'  za,  wcicbc  dem  Kugelbüschol  angeliöreu,  das  durch 

Pandamentalkngel  und  die  Pohrcbcuc  des  gegebeneu  Piiuktes  n 
B  Boinig  auf  die  Kugel  bestimmt  wird.  Neben  diese  Zuordnung  von 
Antillen  und  Punktefiaaren  stellt  sieb  eine  solcbc  von  Ebenen  und 
^ktepaaren,  indem  man  jeder  Ebene  das  Pnnktkngelpaar  ent- 
precben  lasst,  das  sich  in  dem  durch  Ebene  und  Fnudameutalkugel 
htiminteu  Büschel  tindet.  Reellen  Ebenen  entsprechen  dann  nur 
irile  Pnnktepaare.  wenn  erstero  die  Fundamenlalkngul  nicht  schnei- 
o;  nt  nnd  m  sind  also  allein  reell,  wenn  fi  im  Innern  der  Kugel 
gt.    Es  bildet  sieb  auf  diese  Weise  das  Innere  der  Kugel  vermöge 

Traasformatioii  auf  den  gesammten  Punktraum  ab. 

Nimmt  man  den  Fundamental kugclmiltolpuokl  zum  CoorJinatou- 
bng  und  nennt  x'y'i   die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  I'oordinaten 
Punktes  ft,  so  ist  die  Transformation  analytisch   dcfinirt  durch 
Formeln : 

!,_  iR,'x 


Hierbrä  sinil  x,  g,  z  die  Goordinaten  des  Punktpoares  ■ 
r  Kadius  der  Fandamentalkugel  "). 

Wir  sehen  ohno  weiteres  ans  deo  Formeln: 

Beschreibt  f<  eine  Ebene,   so  beschreibt  dae  Punkteput  (id 
eine  Kugel,  die  orthogonal  üu  der  gegebenen  ist;  gehtdieE 
durch   den  Kugelmittelpanlit,   so  wird  ans  ihr   niedentm  t 
berührt  sie  dio  Fundanientalkugel ,   so  wird  sie  ; 
Bnktkugel,  dem  Bertlhrangspunkt. 

Die  Geraden  gehen  mit  Hilfo  der  Transformation  in  Kr«iie 
I  senkrecht  auf  der  FnndamcDtalkugel  stehen. 

Einer  Cnrve  nten  Grades  entspricht  im  Allgemeinen  eine  Cwre 
I  Grade  2n,  die  den  Kugelkreis  in  2n  Punkten  scbncidet.  Woui 
tdessen  der  Mittelpunkt  der  Fnodanienlalkogol  dn  ofatber  PonU 
r  Curve  ist,  so  vermindert  sich  der  Grad  um  o  uud  um  ebeosoiiel 
Hie  Zahl  der  Schnittpunkte  mit  dem  Kugclkreis.  Berührt  die  Currt 
die  Fundamental kugel  in  einem  Punkte  a,  so  ist  dieser  Punkt  o 
Doppclpunkt  der  transformirteu  Curve.  I 

Im  Speciellen  entspricht  also  eineni  Kegelschnitt  eine  sphäriscb^ 
Cun'e  4tor  Ordnung,    die  den    Kugelkrois    in  4  Fnnkton    schndjol'' 
berührt  der  Kegelschnitt  die  Fuudamontalkagel  in  2   Punkfeu,  s* 
zerliült  die  Cnr\'e  4ter  Ürdunag  in  2  sich  in  2  Punkten  schueidend'! 
Kreise. 

Einer    Fläche   nter   Ordnung,   welche   im   Mittelpai 
Fundamtmtalkagol  einen  pfachcn    Pnnkt  besitzt,   entspridit  j 
Fläche   von  der   Ordnung    (2m— p).    Berührt  die  i 
Fläche  die  Fundamentalkugel  in  einem  Punkte  a,  so  hat  die  t 
formirte  Fläche  in  a  einen  Knotenpunkt. 

Den  Engclkreis   enthält  die  Fläche  halb  soviel  mal  zählend,^] 
ihre  Ordnung  n  beträgt""). 

Einer  Oberflüche   2ten  Grades  onfspricht   im   Allgemeinca  4 
Fläche  4ter  Ordnung,  die  dun  Kngelkreia  als  Doppeicurve  onff 


I  cukl 


11)  Goniin  dieielben  TrantrormutiDiKfonaBln  begegnen  uai  bol 
,  di  Mal  S.  8er.,  Bil.  S„  ISG6,  Teuria  fondnm.  dugli  iparii 
[„  spÄler  bei  KilHng,  Bd.  S6.  n.  89.  äei  Crülle'Bchen  Jon«. 

isrlbet  lur  Tranaformalion  des  gewflhalichcn   Raiioica  in   einen  solcbUV 
cukliditobcn,  in  ivelcbem  tich  dia  Geraden  In  3  Funkten  Ecbnciden. 

12)  Wenigstens    im  Allgemeinen ;    ist  doc  Mittolpnakt  pH» 
.  der  Eagclkreis  n  —  pttcb. 


die  Oberfläclie  'itea  Grftdos  dnrcli  den  Mittelpunkt  der  Fnuda- 
Ulkttgcl,  80  ist  die  traiisformirte  Flache  nur  von  der  3  toa  Ord- 
g;  CS  scheidet  sich  die  unendlich  ferue  KbenB  ab,  der  Kugelkroig 
iniifacfao  Liuio  auf  dem  Qbrig  bleibenden  Teil. 

FUchen  vierter  Orduuns  aber,  die  den  Kugclkroia  aU  Doppel- 
n  berilzcn,  ueiinen  wir  nach  dem  Vorgänge  von  Darboux  nnd 
Otard  C}-klidcn-    Wir  haben  somit  den  Satz  erhalten: 

pObcrflllchea  2ter  Ordnung  verwandeln  sich  mit  Hilfe  der  ein- 
leidcDtigen  Transformation,  wie  sie  durch  dio  Formeln  1)  ver- 
ätlcll  wird,  in  Cykliden." 

Wir  greifen  jelM  eine  beliebige  Flache  2ten  Grades  heraus,  nnd 
riebeu   diesi'ltio   in  Gemeiuschnft  mit   der    Fundamontalkngcl   auf 

iboeu  gemeiusaaiePolartetraodcr,  dessen  Ebenen  bezeichnet  seien 
rch 


1  Kugel   uud  OberHäehe 


Alsdann  können  wir  die  Gleichungen  ^ 
ta  Grades  in  der  Gestalt  bcbreiben : 

Beide  Flachen   bestimmen  eins  ganze  Flächeuschoar,    die  der- 
Iben  Duveloppabelen  einbcschrioben  ist  and  dargestellt   wird  durch 


!  Gleichung 


=  U  2,  3,  4. 


Die  Fbcnen  des  geraeinsamen  Polartetracdors  verwandeln  sich 
roöge  der  Transformation  1)  in  4  Kugeln,  dio  ortliogonal  nur 
Muoentalkngel  und  gegen  einauder  sind;  sie  bilden  mit  der  Fun- 
nostalkngel    ein    penlasphärischcs   Fnndamcntalsystem; 

4  Ecken  des  Polartetraeders  sind  die  4  Centren  der  neu  hinzu- 
Kngelu. 

Sit  Coordioatcn  eines  Punktes  in  Bezug  auf  das  Polartotraoder 
^vaodelD  sich  durch  die  Transformation,  wie  sich  sofort  ergiebt  "), 


er|>luitbs  Uaibtiux.  : 


I 
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in  die  Terhältnisso  der  4  Potonzca  dos  Ponktes  in  Bezn^  aof  i 
den  Coordinatca ebenen  cutspreclieuileu  Kugeln  za  der  Poteoz  i 
7.ag  anf  die  gegebeno  Fnndamcnlalkngel,  jede  Potenz  diTidiit  J 
den  Radius  der  zugebarigcn  Kujjol  des  FuudamenCalsxstems. 
zeichnet  man  demnach  mit  S,  (("■==  1,  Ü,  3,  4)  diu  4  Poteoicn  ^ 
Funktos  in  Bezug  auf  die  vier  den  Tctraedercbeaeu  enteprecbt 
Kugclu,  mit  ^  die  Potenz  in  Bezug  auf  die  Fundamenlalkugel,; 
Ri  W ■^  1,  2,  3,  4)  die  Radien  der  ersteren  4  Kugeln,  mit  ^| 
Badius  der  Fuudatncntallcugel  und  setzt 


5) 


& 


=  0,  1, 


,  3,  i 


Mit  Hiifc  dieser  TransfarniatioDsforniel  nimmt  die  Gleicbnng  is 
Cyklideiiscbaar,  wcletio  der  Fläebenscbaar  4)  entspricht ,  die  üf 
statt  au 


6J 


ii  —  A  ^  a,  —  A  ^  aj  —  i  ^  o.—  A       " 


Diese  Gleichuug  stellt  aber  bekanntlich  ein  Sfach  orlhogoiu!<* 
Cyklidetisystvm  dar  {Darboux,  a.  a.  0.  p.  134.).  Durth  jedes  rccÜt 
Pniiktepaar  im  Baume  {'i'i'i't)  gehen  3  reolle  Flächen  der  Sduur 
die  sich  rechtwinklig,  also  iu  ihren  KrUmmuugsliuion  achui-idon.  Wif 
fassen  dies  Kosultat  in  den  Satz: 

„Die  Flttciienschaar  zweiten  Grades,  deren  Flächen  dorsclb*  f 
„Bcveloppabeleu  ei nbesch rieben  sind ,  verwandelt  sich  durch  die  gt-  1 
„gebouo  Trans forraatiou  iu  ein  cüufoeales  Cyklidensystcra".  I 

Wir  gelangen  zu  demselben  confotalen  Cykliden System,  wenn  «ll  1 
von  4  anderen  Flächen  2 ton  Grades  ausgehen,  deren  redprokc"! 
Flächen  mit  der  reciproken  Fläche  der  durch  3}  dargestellien  cov- 
fecal  sind  und  mit  der  letzteren  gemeinschaftlich  von  einer  Gleicbttltf  I 
5ten  Grades  abhängen''');  die  ursprünglichen  vier  Flächen  bilde*! 
also  mit  der  durch  3)  dargestellten  ein  Flächenbüschel  2ten  Gfsdö*-! 
Indem  wir  dergestalt  einer  jeden  derselben  eine  bestimmte  der  * 
übrigen  Kugeln  dos  Fundamental  Systems  zuordnen,  erhalten  wir  ^ 
neue  F  lachen  sc  haaren ,  und  diese  transformircn  sich  in  dasBelb^, 
Cykliden  System. 


14)  Bociprok  in  Bezug  auf  je  1  der  FandamtintHlkiiBela. 
\i)  DerboM,  b.  a.  0.  p.  IU. 
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Statt  die  PlftcbCDScbaarcn  xa  transformirBn ,   köoDen  wir  natür- 
Htch   die  rcciproken  FlftciiGnbQschel   iu  Betracht  ziohen ,  indem 
den  EbeDon  des  Baanirs  des  FlüchctibllBchels  die  Fnuktcpoitro 
tiprechen  lassen. 

Eine  Fl&cbc  aus  eiiiem  der  BQsrhel  ist  alsdann  der  Ort  der 
ntren  der  «'  Kagi>lsi;haiu',  doruu  Kagdu  dio  cntsprecbondo  Cy- 
ide  je  doppelt  berObreu  und  sie  dergestalt  erzeugen. 

Heben  diese  eine  Erzeugung  siellen  sieb  4  andere  darcb  weitere 
Kugel  seh  aaren ,  dio  Ceotroti  bililcu  4  FlUcheu  aas  den  4  Ubrigon 
tscheln,  die  mit  der  aus  dem  ersten  Bllscbet  confocal  eind'"). 

Die  DurdiBchDittscarvc  einer  Kugel  niid  einer  bctiebigcn  Fläche 
ler  Ordnung  hat  entweder  keine  reellen  Punkte,  oder  besteht  aus 
tiA  paaren  Zogen  oder  aus  einem  paaren  Zuge. 

Ist  eine  der  Fundamcotalkugeln  ohne  reelle  Pankto,  aber  mit 
eUeiD  Centram,  d,  h.  sind  die  Coofficientcn  reell,  so  ist  die  Durdi- 
hoittBcurve  ohne  reelle   Punkte,    das  Polartetracder  hat  dann  be- 

itlich  4  reelle  Ecken.  Also  haben  die  4  übrigen  Kugehi  des 
indameotalsy Sterns  reelle  Centrcn.  Dann  müssen  2  der  5  Kugeln 
qjogirt  sein,  d.  h.  im  Ceutrum  Obere  in  stimmen  und  Radien  der 
R  resp.  i.R  besitzen.  Es  ist  also  der  Mittelpankt  der  Ans- 
Bgikogcl  ohne  reelle  Punkte  zugleich  der  Mittelpunkt  einer  zweiten 
igd  des  Ortbogonalsystems  mit  reellen  Funkten.  Da  in  dioseni 
lUe  3  der  Ebenen  des  Polartetraeders  durch  den  Mittelpunkt  der 
>gd  gehen ,  so  füllt  die  vierte  Ebene  dos  Tetraeders  mit  der  un- 
(erueu  Ebene  zusammen,  und  weiterhin  wird  das  Fünt'kugel- 
aua  3  orthogonalen  Ebenen  und  2  Kugeln  gebildet,  die  ihro 
iUejpunkte  im  Schnittpunkte  jener  3  Ebenen  haben,  deren  Radieu 
Wtoü  der  Form  R,  beziehentlich  i.R  sind. 

Da  iu  diesem  Falle  alle  5  PolartetraeUer  reelle  Ecken  besitzen, 
bcHeben  die  5  Bnrchscbnittscurven  der  5  Kugeln  mit  den  5  Do- 
ttaicn  entweder  ans  je  2  paaren  Zögeu  oder  sind  Curven  ohno 
Punkte-  Diese  5  Curvon  sind  die  Focalcurven  des  Cy- 
lidensystcms,  2  von  ihnen  sind  reell  nnd  hcstohen  also  aus  je 
patren  Zügen,  3  dagegen  haben  keine  reellen  Punkte. 

Bas  orthogonale  FQufkugelsystem  kanu    aber  aneh  so  beschaffen 
)",  dase  3  Kugeln  reelle  Funkte  besitzen,   2  Kugeln  dagegen  nur 
Punkte    und    dabei    conjngirt  imaginäro    Centren.     (Dio 


II)  Dicis  Fllchta,  di«  den  Ort  (&r  die  Ccntrsn  dar  doppelt  b«T&bniDdea 
»Is  IrildtD,  Diont  norr  Dubons  „Dtteitaua". 


.   Glcichaugcn  der  hUKton  haben  aUdann  keine  reellen  ( 

I  senden»  letztere  haben  conjugirt  imaginäre  Werte.)- 

Gehen  wir  in  diesem  Falle  von  einer  der  reellen  KDgeln  « 
1  crbalten  wir  ein  Polartetraedcr  mit  2  reellen  und  2  conjof 
imaginflrcn  Ecken,  Die  DurcbBcbnittscurvß  mit  der  entsprocbenil 
doferenten  FlILebc  bestebt  demnach  bei  allen  3  reellen  Kugeln  jedi 
mal  ans  einem  p  aaren  Zng  mit  ie->llGu  Punkten,  ob  sind  alio 
Focalen  des  Cyklideusystems  reell  und  besteben  ans  einem  pain 
Zug.  In  diesem  Falle  bat  die  Gleicbung  der  Flächeuschaar  iü 
Grades,  bezogen  anf  das  kanunisclie  System  2),  keine  reellen  Ch 
ücientcn  mebr.  in  der  Gleichuug  1)  sind  jetzt  im  eonjngirt  imagiil 
ebenso  wie  die  outsprechendon  2^i.  Es  gehen  jetzt  nicht  mehr  dnc 
jeden  Punkt  des  Raumes  3  reelle  Flächen  der  Scbaar,  sonileni  iK 
durch  die  im  Innern  der  Kugel  gelegenen  Punkte.  Non  bildet  lit 
aber  das  Inuere  der  Kugel  auf  den  frosammten  Cyklidenranni  ab;  < 
glühen  also  trulzdcm  im  Cyklid  eil  räum  durch  jeden  roollcu  PnnWli 
Räume  3  reelle  Flächen  des  confocalen  Cyklidenavstems  hindud 
Die  Cyklideu  des  confocalen  Systems  haben  in  diesem  Falle  ti» 
eine  wesentlich  andere  Gestalt  als  in  dem,  wo  nur  eine  der  Kogd 
ohne  reelle  Punkte  war.  Die  Cyklideu  sind  in  diesem  Falle  du«! 
weg  anteilig,  der  Schnitt  mit  einer  Symmetrioeboue  liefert  ein  Cv 
vensystem,  wie  es  sich  bei  Herrn  Holzmüller  ")  gezeichnet  findet 


II.    C  a  p  i  t  e  1. 
eeitallllche  Vtrhiltniue  der  Cyklldan. 

S   1.     Himpl/srmen. 


J 


Betrachten  wir  im  Raum  der  Flächenscbaar  2ten 
Fundanientalkugol ,  oder  irgend  eine  andere  Flachs  der  Scbaar' 
Fundamonlalfläcbo  der  Massbestimraung'"),  bo  stellt  die  Flichi 
schaar  in  dieser  Massbostimmung  ein  dreifach  orthognoalcs  FlEU:bi 
System  dar.    Durch  joden  reullcu  Punkt  gehen  3  reelle  Flächen  i 


IT)  flEinrabrung  in  Ait  Thecirin  der  i!u),'onnl«n  Verwiniltschanen*,  1 
64.  a.  66.  Man  vcrgl.  auch  SJcbeck,  Cr.  Journ..  Bd.  b1..  p.  3^9..  Bd.  ! 
p.  :73' 

ISj  CayUy  war  der  erste  (.Sixth  Memoir  upon  Quantics",  Pbil.  tt» 
Bctlona  Bd.  149.,  IBS9)  d«r  zu  der  AaeFaaisnng  gdaagie.  dm  .Mau*  nl 
dem  Gebilde  anhaften  la  Usbck,  lundcrn  ci  danuilelUn  aU  Beiichnog 
einem  iwpiicn  Gebilde.  Man  .«rglci«lic  nuch  Klein:  ,üeber  die  • 
Nicht-Eoklidiscbe  Geometrie",  Math.  AnniUn  Bd.  4.,  p,  5'9., 


mä  DoppelktjtlirJiniU  Jure*  Hypertllipliiche  Funeliontn, 

,  und  diese  schneiden  sieb  jeweils  in  den  Krttmmungslinien  im 

weilerteu  Sinne  des  Wortes. 

Bescli ranken  wir  uns  jetzt  aQSserdem  mt  den  Fall,  wo  alle 
'olartetniedcr  4  reelle  Ecken  besitzen,  wo  also  nur  eine  Kugel 
bne  reelle  Pnnkte  ist,  aber  reelle  Cocrücienteu  hat,  und  (jroifen  die 
Itebenscbaar  heraus,  die  zn  der  letzteren  Kugel  gebSrL,  so  besitzt 
Fläcbcnacbaar  die  grOaste  Äcbnlichkoit  mit  einem  gewöhnlichca 
Dsfocalen  System,  bei  welchem  der  Kngelkreis  zur  Fläcbenscbaar 
,  nameutlich  sind  die  ßealitätsverhältnisso  vollkommen  aber- 
iuttmmend. 

Nehmen  wir  die  Ausgangsfläohc  2ton  Grades  zudem  so  an,  dass 
Mittelpunkt  mit  dem  der  in  Bodo  stehoiidpu  Kngel  überoin- 
imt,  so  bestcbt  das  Polartetraoder  aus  den  3  sich  recbt- 
Uig  schneidenden  Hanptebeneu  im  Verein  mit  der  unend* 
ich  fernen  Ebene. 

Setzen  wir  in  4) 

!)  a,  >  oj  >  o 
0  erbaltfn  wir  bekanntlich  für 

I.    a,  >■  J  >  n,    Zweiscfaatige  Hyperboloide 

i  ~  u,  Foealbyperbel  in  der  Ebene  a-,  -= 

n.    %  >  i  >  oj  Eiuschalige  Hyperboloide 

X  ^  Of  Focalcllipse  in  der  Ebene  xj  =^ 
in.    og  >  i  >■  flj    Ellipsoide. 

Der  Veriauf  der  Krümranngslinien  im  projecÜTen  Sinne  auf  einer 
Jicho  der  Scbaar  ist  in  diesem  Falle  vollstttudig  analog  wie  im  Fall 
i)eB  gewöhnlichen  confoualcn  Systema;  auch  jetzt giebt  es  anf  jedem 
Uipsold  und  jedem  2achaligen  HTperboloid  die  bekannten  Singu- 
^tAten  in  den  den  Nahelpnnkten  des  gewöhnlichen  confocalon  Sy- 
*<ns  entsprechenden  Punkten,  den  Durcbsciinittspunkten  mit  den 
«atcurvon. 

Diese  Analogie  hOrt  aber  auf,  sobald  wir  eine  FlILchenachaar 
'labten  mit  einem  Polartetraeder,  von  dorn  2  Ecken  und  3  Ebenen 
■Üngirt  imaginär  sind. 

Wir  wollen  zu  gleicher  Zfil  iTwäbucn,  dass,  wofern  * 
*üutB  Fl&cbenschaaren  2ten  Urades  betrachten  wttrden,   also  statt 

n  Grunde  gelegten  Kugel  eine  beliebige  Flflclie  aten  Grades 
hnea,  die  besprochene  Transformation  dim  auf  ein  System  von 
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Fl&chen  4ter  Ordnong   mit   eioer  gemeiasamen    Doppeicurve  Su 
Grades  von   allgemeiacro  Cbarakter  fuhren  wflrile.    Die  Sfitm  Ifta 
Cyklidc   und  Cyklidcasystem   siiid  also  auch   von  bicr  aus  eioer  m- 1 
fortigon  EnveiWruiig  auf  Flachon   4ter  Ordnang  mit  Dui>[>elJ(eg«l-  f 
schnitt  und  Systemen  von  solchen  Flächen   fähig,     (cf.   £ialeitin|  I 
p.  193,). 

Dorcli  die  gegebene  TraDaformation  gehen  die  3  Coord 
ebenen  :r,  ^  0,  e,  —  0,  le^  »  0,  die  den  Mittelpunkt  gemdi» 
lieh  enibalten,  in  sich  Über;  wir  noileu  sie,  als  Kugeln  mit  und 
grossem  Radius  betrachtet,  <,  =0,   <j  ■=  0,  >9  ^=  Ü  neuuen. 
endlich  ferne  Ebene  verwandelt  sich  iu  ciue  Kugel   mit  endll 
reellen  Radius  #^^0,  die   ihren  Mitlolpunkt  im  Scbi 
3  Ebenen  besitz ti 

Jede  Fläche  der  Flächen&choar  3t(.-u  Grades  mit  reellen  f 
geht  durch  die  Trausformalion  iu  eine  Cyklide  derselben  Eige 
aber.    Wir  geben  zunächst  eine  übersichtliche  ZusammcnstelluBg^ 
verschiedenen  Formen: 

1.    Ol  >■  i  >■  n»    Zweischaügo  Cykliden  (Schalen  auseinanderi   1 
Grenzwerte  i  =  o,    i  —  o, 
Grenzflächen  «i  =  0    a,  ^  0 
In  «,  =  0  liegt  eine  reelle  FocatcurreJ 
II.    oj  ^  1  ^  a.    Ringförmige  Cykliden 

Grenzwerte  i  =  a,  i  = 
Grenzflächen  «^  •=  0  «j 
In  beiden  Grenzflächen  reelle  Focalco 

in.    aj  >  i  >■  04    ZweiBchalige  Cykliden  (Schalen  ineiu 
Grenzwerte  i  "  oj    A  -»  a» 
Grenzflächen  *,  =  0    *»  —  0 
In  *a  —  0  eine  reelle  Focalcnrve. 

IV.    04  >  J  >  a,    Cyklideu  ohne  reelle  Punkte. 

Die   Greuzfl&cheu   werden   von   den  Focalcurven  begreuEt,J 
denen  also  2,  auf  »,  —  Ü  und  j,  =  0  gelegen,  reell  sind. 


I.    Zw 


tltoüige  Cykliden  mit  au 
Schalen. 


einander  ligeodM 


Diese  Cykliden   beginnen    mit  der   doppelt   Überdeckten 
«,  ^  0  und  hüren   auf  mit   dem   tou    der  in  «^  -^  0    verlaaren 


mfr  DnpptOxgeUchnin  durdi  kj/ptTtlliplitcht  F\iHcl%antn 

ikatisdicQ  Focalcnrvo  bogrcozlen  innerpti  Teile  i 
isclicQ  legen  sich  die  übrigen  Flai^bcn .  immer  ti 
iili>ii  amschlosseii.    (Siehe  Fig.  1.), 


II. 


Ringförmige  Cykll 


HHCykliden  beginnen  mit  dem  doppelt  überdeckten,  von  der 
Bitten  Focalcnrve  begreiuteo  iluBsern  Teile  voii  »^  ""  0  und 
gen  für  l  -^  a^  mit  dem  dniijiolt  ülicrdeckleu,  vou  der  Focalcurve 
Ibst  begrenitoQ  innerD  Teile  vou  »„  =  0.  (Siele  Fig.  I.).  Die 
alten  der  iwischen  liegenden  Cyklidcn  kanD  man  sich,  von  der  zu- 
genanuteu  GroDieHüchc  ausgeliüml  vorstellen,  indem  man  letztere 
immer  melr  auftiltthen  lllsst,  doch  ho,  dass  2  KinsiibnUrungon 
1,-0  sich  einstellen.  Hier  wttchBt  der  verticaic  Symmotrie- 
itt  lanjjsam  bis  nur  lemniskatischen  Focnlcnrvc  ais  oberen  Grcnzo. 


i teilige  CjkliJeu  mit  ineinander  liegenden 
Schalen. 


i 


ifiäe»  Cfkliden  beginnen  mit  dem  uicht  schroffirteu  doppelt  llber- 
teu  Teile  von  »,  ■=  0  (siehe  Fig.  2.)  und  gehen  alsdann  über  in 
liea.  deren  eine  Schale  die  andere  umscbliesat.  Die  Schalen 
im  ach,  je  mehr  ),  abnimmt,  immer  mehr  und  mehr  und  fallen 
1  —  oj  zusammen ,  indem  sie  alsdann  die  Kugel  i,  =-  Ü  in  ihrer 
in  Amdehnung  doppelt  überdecken;  natürlich  mnBS  dann  die 
ilcurdc  auf  dieaer  Grenzfläche  ohne  reelle  Punkte  sein, 


§  2.      KrümnarngsHiüen. 

Die  ErümmnngsHuieu  (im  proJectäTon  Sinne)  der  Fläcbenschaar 
I  Grades  verwandeln  sich  durch  unsere  Transformation  in  die 
nmungslinien  der  Cykliden  des  confocalon  Systems  im  gewObn- 
ni  Sinne  des  Wortes,  da  ja  das  Cjklidensystem  ein  dreifach  ortbo- 
ilee  Fl&chensytetn  ist  Auf  jeder  Cyklide  der  Scbaar  werden  die 
nmungslinien  von  Cykliden  ausgeschnitten,  die  den  beiden  noch 
gen  Uanptarten  mit  reellen  Punkten  augehüreu.  Durch  jeden 
kl  der  herausgegriffenen  Cyklide  geben  infolgedeascu  2  Krüm- 
gilinicn,  die  auf  einander  senkrecht  stehen.  Sie  siud  im  Ällgo- 
icn  von  der  Sten  Orduung^  nur  die  5  Schnitte  mit  den  Kugeln 
Fundamentalsystems  ergeben  Curven  4ter  Ordnung  (vom  Ge- 
Mht  1);  auf  den  ringförmigen  Cykliden  sind  4  dieser  Curron 
,  uf  den  übrigen   Cykliden  nur  'i.     "2  KrQmmnngslinien  8ter 


tcA;  Dit  DaTitellung  dtr  Maritn  t 


?   sind  sftniiiitlicl| 


'  Ordnung  schneiden  eich  in  16  Pankten.   —   Diese   ; 
reell,  wenn  dio  ErUmmnogslinien  von  Tcrschiodonor  Art  sind,  itgtfitf 
sämratlicb  imaginär  bei  Krllmmungslinien  derselben  Art  j 

Die  gestaltlicLon  Verhältnisse  dieser  Carvon  veranscha alieben  Ulji 
_  besten  die  Figureo  (siehe  Fig.  2.,  3.,  4.;  die  ringförmige  Cjldük,! 
I  Fig.  3,,  ist  Bchematisch  als  Ring  gezoichnet)  ] 


§  3.     Geodätitche  Llmen. 

Bei  der  oingefuhrtca  projoctiven  Massbestimmang  im  Raum  dir  || 
r  Fläuhenschar  2teu  Grades  bleiben  die  Geraden  nalOriich  goodikl 
1  üsche  Linien ;    das   Linie nolemeut  derselben  wollen  wir  mit  d«  bl>| 

I  zeichncu. 

Durch  dii>  in  Rede  stehende  TrausformatioD  niin ,  welche  die  6f| 
I  raden  in  Orthogonalkreise  zur  Fundameatalkugel  überführt,  tnU-l 
L  formirt  sich  das  Linienitlement  da  in 


d£  = 


wo  ilt  das  Linienolement  in  gewöhnlicher  Uassbe Stimmung  nndSI 

Potenz  doB  in  Betracht  gezogenen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Fanilri 
meutalkuKel  bedeutet;  dieses  (i^ ist  das  Linionelement  eines  Orlko- 
gonalkroiscB  zur  Fundamental h ugol '"). 

Die  projective  Massbestimmuag  des  ersten  Raumes,  die  siel  b^ 
Collineationen  redncirt,  wird  damit  (ibergefilhrt  in  eine  MassbestiA' 
mung,  die  sich  einer  Transformation  durch  reciproke  Radien  gegW^ 
über  covariaot  verhält  —  bei  letzterer  gehen  ja  Kugeln  wiedenK 
in  Kugeln,  Kreise  in  Kreise,  Kugelen veloppen  in  Kugelenvclopp^ 
über.  In  dieser  Massbestimmung  werden  alsdann  die  geodÄÜsdi« 
Linien  durch  jene  Orthogonalkreittc  vertreten.  Diese  MasBb«8tid< 
mnng  wollen  wir  eine  anallagmatische  nennen'"}. 


19)  cf.  Darbonn,  u.  ■    0.  p.  S3I.,  p.  SIT. 

90)   Die  Geomclrio    in   tlieier   MaasbestininiaDg    i«t  unabhingig  m 
%oux  betrachtet  worden  ron  Bellrami:    Teorin    rondnm. 
vnlurs   «onU.      Ann.    d,   Mut.  2.  S.  2.  B.  and  iai  Ansi^hlan   daclia| 
llagl     „Uet>cr  3  Rnnmrorruen  mit  conet.  poa.  KrUnnDg." 
Wir  wollea  noch  erw&hacn,  duB  in  ncueaier  Zeil  naniBiiilich  Herr  JE 
Beinen   FubticHtioncn   in  den   AcM   Math,  von   der  gedachten  & 
■nagedehnten   Gebrauch   miicht ,    wean    auch  tumeiat    im  Bann  VQ<l9 
aioaen  aoil  mit  der  Modification,    daia  bei  ihm  der  Fundnn 
der  reellen  Zahlen  i<L 
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^nUprecheod  dem  FuDdamentalsatz  der  projectivon  Massbestim- 
hi  alsiJaaa  die  EntferuaDg  2er  Ponklo  definirt  als  der  Loga- 
des Doppelverbaltnisscs  der  gegebenen   2  Paakte  mit  den 
luktea    des    hiudurchgelegten    Orthogonal kreises    mit    der 
italkngd." 

Rxiren  wir  in  der  vorgeführten  Weise  die  Massbestiminungen 
BtiHem  beiden  Räumen,  so  kOnnen  wir  den  Satz  aussprechen: 
geodätische  Linien  verwandeln  sich  durch  die  Darboux'ache 
lation  wiederum  tu  gooiltltischc  Linien." 
UM  2  confocalc  Ftächon  2tciL  Grades  gegeben,  so  wisaen 
die  gemeinsameti  Tangcuteu  an  die  beiden  Flächen  geo- 
Linien  anf  den  Flächen  umbUUen.  Den  gemeinsamen  Tan- 
Mm  an  die  confocalen  Fl&cheu  2ten  Grades  (confocal  im  projt'utiven 
bu)  enteprecheu  je  2l^acb  berührende  Kreise  an  die  entsprcoheudou 
tODfocalen  C'yklidon ;  diese  amhalleu  also  in  der  detinirten  anallag- 
nulschen  Massbestim  mang  ebenfalls  goodätischo  Linien  auf  dou  Qj- 
Uiden- 

III.    Capi  tel. 

Da  Ud'iohe  Theorem  fdr  Qberall  endliche  Integrale  und  seine  Bedeutung 
fGr  Fllohensohaar  21en  Grade«  und  Cyklldensyttem, 

i  1.  XUe  Cotigntent  Hfr  genuHntammi  TangcnUn  zweier 
confocaler  Fläehen. 
Greift  man  aus  der  Sohaar  der  Flächen  2ten  Grades  ein  ElJip- 
»id  i=  lg  nnd  ein  einschaligca  Hyperboloid  fi  -=  t<„  lieraus,  (wir 
^KbrAnken  uns  hierbei  auf  den  in  Cap.  IL  g  I.  zuerst  angeführten 
HtDptfin,  fUr  welchen  die  Kealilätsvcrbältniase  dieselben  sind  wie 
Wm  gewöhnlichen  confocalen  System)  und  beschränkt  man  die 
Vlriibilität  der  3  elliptischen  Parametor  v,  ji,  i  eines  Raum- 
pukles  dergestalt,  dass 

11  «,>v>a,     p„>^>n,     K>\>a^ 

«1  d.  h.  zieht  man  diejenigen  reellen  Punkte  allein  in  Betracht,  von 
**1clieu  ans  sich  4  reelle  Taugenten  an  die  beiden  Flächen  X^  und  i^^ 
%iiii  lassen,  so  zeigt  Herr  Staude  in  der  bereits  geuaunten  Habili- 
WensBcbrift  p.  22,  dass  die  Cougruonz  4tcrOrduung  und  C lasse  der 
mMnsamen  reellcu  Tuugeutun  der  beiden  Flächen  l^  und  n^  dar- 
pttdlt  wird  durch  das  simultane  System  von  Differentialgleichungen: 


Dom$eh:   Die  DartuBuiig  dtr  FlSdien  k 
=  V(ai-i)(a,-i)(as~i){io-i)(i"«*)(Mo-i) 
>   JV  =  yK-v)(v-a,){v-<.,)(w-aJ(y-i«)(v~h) 


di    ^Fi     ^ 


^  sämmtlicb  dasselbe  Vorzeichen  besitzen. 


„Die  Gleichungen  2)  siud  aber  nicbts  anderes  als  das  AbdUi 
„Theorem  für  die  ttberall  endlichen  Intt^grale  vom  Gcscbleubt  p  —  i' 

Die  Fortäcbreitangsricbtung  von  einem  Punkte  P  =  l,  n,  in 
einem  N ach barp unkte  l-|-fU,  fi+<'*'.  v~{-iiv  giebt  also  die  Richlul 
einer  gemeinsameD  Tangente  T  an  die  Fläehcn  3^  und  fi^,  wenn  di 
Differentiale  ilk,  il{i,  dv  den  Gleichungen  2)  genügen  mit  dner  in 
4  verschiedenen  Combinatiouen  in  den  Vorzeichen  der  Verbilbüt 
der  Quadratwurzeln  A,  M,  N. 

In  diesem  Sinne  gehört  jedem  dnrch  seine  Endpankte  1,  f, ' 
nnd  il-{-(ü,  ii-{-ilfi,  v-{-flv  charakterisirten  Linionelemeote  dH 
solchen  Tangente  T  eine  bestinimto  Combination   in  den  Voneicbt 

der  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  .1,  M,  N  zu.  Man  kaim  ih 
darüber  hinaus  dem  Elemente  der  Taugeute  eine  bestimmte  Comb 
nation  der  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  >i,  M,  N  selbst  zuonlnfl 
wenn  man  über  das  Vorzeichen  einer  der  letzteren  eine  bestinmii 
Festsetzung  macht. 

LSsst  mau  den  Aufaugspunkt  P  =  i^,  f>,  v  des  Elementes  tlai 
der  betreffenden  Tangente  T  stetig  fortlaufen,  so  werden  sich  d 
den  Buccessivcu  Elementen  zugchürigen  Würze jfunctionen  yl,  M, 
stetig  andern  und  ihre  Vorzeichen  beibehalten,  so  lango  keines  i 
Differentiale  dX,  du,  dv  sein  Vorzeichen  wechselt  Es  liegen  al 
auf  jeder  Tangente  6  Punkte,  in  denen  ein  derartiger  Zeichenwedt 
stattfindet,  nümlich  die  beiden  Bcrllhrungspunkto  der  Tangente  l 
den  Flächen  k^,  und  hq  und  die  4  Schnittpunkte  mit  den  Ebene 
Coordinatentetraeders,  auf  welches  die  Gleichung  der  Flftcli 
bezogen  ist    Diese  G  Punkte  sind  durch  die  Werte 


je  einer  der  elliptiechen  Coordiuaten  charakterisirt,  und  c 
Wertfipaare 

nach  den  Ungleichungen  1)  zugleich  die  Grenzen,  innerhalb  | 
elliptiscben  Coordiuaten  A,  fi,  v  eines  Punktes  einer  reellen  1 
der  beiden  Flächen  lg  und  Ha  sich  bewegen. 


„Wenn  also  der  Anfangspunkt  P  ^  1,  fi,  v  des  Elementei   d> 
Tangente  T  die  ganzo  im  UDendlichcn  geschlossen' gedachte  Tan- 
itu  dorcliläuft,  so  wecLsch  jode  der  zugehörigen  Wurzolfunctioaen 
,A,  M,  N  zweimal  das  Vorzeichen." 

Nun  nimmt  auch  jode  der  Vuiabeln  i,  n,  v  längs  der  Tangente 
jeden  dt-r  ihr  dnrcb  die  Ungleichungen  1)  zugewipsenen  Wert  jo 
imd  an;  es  unterscheiden  sich  aber  zwei  Stellen,  in  denen  die 
ririabele  den  nikmlichen  Wert  bat,  durch  das  Vorzeichen  der  zuge- 
iSrigen  Quadratwurzel  resp.  ^,  M  oder  N.  Jeder  Punkt  liegt  nun 
n!  i  solchen  Tangenten,  die  dnrch  ihn  hindnrch  gehen ,  es  gchOren 
ihm  also  4  durch  ihre  Vorzeichen  allein  verschiedene  Systeme  A,  M,  N 
'" ;  einer  der  Wnrzelfnnctioncn  (Herr  Stande  wählt  N  dazu)  können 
*ir  ein  bestimmtes  fQr  alle  4  Tangenten  gleiches  Vorzeichen  zacr- 
Qo;  dann  habeu  die  4  zu  einem  Punkt  gehörigen  Tripel  A,M,N 
dit  Vorzeichen: 

++.;   -+.i   +— ; >. 


Hill  J)»ppilktgtlichnia  durch  hj/perilliplUiA*  Ame/uiniN. 
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Bei  Herrn  Stande  ist  i 
T  oder  negativ  ausläLL 


5  2.     Die   Congrvei 


'  4"  "'^8''  ="   ~)  J'ß  nachdem  a-j.a;,  ] 


!  der   Doppelberähritngilirc 
ti/ocaler   Cyklidrn. 


Dm  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  auf  den  Cjklidenraum 
n  flberlragen,  wollen  wir  zunächst  bemerken,  dass,  wie  im  Baum  der 
Klcbenschaar  jeder  Punkt  dnrch  die  Parameter  i,  fi,  v  der  3  durch 
Um  hin  durch  laufenden  reellen  Flächen  2ler  Ordunug  der  Schaar  be- 
Itintmt  wird,  im  Cyklidenraum  Jedes  Pnnktpaar,  das  conjugirt  ist  in 
Bswg  aaf  »0  —  0  (d.  h.  nur  im  Vorzeichen  der  Coordinate  »„  ver- 
ttlieden  ist")  heslimmt  ist  dareh  die  ;t  Parameter  1,  p,  v  der  durch 
inuSJüe  hindorchlanfendon  3  CykHdeo  mit  reellen  Punkten,  und  zwar 

innit  such  hier  ein  Werttripel  Afiv  8  solche  Puuktpaarc. 

Offenbar  stellen  dicGloichuugen2)jetztdioDifferential- 
(Uichnngen  der  jede  von  2  Flüchen  des  Systems  dop- 
pelt beröbreuden  Kreise  dar,  und  zwar  sind  diese  Flä- 
clea  eine  Cyklide  vom  Typus  3  (2Bcbalig,  Schalen  in 
«inaudor)  nnd  eine  vom  Typus  2  (ringförmig). 

Beschränken  wir  auch  jetzt  die  Variabilität  der  Parameter  durch 
lie  Ungleichungen  1),  so  gehen  wieder  durch  jedes  Punktpaar  des 
"■ni  1)  beschränkten  Raumes  4  reullo  Kreise,  die  jede  der  2  gege- 


11}  Kd  tolcbn  FnnktpMr  liegt  nut&rlicli  hannoiilieh  n  dtn  R 
'^  Verbiodangilini«  mit  der  FondaineD 


bcntm  Flachpn  i.^  und  f<o  i 
Paukten  btTührcn. 


Ewei   in  Bezog  anT  «, 


GeDÜgou  also  die  Differontiale 


)  conjogirt«^ 
paw«    I 


don  Glcicliunges  2),  so  geben  uns  die  FortschrcitangsricbtiiDgaB 
einem  Panktpaare  (PI")  ^  (1,  f«,  v)  zu  eiuem  Xachbarpuuktpaju* 
{i-|-(Ü,  fi-f'',".  v-\~ilv]  die  RicbtuDgen  der  gemeinsamen  Doppel- 
beruh rungskreise  an  die  Flachen  lg  und  f>o  <Q  dem  in  Betracht  ge- 
zogeueu  Punktpaarc;  die  4  Richtaagen,  die  vou  je  eluem  Punkte  de« 
Paares  auslaufen,  sind  untereinander  unterschieden  durch  die  Voi^ 
zeichen  der  Verhältnisse  der  Wurzel funcliouen  A,  M,  N.  Jeder  der 
4  Richtungen,  die  vou  dem  betracbtetcn  Puuktpaare  (PP")  aaslaufen, 
gehört  eine  bestimmte  Combinalion  der  Vorneichen  zu.  Giobl  man 
wiederum  N  ein  festes  Vorzeichen  e  (r  =  4"  f  der  ==  — ,  jenachdem 
j,.Sf  positiv  oder  negativ  ist),  so  sind  diu  4  Richtungen  der  durch 
das  Punktpaar  IPP")  hindurchlaufenden  Kreise  der  betrachteten  Cod- 
grueuz  individualisirt  durch  die  Vorzeichencombinationen 


in  jedem  Tripel  bezieht  s'ch   auf  ji,  das 


++•■, 

Das  erste  Vorzeichen 
zweite  auf  M. 

Betrachten  nir  jutzt  eiuou  eiuEclneo  der  4  Kreise,  die  durch  da« 
•Punktepaar  (PP")  =  (A,  fi,  v)  gehen. 

Wir  lassen  wiederum  das  Punktpaar  {PP)  längs  des  ganzen 
Doppelberührungskroiscs  stetig  fortlaufen;  es  werden  sich  dann  die 
den  Bucccssivcn  Elomcntcii  zugebörigeu  Wnrzelfunctionen  A,  M,  N 
stetig  andern  und  ihre  Vorzeichen  nur  wechseln  mit  resp.  rU,  iJfi,  dv 
zusammen.  Ein  Zei  eben  Wechsel  dieser  Gritssen  äudct  aber  auf  be- 
sagtem Kreise  allein  iu  G  Puuktcpaaren  statt,  (jedes  Puoktepaar  ist 
Lconjugirt  in  Benag  auf  die  Fundamentalkugel  «q  ^  0), 

Diese  6  Punktcpaare  sind  cliarakterisirt  durch  die  Werte  je  einer 
der  cyklidischen  Koordinaten 

i  =  a„  i  =  i^;    fi  =  ,,,,  fi  =  it^; 

wo  wiederum  die  Wertepaare 

die  Grenzen  bilden,  innerhalb  dcreu   die    cyklidischen   CoordinI 
resp.   1,  fi,  V   eines   Pnnktepaares   eines   reellen   Doppelberflhi 
kreises  der  beiden  Flächen  Ao  tin^  ho  ^ich  bewegen. 


mit  DapprlktgtUcimlt  ilunh  hyftrrllipluf/lt   Fuwlinnm.  JJ13 

Vir  haben  demnach  den  Satz: 

_^Weaa   ein  Panktpaar  {/*/')  =  (J,  j»,  v),  das  eoujugirt  ist   in 

nf  lu  •>  0,  einen  DoppclbcrUhrnngBlcreis  dergestalt  durchläuft, 

r  Punkt  des  Paares  eincu  Halbkreis**)  beschreibt,  indem 

|f  f ,  i'  in  derselbuii  Riulitang  bis  P  geht,  so  wechselt  Jede  der 

ibArigon  WorzelfonctigneD  j1,  M,  N  auf  jedem  Ualblireis  zwei- 

I  du  Verzeicbeu." 

Wir  brauchen  darum  immer  unr  den  eiueo  Halbkreis  iu  Betracht 
;  auf  dem  andern  haben  wir  nur  eiuo  genaue  Wiederholung 
,  was  auf  dem  erstereu  geschieht;  jeder  Punkt  des  ersten  Ilolb- 
lOD  Gegenpuukt  auf  dorn  2ten  Ilalbkms,  den  4ten 
UintSCbeB  zu  dem  gegebeuBD  und  dcu  beiden  Schnittpuukten  des 
i  mit  der  Fundamuntalkngcl,  Da  nun  diese  Schnittpunkte  iu 
1  Torg^Üirlen  Falle  (if,  Cap.  II.  §  1.  p.  205)  conjagir'  imaginär 
lUen,  so  ist  aneh  die  Art  und  Weise  der  Aufciaanderfolgo  der 
I  Punkte  anf  beiden  Halbkreisen  genau  dieselbe. 

Die  4  Doppelberührungskreise,  die  durch  das  Punktupaar  (l'V) 
T  (ifv)  hlndorchlaof cu ,  lassen  sich  zu  3mal  2  Paaren  gruppirou. 

Ndd  gehen  aber  durch  das  Punktepaar  A,  ju,  f  auch  H  Kreise, 
(  Normalkreiso  A'/,  A„,  av,  welche  DoppelberUhrungakreise  an 
P  der  Flftchen  k,  (i,  v  sind,  währeud  sie  auf  der  3teu  noch  übrigen 
echt  eteben,  Kx  i.  B,  berührt  die  Flächen  fi  und  v  je  2fach  uud 
«0=0  ancli  auf  der  Cyklido  ;i  senkrecht  im  Punkte- 
e  1,  ^,  ^. 

ItQ  Anschlnsa   au   die  Resultate,   die  Herr  Staude    p.  7.  seiuer 

iütatiODSEKhrift  erhält,  hnden  wir  sodann,  dass  zu  jedem  der  3 

nilkreiae  eine  Gruppirung  der  4  durch  das  Punktpaar  glühenden 

mbrnngskreiso  zu  je  2    Paaren  gehört.     Jedes    Paar   bildet 

1  Normalkreis  eine  Normalkugel,  sodass  zu  jedem  Nornmlkreis 

t  Kornal bugein  gehöreu,  und  wir  im  Ganzen  6  Normalkugcln  be- 

31,  die  sich  zn  3  Paaren  ordnen.    In  Bezug  hierauf  gdt  nun 

flirSatz: 

.J)ie  4  Doppcl beruhmngs kreise  an  die  Plilcbeu  1^  und  /tg  durch 
I  ndu Pnaktpaar  {PF")  oder  (iftv)  ordnen  sieb  in  Bezug  auf  jcilou  der 
1  -^  Kormalkreise   des  Punktpaars  in   2  Paare  und   zwar   dergestalt, 

II  bui  jeder  der  3  Anordnungen  der  bevorzugte  Norinalkreia  den 
I  oWinkol  eines  jeden  Paares  auf  der  zugehörigen  Normalkugel  balbtrt." 


U]  Di«  B*»eichii[iDg  .,H>lbkrcii"  bezieht 
^^J^  MiHbeiliciuDtinK. 


2U 
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Zvel  in  Bezug  auf  einen  derNormalkreise  Ki,  Kf, 
DoppelbertthruDgskreise  anterscbeiden  siuh  bozUglich  im 
von  ^,  oder  von  M,  oder  vod  A  nnd  M  zugleich,  da  wi 
zeichen  von  N  festgesetzt  haben. 

Bezeichnen  wir  die  zum  Funktepaar  (FP")  gehörigea 
bcrilbruDgskrcise  durch  die  zngcbürigcn  cborakteristi sehen  T 
combioationen  von  A,  M,  N,  (cf.  p.  212.)  und  nennen  dia 
kngelpaare  Si^Sx^,  S^^S^^,  Sr^S,^  so  erbalten  wir d 

conjugirt  in  Bezug  (  -\ — \-t  \ 

aa!  Sl  \  — i-E  ) 

conjugirt  in  Bezog  (  -\ — \- 

anf  K„  (  +  - 

conjugirt  in  Bezog  (  +  +  i  1 , .,,       „  -\ — *  1  ^ 


I  bilden  SX  f 

I  bilden  S^+ 
/  bilden  Sr  + 


-+• 


§  3.     Dcu  Ailtliliontlheorem  und  »eine  geometritehe 

Dio  DifTorentialgleicbungen  der  Congruenz  der  Doppelt) 
kreiRe  (cf.  p.  209.)  sind  in  der  geroeinsamen  Form  enthalt 


4) 


JV 


itf 


-1,  2 


Diese   DiSerenlialgleicbnugen   wollen    wir    längs   einet 
bertlhningskreises    vom    Funktpaar   (Pf)    oder  (Ifv)    bi» 
Pnnktepaar  (PoPo'),  in  welchem  die  Flache  X^  berührt  wird, 
Da*' Resultat  der  Integration 


v'N" 


^^^._ 


giebt  2  Relationen  zwischen  den  cyklidischen  Coordinaten  v 
v'fi'  der  Punktepaare  (/T')   und  (Po/T,')-     Die  Integratio 

alle  3  Integrale  in  der  Weise  anszufuhren,  dass  fUr  jedes  1 
des  betreffenden  Kreises  die  demselben  als  einem  FnnktepQ 
Tangen tialkreises  zugehürigeu  Wurzelfunctionen  NMA  dm 
ihrer  Vorzeichen  in  Rechnung  gezogen  werden. 

Zweien  der  Anfangselemontenpaare  der  4  gomeiosama 
beruh rungskreise  kommt  ein  positives,  zweien  ein  negatives  1 
von  A  zu.  Längs  PPa,  resp.  P'Pq  wechselt  das  Vorzeicb 
nicht;  ob  die  Vorzeichen  von  N'  nnd  iV  and  die  von  J/'  i 
einander  übereinaümmen  oder  nicht,  das  hängt  daroa  il 
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Bogen  PPa  —  und  natürlich  anch  Pp^'—  die  Ebenen  v  =  a„  v  —  a, 
and  fi  =  flj  durchsetzt,  rosp.  die  Flache  f*  --  fto  berührt. 

Lö«  man  die  gefandenen  Itelationen  5)  zniBchcn  Ajtw  and  n'v' 
ia  der  folgcndea  Weise  auf; 

II M  l.  A 

K 

BO   erhält  man  das  RoBulUt:  *■ 

„Zwiachon  den  cyklidiacben  Coordinaten  vV'  ^^^  BerühntDgs- 
^punktpaars  (^'o^o')  einer  der  vier  vom  Panktpaar  {PF*)  an  die 
„beiden  Flächen  ^  oud  fi^  lanfonden  gemeinsamen  DoppclberUhruugs- 
»kreiw  mit  der  Fläche  i^  einerseits  nnd  den  cjklidiscben  Coordinalen 
T,l,  fi  n  des  Pnnktepaares  {Pf)  andererseits  bestehen  die  Relationen: 

v,JV  i4,A/  }^A  v',iV         ii',M' 


v,N  u,it  ).,A  v',JV'  u' 


'»We  Ä,  JW,  ^  die  dem  Pnnbtepaare  (PP")  nnd  Ä'Af'  die  dem 
"Pnnlrtepaarc  (Po^o')  als  Punkten  des  betrachteten  Kreises  zugehörigen 
»Xiaammenge setzten  Wnrzelfunctionen  bedeuten," 

Dieser  Satz  enthält  die  geomotrische  Deutung  des  ein- 
gehen Ädditionsproblems,  welches  verlangt,  hei  gegebenen 
~®fen  Grenzen  v,  j»,  i  nud  gegebenen  Vorzeichen  von  N,  Af,  A  die 
"''«n  Grenzen  v',  (•'  und  die  Vorzeichen  von  N\M'  so  zu  bestim- 

^(^  doss  von  Periodeomultipla  abgesehen  die  beiden  Relationen  7) 

**tohen. 

Die  geometrische  Lösung  des  Problems  ist  demnach  die  folgende: 

Uan  fiiirt  auf  der  Fläche  i  eines  der  Pnnktepaare  vf»,  fUr  wel- 
'B  die  ingebörige  Wnrzetfnnction  ^V  das  gegebene  Vorzeichen  bo- 
-t,  nnd  wählt  unter  den  i  durch  dieses  Punktpaar  {PP")  gehenden 


ich:  Die  DartteUmig  dtr  Fläche«  ukrttr  Ordutatg 


JeiM 
MWM 


gcmciiisaraen  Taugentialkreiaen  der  Flächen  l^  '^^^  Po  deDJeid{ 
aus,  dem  im  Pauktepaar  (Pi^)  die  gegebenen  Vorzeiohea  von  M  n 
A  zukommen.  Die  euklidischen  Coordiuatcn  dc9  BerOhrongsponkt- 
psars  (v'fi')  mit  der  FlUcho  X^  sind  die  gesnchteu  oberen  Oreozou 
und  die  dem  Puaktpaare  als  einem  Fuuktpaare  des  in  Rede  Btohaw^"] 
den  Kreises  zukommenden  zusammcD gesetzten  Wnrzelfnnctioned 
und  M'  sind  die  gesuchten  Wurzelwerte  N'  uud  M'. 


I  Rede  Btohaw*-'"] 
ilfnnctione^^H 

gemeinramtm     H 


I      §  4.     Schb'eniittiigMäUe   innerhdUi  der  Cougruem  der 

H  DoppelberiiliTUTtgtkreUe  :sweier  ccmfocaler  Flächen. 

H  Kreispolygono,  welche  den  Flächen  Xq  und  |Uu  umBchrieben  und 
H  einer  Fläche  A  gleichzeitig  einbeschrieben  sind. 

■  Sehen  den  Flächen  l^  und  (<„  sei  eine  dritte  Fläche  A  -<  ig 
Begeben,  welche  also  von  Aq  umschlossen  wird.  Ks  sollen  Kroispolf- 
ngone  betrachtet  werden,  welclie  den  beiden  Flächen  A^  nnd  n^  utn- 
nehi'iebeu  und  der  Fläche  A  einbeschrieben  sind, 

■  Den  ersten  Eckpnukt  /'"'*  nnd  mit  ihm  seinen  Gegenpunkt  /"""' 
nann  man  auf  A  beliebig  wählen.  Von  den  i  durch  sie  hindurch' 
behenden  DoppelberUbrungskreisen  wählt  man  einen  als  Aufaiigsscitc 
fc<'l  des  Polygons;  zugleich  geht  von  /"O)'  aus,  auf  demselben  Kreiso 
megend,  die  Seite  SI>)'  aus  und  bildet  mit  den  folgenden  KreisstUcken 
ran  2tea  Polygon.     S'''  schneidet,  nachdem  die  Fläche   i^  berührt 

norden  ist,  die  Fläche  zum  2ten  Male;  der  Schnitt[)unkt  ist  der 
zweite  Eckpunkt  /'"'  des  Polygons.  Ebenso  erhalten  wir  als  End- 
punkt von  .S''>  einen  2teu  Eckpunkt  i'i')'  des  coiijugirton  Polygons.  Das 
aie  Seiteupaar  (.Sl^tfil-i')  wählen  wir  unter  den  3  gemeinsameu  Krei- 
sen, die  neben  (S"*5("')  noch  durch  (/*(Up(i)')  hindurchgehen,  so 
aus,  dass  S''^i  conjugirt  zu  S(>\  SW  conjngirt  zu  sm'  in  Bezug  auf 
^  ist  (cf.  p.  213.). 

B      Bei  dieser  Festsetzung,  die  auch  für  die  folgenden  Polygonsciten 
BBoltung  bebalten  soll,  ist  die  Construction  des  Polygons  ein- 
deutig bestimmt,  nachdem  Anfangspunkt  und  Anfangsseite 
gegeben  sind.    Die  beiden  eulsteheudcn  Polygone  —  wir  erhalten  ja 
ein    coüjugirtes  Polygon,  dessen   Seiten   uud  Ecken   durch   Accent« 
markirt  sind  —  sind  Jurcb  die  Kugel  »^  :=  0  von  einander  getrennt 
Wir  verfolgen  ja  immer  die  Richtung  anf  den  Kreisen  vou  A  bis  A^, 
durchsetzen  aber  nie  die  Fläche  X  —  n,.    Es  kann  also  keino  Ver- 
_,Oiuignng  der  beiden  Polygone  zu  einem  stattfinden. 

■  Es  bandelt  sich  nun  gegenwärtig  um  die  Frage,  ob  die  bei  der 
fcolygonconstructJou  gegebenen  Elemente ,  nämüch  die  Parameter , 
Wlg,  Pf,,  A  der  vorgelegten  Flächen,  sowie  Anfangspunkt  and  AnfitW^ 


nir  Doppilkii^lichnn 
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telte  der  Polygonconstmction  so  gewühlt  wordeu  könDcn,  dass  die 
CtBtractioB  mit  (  8cit«n  sich  schliesst,  d.  b.  die  Seite  >S(')  wieder  in 
die  Anfaugscckc  i''"'  ao  einläuft,  das«  fil"  und  Sf'i  conjußirt  in  Be- 
at laf  i  siad. 

An«  deu  Kfliitioncn  7)  folgt  durcb  wiederholte  Anwendung  offen- 
bar diu  Bedingung: 


Denn  die  Variabelii  \i  und  v  bewegen  bIcIi  längs  des  Polygon- 
«utangs  stetig  oscillirrud  zwischen  den  beiden  Grenzen  a»  und  fiQ, 
'»p.  <i,  und  fi,  hin  und  bcr,  uud  die  Vorzeichen  von  M  nnd  iVwech- 
*I8  immer  nar  in  diesen  Gn-uzon.  Demnach  bc/oicbnct  3ii  die  An- 
ffinl  Jer  Dnrchgiirigsiiuükti'  durch  jede  dtx  P^bcucn  v  =  a,  und  v  =■  n,, 
■"d  3m  dio  Anzahl  der  llurchgangspuiiklo  durcb  die  Ebene  ft  =  dj 
d  der  BorQbrungBpunktc  des  Polygonumfangs  mit  der  Fläche  fi(,. 

Die  Bedingungen  8)  ergeben  uns  den  Satz: 

«Wenn  ein  den  Flächen  i,^  nnd  ^g  unischriebenes  nnd  der  Fläche 
■>*  «inbeschrieben es  Polygon  sich  einmal  mit  l  Seiten  schliesst,  so 
""'hlieMt  L'8  sieb  immer  mil  derselben  Stilenzahl,  wie  auch  der  Anfanga- 
<PUukt  nnd  die  Anfnugsseite  auf  der  Cyküde  A  gewählt  werden  mag." 

<,\'eben  diesem  einen  Polygon  erbalten  wir  alsdann  stets  noch 
■»™i  i)Fe>tL-s,  das  die  zweite  Schale  der  Fläche  A^  berührt  nnd  von 
•"fli  erst«n  Polygon  durch  A  —  o^  getrennt  ist.  Schliesst  sich  dai 
rfitvxa  Polygon,  so  scbliesst  sich  notwendig  auch  das  zweite,  xu  dem 
»ormen  conjugirte." 

N&tUrlich  werden  keineswegs  alle  Polygone,  dio  wir  im  Raum 
J^  FlftcbenBchaar  2tpn  Grades  betracbten,  wenn  wir  sie  auf  den 
'^Widenraum  llhertragcn,  'i  getrennte  Polygone  liofero;  im  allgemei- 
'*■!  Italic  wird  vielmehr  ein  einziges  Polygon  mit  doppelter  Seiten- 
*"'  entstehen.  Gestatten  wir  nämlich  unseren  Polygonseiten  im 
^*^JH  der  Hächenschaar  aten  Gradea  auch  die  4tQ  Ebene  des  Coordi- 
_^*^t«traeders  j-^  ;=  0  zu  durchsetzen  (bei  Herrn  Stande  fÄllt  dieselbe 
^  d4r  nneDdlicb  fernen  Ebene  zusammen),  so  durchsetzt  unser  Ereis- 
klidenranm   dio   Kugel   »^  ~  0,    in   der  Bedin^oii 


•  eh:  DU  DarXrlluag  dtr  Fiächtn  r 


gleichang  8)  tritt  noch  die  Periode    /     i  auf,  und  wir  werden  i 


Allp 


ein  einziges  Polygon   mit  doppelter  Seitenzahl  erhalte 


Leicht  konnten  wir  nnn  die  Zahl  der  Schltesaungss&tce  beliebig 
vermehren,  indem  wir  ithnlich  wie  Herr  Staude  in  seiner  Habilitaliom 
Schrift  die   gestellten  Bedingungen   varüren   oder   die   von  Doppt 
tangential  kreisen  der  Congrueoz   unihülUen  geodStischcn  Linien  ilei 
Flächen  ig  und  ^g  in  Betracht  ziehen  und  geodätische  Polygone  i 
bilden.    Wir  lassen  uns  aber  an  dem  einen  Beispiele   genügen, 
eine  weitere  Ansruhrung  nichts   priucipiell  Neues  zu  Tage   fördee 
würde. 

Wir  gehen  auch  nicht  auf  die  Darstellung  der  Punkte  und  Kn( 
sowie  der  Kreise  des  Cyklidenranmos  durch  hyperclHptische,  spc< 
^Functionen  und  die  Deutung  der  hauptsächlichen  S Rel&ti(Hiw '1 
selbst  ein,  sondern  verweisen  auf  die  vielfach  genannte  Schrift  dea 
Herrn  Staude:  Geometrische  Deutung  der  Additionatheoreme  etc. 
(23.  B.  der  Annalcn).  Die  dort  gefundenen  Kesultate  übertragen  sich 
eben  mit  so  geringen  Modificationen  auf  dun  Cyklidenraum ,  dass  e« 
sieb  kaum  verlohnen  würde,  die  Untersuchung  nochmals  vorzuführen. 
Es  mag  also  dieser  llinweis  genügen,  und  wir  gehen  zum  2ten  Teil 
über,  die  Cyklido  in  Beziehung  zu  setzen  zur  Kummer'schen  Fläche 
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IX. 
Miscellen. 


Zar  Theorie  des  WlDkeliipieg«l>> 

Durch  das  Studium  der  prössürcu  Abhandlung  über  den  Wi 
Spiegel,  welche  mein  Vnter  L.  Mack  unlängst  in  dicE 
veröffentlicht  hat,  bin  ich  da^ii  gelangt,  oinu  neue  Formel  zu  finduu, 
dio  unter  allen  Uniatändcn  dazu  dient,  Bcbuell  die  Uesanitzahl  S 
der  Biliior  lu  heBtimmou,  welche  ein  in  die  Oeffnung  des  Winkdj 
Spiegels  gebrachter  louclitonder  Funkt  P  hervürruft.    Sic  lautet: 


-  ri^+'^ii 


ri8Q"+g,i 


2a  ist  der  OcfTiiungswiDkcl  des  WinkcUpiegels ,  und  Sf  vai 
bedeuten  diejenigen  zwei  Winkel,  welche  die  ans  der  Aio  desWii  _ 
spiegeis  durch  1'  gelegte  Ebene  rnit  den  Kwei  Einxelspicgein  bildet. 
Jede  der  rechts  vorkommenden  Klammcra  soll  bedeuten,  dass  für  äan 
von  ihr  eingesuhlossonen  Quotienten,  mag  er  nun  eine  ganze  Zahl 
oder  ein  Bruch  sein,  statt  seines  wahren  Werts  vielmehr  die  zuutlchst 
unter  diesem  liegende  ganze  Zahl  zu  nehmen  sei.  Von  zwei  etwa 
zusammenfallenden  Bildern  ist  in  dem  Ausdruck  für  i?  jedes  sclbstAndig 
gezählt. 

Sofern  die  Leser  des  Archivs  au  jene  grössere  Abhandlung  eicb 
erinnern  oder  nur  die  vier  ersten  $$  derselben  nachlesen  wollen,  so 
ist  mit  Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnung« weise  dio  Herieitang 
der  neuen  Formel  kurz  anzugeben  wie  folgt. 

Man  betrachte  zunächst  diejenige  Bilderrciho,  die  von  dem  Bilde 
P,'  ausgeht,  und  nur  diejenigen  weitern  r,",  /l,',  P/',  Pj'....  enthalt. 
deren  jedes  von  dem  ihm  nächst  vorangehenden  erzeugt  wird.  Für 
diese  Bilder  ist  nun  gemäss  dem  Hauptsatz  des  g  3.  folgende  Reib 
von  Winkelangnben  zu  machen: 


Wkl.  AOPi'  ^  V, 

Wkl.  B0Pt"=3tt  +  tp, 
Wkl.  AOP,,'  =ia-\-<p, 
Wkl.  BOP^"--  6«+Vi 


Fahrt   man  jetzt  vielmehr  diejenigen  Winkel    ein,   welche  dial 
LJoien  O/*,',  Oi',",  OP3',  0I\"....   mit  der  Mediaiio  fJjW  bilden,  s 
erhält  man  statt  obiger  Reihe  die  neue: 

!Wkl.  MOP,'  ^    it  +  iPx 

Wkl.  iVfO/V'-SK  +  g., 

Wkl.  MOP,'  =5«.  +  ?-, 

Wkl.  MOP^"^  lv+<p, 


Man  bemerkt,  dass  jeder  dieser  Winkel  um  2o  grösser  ist,  als 
*ler  ihm  näclist  vorangehende.    Werden  x^igleicb  die  den  toten  Raum 
^treffenden  Angaben  des  f  4.  berücksichtigt,  so  ist  auch  auf  dioscm 
'^cge  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Zahl  der  unter  I)  vorkommenden  | 
Bilder  eine  begrenzte  ist. 

NuD  nehme  man  zu  jedem  der  Oildpnokte   P,',  ig',  ij' 
•"oJclie  alle  hinter  dem  ersten  Spiegel  frei  liegen,  den  bezüglich  der  1 
Geraden  MO  mit  ihm  symmelrisuhen  Punkt.    Diese  Hilfspunkt«   der  i 

"^ihe  nach  mit  11,',  U^',  Ut,',  II-,' bezeichnet,  so  hat  man  ver- 

'öge  I)  auch  folgende  Reihe: 

Swki.  Mon;=  n+y, 
Wkl.  Jtf OJV'  —  3a  +  ?!, 
Wkl.  AfO/7a'=5i.  +  (F, 
Wkl.  MOP'-  -=  70+ ip, 


^g^       Iliese   Reihe  biet«t   den  Vorteil,  dass  die   in   ihr   aufgeführten 
"  i«Utel  alle  nach  einerlei  Richtung  von  OM  aus  gerechnet  sind. 

"Wird  jetzt  mit  .,  die  Zahl  der  Bilder  y*,'i  /",",  P^,  P."....  bc- 
*^<:luiet ,  so  ist  dieselbe  identisch  mit  der  Zahl  der  Puukte  P,  /7, 
*«lche  in  der  Reike  U)  vorkommen.  Han  sieht  ferner  leicht  {vergl. 
S  4.  der  grossem  Abhandlung},  dass  kein  Winkel  dieser  Reihe  die 
^röa«  des  dbertlachen  Müh  erreichen  kann,  llienacli  ist  bezüglich 
^  Zahl  ,j  an  gchlicssen :  sie  ranss  die  grässt«  ganze  Zahl  sein,  die 
"'■  Üagieichnng  genügt 


180'>+«>(2*,-l)o  +  ,p, 

welche  mit  ßcizicLuug  von  91,  für  2r  — 7,  übergebt 

160' +  y, 
''  "^  2b        " 

Sollte  der  Fall  eiutrctoD ,  dass  ein  letzter  Pnokt  P"  der  Beibe 
ID  gerade  noch  in  den  Punkt  ^  fiele,  bo  dürfte  er  nacb  $  4.  »U 
Bild  nii^ht  mehr  gezählt  werden  and  z  wäre  gegenUher  von  «,  am 
Eins  zu  gross.    Man  bütte  dann  aber  für  diesen  Punkt  Pz' 


In  dicsom  Fall  ergäbe  sich  der  Quotient  (l80''-(-q)i);2a  iXt  | 
Zahl,  wie  man  auch  durch  geometrische  Betrachtung  leicht  findd 

Demgemäss  kitnaen  wir  scbrelboa 

ri80°+yJ 

in  dem  Sinne  gemeint,  dass  für  den  eingeklamoerton  Quotienten,  1 
er  CID  Bruch  oder  eine  ganze  Zahl  sein,  die  zuu&chst  onter   iha 
befindliche  ganze  Zahl  genommen  werde. 

Es  ist  nan  leicht  zu   übersehen,  dasa  für  die  bisher  aus  dem 

Spiel   gcIasBenen  Bilder  P",  7*g',  i*,",  P^ welche  alle  von  P" 

abstammen,  die   den   obigen  Betrachtungen   ganz   analogen  zutreffen, 
so  dass  demnach  ihre  Anzahl  »^  anzugeben   ist  durch  die  Gleichni^— 

wobei  die  Klammer  rechts  in  demselben  Sinne  zn  rorstehon  ist,  wie 
oben. 

Da  die  Gesamtzahl  S  der  Bilder  aus  der  Summe  der  von  /",' 
nnd  der  von  P('  ahstammcnden  besieht,  so  sind  wir  biemit  zu  der- 
jenigen Formel  gelangt,  welche  am  Anfang  dieser  Mitteilung  an- 
gegeben ist 

Fallen  zwei  Bilder  zusammen,  was  nur  eintritt,  wenn  360:2« 
eine  ganze  gerade  Zahl  ist  {vcrgl.  §  13,  der  grVissern  Abb.),  so  sind 
dieselben,  als  die  Schlussbilder  der  zwei  von  uns  betrachteten  Reiben, 
in  dem  Ansdruck  für  S  nicht  als  Eines,  sondern  als  zwei  Bilder  in 

Rechnung  gezogen. 

Stuttgart.  Dr.  Karl  M:aGk.^H 


Beweis,  da»s  anf  einer  iilgebrn Ischen  FlUebe   Tierttr  Ordnung; 

wlt  einer  Doppel geradeu  ausser  dieser  nicht  melir  ah  16  Geraden 

liegen  knunen. 

Clebsch   hat  gezeigt'),  dass  jede  algcbraisclie  Fläche  4.  0.   mit 

^r  DoppelgcradcD  ausser  dieser  noch  16  Geradcu  DQthält,  welche 

■imUich  die  Doppelgerado  schiieidca  und  sich  zu  8  Paaron  ordaeD. 

I^H  diese  Geraden  die  einzigen  siod,  weldio  die  FltLcho  enthalten 

^n,  ohne  zu  zerfallen,  wurde  von   ihm  a.  a.  0,  ebenfalls  dargetan, 

jedoch  nnr  in  abzählender  Weise  auf  Grund  einer  ebenen  Äbhildung 

der  Flache,  sodass  ein  dirccter  Beweis  noch  wünschenswert  erscheint. 

kh   teile  im  Folgenden  einen   solchen  mit;   es  werdo  ihm  kurz  der 

Äacbweia  der  8  Geradenpaare  nacb  Ciebsch  vorausgeschickt,  damit 

ich    mich  boqaem  darauf  beziehen  kann. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  der  genannten  Art  hat  die  Form 

*o  «  =  0,  p  =  0,  M-  -.  0  die  Gleichungen  von  3  Flächen  2.  0.,  ^1  ~  0, 
B  =0  die  Gleichungen  von  zwei  Ebenen  sind,  welche  sich  in  der 
Doppelgeraden  schneiden.  Die  Fläche  wird  also  erzeugt  als  Ort  der 
Schnittcurven  aller  FlÄchon  der  Schaar 

itüt  den  entsprochenden  Ebenen  des  BQscItels 


Unter  den  Ebenen  dieses  BUschels  hctinden  .sich  auch  aolcbe, 
*ßlclio  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  der  Schaar  2)  berühren  d,  h, 
"^  einem  Geradenpaare  schneiden.  Die  Zahl  dieser  Ebenen  ist  also 
"*®  Zahl  der  Geradenpaare  auf  der  Flilche ;  stellt  mau  aber  die  be- 
"^ffcndc  Bedingungsgleichung  für  den  Parameter  k  in  der  bekannten 
•"«rminantenform  auf,  so  findet  mau  dieselbe  vom  Grade  8,  wie 
"•«hauptet. 

Gesetzt  nun,  es  gäbe  ausser   diesen  8  Geradenpaaren  noch  eine 

*'!««  Gerade  »  auf  der  Fläche.    Dann  ist  zunächst  ans  der  soeben 

^   Ermittelung  der  8  Geradenpaare  angestellten  Ueherlegung  klar, 

"t*»   dieselbe  die  Doppelgerado  nicht  schneiden  kann.    Darana  crgiebt 

^^   weiterhin,  dass  i  notwendig  wenigstens  je  eine  Gerade  ans  dos  i 


1)  Clibicii,  Ueb«r  die  Abbililune  Blguliraischor  Flachen,  iaebcsondeic 
*'n.na  S,  OrdDDDg.     Math.  AnokliMi  Bd,   1. 
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■  6  Gerade Di)aaren  scbneiden  muss.    Denn  sinil  n  und  u  zwei  Gt^radeo    | 
I  eines  Paares ,  {  die  Doppclgerade ,  uud   man   legt   durch  l  diejenige    1 

■  Ebene,  welche  a  und  a  enthält,  so  hat  diese  Ebene  mit  der  Fl&cho 
^L  ausser  l,  a  nud  a  keine  weiteren  Elemente  mehr  gemein;  sie  schneidet 
^^^H^nber  V  in  einem  Puekte,  welcher  nicht  auf  i  liegt,  folglich  aufa  oder    I 
^^^^Hb,  oder  im  Schnittpunkt  beider  liegen  muss. 

^^^^r        Nun  seien  a,  l,  c,  <l,  t  5  Geraden  aus  den  8  Paaren,  «etcfae  von 
von  «  geschnitten  werden.     Dann  kann   man   durch   a,  £,  c  einerseits 
nnd  durch  c,  c?,  r  andererseits  je  eine  Regelflätche  2.  0.  legen.     Die- 
selben haben  dann  c,  ;  und  >  gemein,  schneiden  sich  also  nur  noch  in 
einer  Geraden  /,  welche  l  und  »  schneidet,  e  aber  nicht ,   oder  sie 
sind  identisch.    Letzteres  würde  nach  sich  ziehen,  dass  die  5  Geraden^ 
0,  b,  c,  ä,  e  von    den  unendlich   vielen  Geraden  geschnitten   werden— 
welche  die  andere  Rogelacbaar  der  durch  a,  b,  c,  il,  e  gehenden  Regel — 
äHche  bilden.     Von    diesen   schneidet    aber  jode    die  Fläche  4.  0.  ii^ 
b  Punkten,  gehört  derselben  also  gänzlich  au,  die  Fläche  4.  0.  wQnl^ 
also  in  dieser  Rcgolfläcbe  2.  0.  uud  noch  eine  andere  zerfallen. 

Es  bleibt  daher  nur  der  erstere  Fall,  doss  sich  die  beiden  Regel^fll 
flachen  in  einer  Geraden  /  schneiden,  welche  c  nicht,  wohl  aber 
and  <  trifft.  Nun  schneiden  diese  Regolllächcn  die  Flüche  4.  0.  schoc  ^ 
in  6  Geraden.  Dämlich  in  n,  b,  e,  e  and  der  doppelt  gezählten  /,  resp^ 
iu  c,  d,  e,  s  und  l  doppelt  gezählt,  haben  also  mit  ihr  nur  noch  J>  ^ 
einen  Kegelschnitt  gemein ;  es  mQsstcu  sich  also  diese  beiden  Kegel-  J 
schnitte  in  denselben  4  Punkten  schneiden,  in  welchen  die  Gerade  . 
die  Fläche  4.  0.  trifft,  was  nicht  möglich  ist  —  oder  aach  /  gehör—"" 
der  Fläche  an,  ist  also  eine  Gerade  aus  einem  der  noch  Qbrige^M 
Geradenpaarc,  und  die  beiden  Kegelschnitte  zerfalle»  in  /  und  je  ein^^ 
weitere  Gerade  p  oder  q,  welche  beide  l  und  *  nicht  schneiden,  top* 
denen  aber  etwa  p  die  Geraden  «,  6,  c,/,  nnd  q  die  Geraden  d^*,e,f^ 
trifft.  Es  schneidet  aber,  wie  oben  bewiesen,  jede  dieser  beiden  Ge — 
radeu  p  uud  q  ebenso  wie  n  im  Ganzen  wenigstens  8  Geraden  ao^s 
den  8  GeradenpFiarcn,  also  z.  B.  p  ausser  a,  h,  c,/  auch  noch  i,t,g,\.  -^ 
Die  durch  2,  a  und  p  gelegte  Kcgeltläche  2.  0.  bat  folglich  mit  dor^ 
Fläche  4.  0.  im  Ganzen  i,  p,  a,  b,  c,  5,  e,  g,  h  uud  die  doppdt^ 
zählende  Gerade  /  gemein  d.  h,  sie  ist  ein  Teil  der  Fläche  4,  C  ^ 
diese  zerteilt  also  auch  iu  diesem  nur  noch  übrigen  Fall  iu  2  I 
flächen  2.  0. 


Oberehnheim  im  Eis.  Januar  1885.  Alfred  Lei 
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DcatteA:  Du  Dantdhing  dtr  fJäeita  ultrttr  Ordmag  afc. 


Die  Darstellung  der  Flächen   vierter  Ordnung 

Jöit  Doppelkegelschuitt    durch    hyperelliptische 

Functionen. 


Paul  Richard  Domsch. 


n.  Teil. 

KflHaer'sehe  Flächen  und  Cyklidei. 

I.   Capitel. 
^^e  Kümmer'tohe  Füohe  und  die  Ue'iohe  BerChrungstransformation. 

'     l.     Die  Fundamentalgelrilile  in  der  Geometrie  der  Kummer' tchen 
Fläche  und  ihre    Veherlragung. 

7adem  wir  die  schon  citirte  Arbeit  dos  Herrn  Liu  im  h  tcn  Band 
■**  Annaien:  „Ueber  Compleie,  iusbesondere  Linien-  uud  Kugel- 
^*op|eie"  und  die  darin  gegebene  Borühruiigstraosfonnation  im 
"^aentlichen  als  bekannt  vorausscLzcn,  bemerken  wir  znnäcbst,  daaa 
'^f'^h  letztere  2  Rfinme  in  dreierlei  Aaffaasnng  in  Beziehung  geseUt 
**axlen. 

Entweder  mon  läast  Flftcbcuclementcn  des  einen  Haiimes  FltL- 
*^*»eleinente  im  andern  enlsprcebeii .  wie  es  der  Begriff  der  Bo- 
"'^l'PiHigBtransformation  mit  sieb  bringt,  nnd  zwar  den  Fläi;heiicle- 
"^öten  im  ersten  Raum  r,  die  2  consocutive  Punkte  einer  Geraden  ent- 
,  die  Elemente  der  eutsprecb enden  Bildkugel;  es  ist  dies  die 
7**Ukomraeuate ,  aber  auch  acbwierigste  Art  nnd  Weise,  die  beiden 
■»luine  p  und  R  mit  ihren  Gebilden  iii  einander  zn  transformiren, 
Schwierig  darum,  veil  bei  derselben  die  beiden  lUume  aia  Aggregate 
^oa  FlftcUeoelementeD  aufgefasst  werden  müssen. 

^*«k  (ti  Xatli.  i.  PI17B.    1.  BaU».  Tsil  II. 
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Domaeh:  Di»  Dar.itlluna 


•■  Ftarkm  vitrlrr  OrAnmg 


Dosere  Lie'scbe  BerUbningstransfonuatioD  ftthrt  aber  aach  xwti- 
tens  die  dreifach  oneiidlich  vieloa  Punkl«  des  eiuoo  Raumes  r  Qbei 
in  düD  Complex  der  MinimalgemdeD  in  R,  and  drittens  die  PunkU 
des  Raumes  E  in  die  Geradeu  von  r,  die  einem  aasgezeictmetei 
linearen  Comploxe  angchöroii '). 

Diese  beiden  letzten  Arten  der  Uobortragang  werden  wir  d« 
leicbteren  Buhaudlung  wegen  im  Folgenden  vorzugsweise  zur  Anwen- 
dung bringen,  und  zwar  wechsdsweise,  indem  wir  einerseits  von  den 
Puniitcn  dos  Raumes  der  Eummer'schen  Fläche  ausgeliea,  aber  aud 
die  Goraden  des  linearen  Complexes  in  Betracbt  ziehen  und  diese  ii 
die  Punlcte  des  Cylilidenraumes  transforniiren. 

Als  Fnndamentalgebilde*)  treten   in  dem  Räume  r.   welcher  in 
I  den  Cyklidenraum  R  abgebildet  werden  soll,  zunächst  die  ^^ 

6  Fondamentalcomplexe  auf  ^H 

K,  =  0    T,~0    Ig  —  0    314  —  0    «6  —  0    a-g  —  0       ^1 

Einen  dieser  6  Fundamen talcomplexe ,  3-^  —  0  etwa,  werden  wii 
[■Tor  den  übrigen  auszeichnen,  indem  wir  ihn  zn  demjenigen  linearti 
y  Complex  wählen,  dessen  Gerade  sieb  in  die  Punlite,  oder  ] 
[  ansgedrüclct,  in  die  Punktkugeln  des  andern  Raumes  abbilden.  1 

Wir  markiren  demuacli  als  erstes  Ergebniss; 

„Den  Geraden  des  ausgezeichnete u  Fundamentalcomplei 
I  f,Bprechoa  die  Punktkugeln  des  Cykiidenranmos". 

Es  restiren   noch   die  5  übrigen  Fondamentalcomplexe, 

I  unter  sich  und  mit  dem  sechsten  in  Involution  liegen;  einem  solche 

'  mit  dem  ausgezeichneten  Fuudameutakomplex  in  Involution  liegendwc 

Complex   entspricht  aber   ein  Kugelcomples ,   ein   Kugelgebfisch   !■ 

Reye'schen  Sinne  ^),  os'  Kugeln,  welche  sä  mm  tlich  orthogaal  zu  eine 

durch  sie  vollständig  bestimmten  Kugel   stehen,   deren  Centmm  ila 


SU.  ^H 

I 


I)  Di«  Abbildung  cio«s  linearen  Comptexei  auf  den  PuDl:(taDm  haV* 
'  Herrn  Lie  Bchou  Herr  Nßlher  gegeben  (bZdf  Theorie  der  algebrniicb^ 
Fancüuncn",  QOltlngcr  Necbricbtea ,  1 869).  Diias  jedoch  beide  Klume  cin^ 
Complex  enlhnlten,  desaen  Linien  sich  itla  die  Poniite  dea  Stcn  Ranoiel  aK 
bilden,  hat  Herr  Li«  juorat  hervorgehoben. 

SJ  Die  Fundaineataigcbiiafl  der  KuunDrr'tchGD  Filchc  —  die  6  Fnod^ 
iDentulfomideie  und  deren  Combinationen  tu  je  iwcien.  dreien  und  Tieren  — ' 
norden  behandelt  von  Herrn  Klein:  „Zur  Theorie  der  Linteneoaiplexe  d^ 
erUea  und  twciten  Grade«",  Ualh,  Annaien  Bd.  3,,  p.   19S. 

3)   ct.  B«yc.  K^jntheiiacbc  Geometrie  der  Rugelo  n.  lin.  Kngela;alaua'  • 


n/i/ieilvye/acAiiiVf  Jurrh  hgiirrtllii'lt'.dte   f\inellon 


227 


PoiuiiceDtratn  ist  —  ein  Paukt,  welcher  ia  Bozag  aa(  alle  Kugeln 
ifes  GebQBches  diesotbo  Poteu/  besitzt  —  ;  das  Quadrat  des  Radios 
jener  Ortbogonalkugel  ist  L-i]tgOf{CDgesGtzt  gleich  dem  Wert  der  Po- 
lenz  dea  PotcDzceDtruins. 

Zwei  Gerade  eines  dieser  6  Complexe,  dio  in  Bezug  auf  *g  -'  0 
ronjngirtc  Gerade  darstellen ,  Iransrormiren  sich  iu  dieselbe  Kugel ; 
deo  Punkten  der  einen  Geraden  entspricht  die  oiuo  imagiuäre  Er- 
zeogeadeDSchaar  der  Kugel,  den  Punkten  der  conjugirten  Geraden 
die  andere  imaginlLro  Erzeuge ndeuschaar.  Wir  erhalten  also  den 
Sati: 

„Den  Geraden  der  Übrigen  5  Fnndamentalcomplexo 

e,  =  0    iT,  —  0    a-,  ~  0     x^  =  0    ti,  -=  U 

nMibprechen,  zu  je  iwcion  als  conjngirto  Gerade  in  Bezug  auf  a^,;  =  0 
niDsammeogennminen ,  dio  Kugeln  von  5  zu  einander  orthogonaleu 
nKugelgebOschen.  Sie  Kugeln  jedes  GebUsehes  stehen  senkrecht  auf 
-einer  durch  sie  bestimmten  Orthogonal  liugel.  Diese  Orthogoual- 
it^ngelu  etebeu  infolgedessen  selbst  aufeinander  senkrcclit  uud  bilden 
nSin  Fundamental  System". 

Weiterhin  treten  als  Fuudamentalgebilde  in  dem  ahznhildenden 
^ame  die  16  CoDgraenzeu  auf: 

lO     *,  =  0    i(  —  0 


- 

0\ 

*. 

=  0 

'e  = 

=  0; 

'n 

=  0 

«11 

=  0; 

«♦ 

-0 

^. 

=  0; 

"i 

-.0 

't 

-  Ü 

0 

'*  = 

0; 

^1  - 

Oz, 

0*4  = 

=  0 

=  0 

^* 

=  Ü 

0 

'," 

Ol 

r,- 

0  x^ 

-0; 

', 

"0 

«B 

=  0 

0 

!E4  = 

0; 

'»- 

Oh 

=  0 

0 

'i  = 

0 

Auch  diese  teilen  sich  iu  die  Untergruppen   la)  und  Ib)  von  5 
.  10  Congruenzen,  je  nachdem  r^  —  0  mit  auftritt  oder  nicht. 

Den  5  ersten  CongrneuKen  la)  entsprechen,    da   a-^  =  0    sich  in 
*^   Puöktkugeln  abbildet ,  5  Schaareu  von  üo  "  Puuktkugeln  des  Cy- 
klidenranmes,  die  je  einem  der  a:.-  =  0  (i  =  1,  2  ...  5)  entsprochon- 
^  Kugelcomplexe  angehören.     Die   Punktkngcin  eines  KngBlcOBt*^ 
l^es  liegen  aber  sämmtlich  auf  der  Orthogonalkugel  1 

Den  ä  Congruenzen    entsprechen   also    mit  den  G 


DamteS:  Dit  Dariullunij  dtr  FIdchta  ii 


kogelbOodela    5   zu   eioaader   senkrecht«   Kugela, 
pDDktkugelD  gebildet  werden,  also  das  FuDdamDutalBystein 


welcbe  1^^| 
lystem:    ^^| 

=  0.  f 


jj  =  0    »,  =  0    »s  =  0    *t  = 

Wir  bEkbcD  demnach  den  Satz: 

„Die  b  CoDßrncDzi^D,  die  vod  dem  ausgezeichoeten  FuDdaraeiUl- 
„compleic  verbunden  mit  je  einem  der  übrigen  fi  Fundanieotalcoa- 
„plexe  gebildet  wexden ,   CDtsprccheu  die  5  Fundamental  kugeln  dta 

„CyklideDraumes ,    resp.   die   Puaktkugelcougrucuzen,    wekbe  dinS 
„Fundamen talkugcln  bilden". 

Den  restirenden  10  CoDgrnenzen,  die  wir  unter  Ih)   aaffOlirtei^ 

entsprecben  10  Kugelbündel ,   die   orthogonal  sind  zu  den  10  Kngol- 
bascbeln: 


,,  -  0  .,  _  0, 

.,  -  0  .,  =  0, 

.,  _  0  .,  -  0, 

.  =  0  •*  -  0, 

'.  -  0  ..  -  0, 

.,  _  0  .,  =  0; 

»«  =  0  »5  =  0. 

a^l[ 


Eine  jede  Kugel  eines  Bündels  muss  ja  senkrecht  stehen  k3 
Ortliogonalkugdu  der  beiden  das  liUndel  bestimmenden  Kugelt' 
bOschen,  senkrecht  stehen  also  auch  auf  den  durch  die  beiden  OrtUc 
gonalkageln  bestimmten  Kugelbüschel.  Wir  erhalten  so  den  weitet 
Satz: 

„Den  10  Congruenzen  Ib)  entsprechen  10  Kugelhündcl,  der* 
„Kugeln  jeweils  senkrecht  stehen  auf  je  zweieu  der  5  OrthogoU' 
„Ungeln,  also  auch  orthogonal  sind  zu  den  durch  dieselben  bestimv" 
„10  Kugelbüsehclu". 

Jetzt  fassen  wir  jo  3  der  6  Fundamentalcomplexe  zusammen  (■' 
erhalten  20  Tripel  von  Fu  udameutalcompl  oiteu.  Je  ein  Tril 
liefert  eine  Erzeuguug  einer  der  10  FnndamcntalfUcb  < 
2ton  Grades.  Es  gcbüreu  also  je  2  Tripel  zusammen,  welche  A 
selbe  Fuiidamentaltiäcbc  liefern: 

(123)  (456)  (12i)  (356)  (125)  (346)  (134)  (256)  (135)  (246) 
(234)  (156)  (235)  (146)  (245)  (136)  (345)  (126)  (146)  (236>- 
Den  10  jedesmal  zu  zweit  gesckri ebenen  Tripeln,  welche  x«  = 
enthalten ,  entsprechen  nolwendigerwoiso  Kugelbüscbel ,  die  nur  « 
Ponktkugcln  bestehen ;  sie  müssen  ausserdem  deu  durch  2  der  Ftf 
damontalkugeln  definirten  2  Ku geige büschen  angehören.  £s  sind  ai 
die  Pnnktkugelo,  welche  die  10  Schnittkreise  je  zwei 
■    lentalkögeln  bilden. 


nil  Dnp/Mtkrjrlichaill  ifiircA  igiifrilliplitdie  Funriinnfn,  229 

hea  Tripel 

»j  ^  0    *i  -»  0    a-j  =  0 

eatiprechea  z.  B,  die  Punktkngeln,  welche  den  Kreia 

,,  =  0     »5—0 

bilden. 

Die  aniiero  Er/engung  nnn ,  welche  dieselbe  FundEtinoiitalfläcbe 
Sta  Ordnnng  liefert  und  deüuirt  ist  durch 

I,  _  0    at,  —  0     Ta  =  0, 

einfach  nnendliche  Schoar  gerader  Linii^n  transformirt  sich 
rhiiM  in  eine  oo '  Schaar  von  Engeln .  ein  Kugclbüschel ,  gebildet 
TOB  allen  Kugeln ,  welche  zugleich  senkrecht  stehen  aaf  den  Kugeln 
dci  FundamcntalByetems 

*,  =  0    *,  =  0    «,  "0 

«0    nnd    «s '- 0    sind  nnn  2  Kageln,    die  anr  den  3  genannten 
unkrecht  (teheo;  ea  wird  also  das  durch 

Hj  =  0      *5  —  0 

Miirle  Kagolbüschcl  das  gesuchte  sein.  Die  2 te  Erzeugung  unserer 
WaoBgegriffeuen  Faudamen talfläche  liefert  also  in  anderer  AufTaasnng 
illerdiaga  denselben  von  2  Fundamental  kugeln  gebildeten  Kreis  wie 
Jie  erste  Erzeugung. 

Vir  sprechen  das  erhaltene  Resultat  folge ndermassen  aus: 

nDen  zweifachen  ErzeugungHweison  der  Fundamentalflächen  2ter 
lOnJDDng  entspricht  durch  die  Bcrtthrnngatransforraation  eine  zwci- 
ifache  Erzeugnngsweise  der  10  Fundamen talkreise,  gebildet  durch  je 
nWei  der  fünf  Fundamenlalkugelü.  Das  einemal  werden  die  Kreise 
<dnrch  die  auf  ihnen  liegenden  Funhtkngelu,  das  anderemal  durch 
I  diu  KngelbOschel  erzeugt,  deren  Träger  sie  sind". 

Jetzt  bilden  wir  die  15  möglichen  Qnadnipel  ans  de»  6  Funda- 

"«nialcomplesen,  und  zwar  ordnen  wir  sie  in  2  Gruppen  zu  10  und 

ja  Dachdem  sie  »'s  =•  0  enthalten  oder  nicht: 


(  (1236)     (1246)     (1256)     (134G)     (1356) 

j  (1456)     (2346)     (2356)     (2456)     (3456) 

(1234)     (1235)     (1245)     (1345)     (2345). 

Je  i  der  Fundame ntalcomplexc  haben   2  Gorade  gemein;   dioio 
'•"•  lue  Dftectricen  der  Congruonzen,  welche  jeweils  gebildet  werden 


ret:  D'tt  DartuUung  dtr  Flächen  vitrltr 


den  nnch  Übrigen  2  Fundamcntalcomplexc 
B.  die  DirectricGD  der  CoDgruenz 


:m 


(IS36)  liefert  alat 


Die  durch  die  erslen  10  Quadrupel  la)  dcfinirtcn  20  Gcradeii 
gohOrcD  nun  aäramtlkh  dem  ausgezeicboeten  Fnadamcutalcomplci 
x„  =  0  an;  jede  der  30  liefert  also  fflr  steh  eiae  Kugel,  und  zdu 
eine  Punkikugol,  welcho  jedenmal  drcifa  der  darch  die  FundamenUl- 
kugelii  deünirteii  GebQscIien  angehört  Als  Puaktkugel  lie^  sie  den- 
nach  auf  dor  jedesmal  igen  Orthogonal  hu  gel  des  GebURches.  Je  3n- 
BammuiigehOrigo  Punktkugeln  worden  also  gebildet  von  den  beides 
Punkten,  welche  je  dreieu  der  Fundamental  kugeln  gemeinsam  siiiil, 

Wir  bokomracQ  demnach  diesen  ersten  10  Directricenpaaren  enU 
Bprecliend  die  10  Pnnktkngolpaare : 


,,=0  #,-0  <s=0    «1=0  jr,"=0  »1-0    #1—0  »j=0  *i=0 

*,-0  *,— 0  »4—0    *,— 0  »(=0  «5=0    #1=0  »i— 0  «5=0 

a,=0  *a— 0  »4—0    i,— 0  i^—O  »5=0    »»=0  u=^  «8=0 

»,=0  »4-0  »s-O. 

Jetzt  restiren  noch  die  5  Directricenpaare  Ib). 


I 


Jedes  dieser  Paare  bildet  2  in  Bezug  auf  i*  =  0  conjugirte  Ge- 
rade,  ein  Directricenpaar  bildet  eich  also  auf  eine  Kugel  ab, 
!  die  5  Directricenpaare  je  4  der  Fundamentalcomplexe  an- 
gehören müssen,  so  muss  die  entsprechende  Engel  jeweils  vieren  ds 

entaprechendeu  Kugelgebttsche   angehören. 

Vier  zu  einander  orthogonale  Kugelgebflscbe  haben  aber  t»' 
eine  einzige  Kugel  gemein,  es  ist  dies  die  eine  Kugel,  welche  : 
ihren  i  Orthogonal  kugeln  selbst  orthogonal  ist,  also  jedesmal  t3 
5  to  Orthogonalkngel  des  Fundamentalsystems. 

Den  Di rectricen paaren  Ib)  entsprechen  so  der  Reihe  nach  j«^- 
Erzouguugsweison  der  Fundamentalkugcln :  1 

2h)  »i  =  0    #4  =  0    j-a  —  0    *,  =  0    «,  =  0.  ^M 

Wir  kleiden  das  ßesnltat  in  Worte:  ^H 

„Die  15  vorhandenen  Directricenpaare  der  15  aus  den  Fmi^P 
„menlalcomplexen  gebildeten  Congrnonzcu  teilen  sieb  bei  der  Tru^ 
„formation  in  2  Gruppen  zu  10  und  5.  Die  der  ersten  Gruppe  t— 
„gehörigen,  welche  Gerade  des  ausgezeichneten  Fundamentklcoiniiln^' 


Mir  happtdiegtlidinitt  iitin-\  Aypr.rillipliicht  />fRri 


E,  —  0  BiQ<],  bilden  sich  iu  die  10  aasgczcichnoten  Panktkogolpaare 
yllb,  «elcho  je  drcieD  der  5  FDudamcnUllntgeln  gomcinsam  sind. 
1,^  Directricenpaare  der  2tou  Gruppe,  die  jeweils  in  Bezug  auf  a-,— 0 
t^iogirte  Gerade  darBtellen,  bilden   sieb  dagegen  in  die  5  Fauda- 
tkugGln  Reibst  ab". 

16  Directricenpaare  orden  sich  »na  zn  den  15  Fundamcntal- 
zusammcD,  Die  Kanten  worden  gebildet  von  3  Paaren 
Directricen,  deren  Congrnenzon  stets  zasammen  sämmtlicbe  6 
FmdaincntalcDinplexß  entbalten.  Bezeicbnen  wir  die  Directricen 
dnnh  ihre  Congrnenzon,  so  babcu  wir  folgende  15  Fundamcntal- 
tstneder;  (Ihnen  entsprc  eben  nach  dem  VorL  ergeh  cd  den  die  daneben 
^Htetzten  Znsanimenordnungen  von  Fandamentalkugeln.) 


Ipaare     ^^H 
1.  Die  ■ 


i,=0  x,=0 

^s-0  ^,-U 

i»=0  za=0 

r,-0  zs=0 

e,=0  Xi=0 

«ß— 0  a-g=0 

1,-0  ^4=0 

iE,=0  «,-0 

«j=0  is— 0 

x,~0  :r,— 0 

»8-=0    3-5-0 

3-4=0  ?(— 0 

x,=0  «g=0 

l,=,0  «5=0 

14=0  *5— 0 

I,— 0  15=0 

«,=0  Xa-0 

xt=Q  (Tg-O 

:^=0*,-0 

^4=0  «s=0 

»^,-0  x,=0 

,,_0  x^-Q 

i,=0  «j=0 

»3=0  xt=0 

X,—0   ^5-0 

;r,=0  r*=0 

^=0   .^6-0 

«,^0  irj=0 

ar^=0  Xi^O 

^.-0  *,=0 

z,=0  «,=0 

z,=Ozs=0 

e,=0  a!(— 0 

*,-.o  «5-0 

^=0  a,=0 

=:.=0«,-0 

a^.=0  X3—O 

14-0  is-0 

a:,=0  ig_0 

*.=0  «*=0 

ra-O  *5-=0 

x,=0  x^=0 

a,— 0  atj— 0 

*)— 0  «4— 0 

x,-0  x,=0 

,,=0  ,4=0  .,=0 

,,=0  *,— 0  «4=0 

«6=0 

^,=0  1^—0  *5=-0 

,,-0  ,,=0  »6-0 

»s— 0 

•1—0  «,=0  *i-0 

aj=0  »«"■O  «5=0 

«s-O 

i>=0  .4=0  »s—o 

i,=0  »,—0  «4=0 

«4=0 

,,—0  l^~.0  «5=0 

j,=o  «,—0  «4=0 

«4-0 

^-0  «a— 0  «4—0 

.,=0  «1=0  »4—0 

«4=0 

ich:  Die  Daritelhag  dtr  FiBckt«  vierter 


n 


W^O  *(-=0  *,=0 

*,=0  «,—0  *a— 0 

*,-0 

B,— 0    »5—0    »(=0 

j,,=0  ,,=0«a—0 

».=0 

«,=0  »4—0  «B=0 

«,=0  »5=0  »j— 0 

.,=0 

»4—0  *s=0  «,=0 

,,=0  «,=0  »,-0 

.,=0 

,j— 0  *(=0  *,=0 

«1=0  #4-0  »,=0 

..-0 

t^=0  »4=0  »s— 0 

,,=0  *s— 0  »,=0 

.,-0 

*,=0  »6—0  »i— 0 

,,=0  »,=0  »,=0 

*,-0 

,,=0  »5-=0  »1—0 

,,=0  »4=0  #,=0 

.,=0 

»j=0  »4—0  «1—0 

»,—0  »s=0  »,  =0 

.,-0 

Den  Kanten  der  Fundamen taltelraeder  entsprechen  so 
4  Punktkugcia,  welche  aus  einer  Fandamentalkugel  dnn 
Fanda  mental  kreise  ausgeschnitten  werden,  zasammeD  mit  di 
f enden  FundamontalkugeL  selbst. 

Auf  jeder  der  5  Fundaraontalkugen  gibt  es  3  Pnnktbi 
entsprechend  dem  Umstände,  daas  sich  die  4  übrigen  Kngeln 
in  2  Paare  teilen  lassen. 

Betrachten  wir  des  NtLbcren  die  anf 


-0.4- 

0  »s  =  0;  .,  =  0  »,  - 


legenden  Punktkngelpaare 

^  _  0  .,  =  0  «s  =  0;  »1  —  0  »a  =  0  «5 

,«—  0  »4  —  0  *s  =  0;  »,  =  0  *4 

nnd  von  diesen  wiederum  lieispielswoise  da«  erste 
e,  —  0    »,  =  0    #8  =  0 
»j  -  0     »4-0     »5=0 

Jede  Pnnktkngol  des  Paares  »,  =  0  «g  =  0  «s  =  0  hat  n 
zwei  ErzcDgeude  gemein ,  die  jeweils  in  den  Tangcutiali 
diesen  Punkten  au  »5  ^  U  verlanfen,  den  Minimalgeradcn  / 

r  II'-  '      ,  j    seien  Krzi^ngende  derselben  Art. 

Erzeugende  verschiedener  Art  schneiden  sieb  stets;  tA\ 
sich,  wie  /  nnd  i/,  /'  und  II'  anch  /  und  ü',  fl  und  /' 
in  2  Punkten  3  und  4. 

Die  beiden  Punktkugeln  »,  —  0  »,  =  0  »j  —  0  sehn« 
aber  in  dem  Kreise  »g  —  0  »4  =  0,  sie  aind  ja  die  Pnnlrtli 
durch  den  Kreis  bestimmten  KngelbUschels.    Also  müssen  < 


ipttktyeUchmll  durch  hyptrrttiptUtht  Funetiontn. 

fS  and  4  nnf  «g  —  0  n«  ^  0  liegen;    sie  liegen  aber  auch  anf 
Es  sind  dcmuacb   die  bdilen  Pnnkto  3  nnd  i  dio  Centrcn 
»  aten  zu  hetraehteuden  PiuilttkugfipaareB 

'a  =  0    »4  =  0    '5  -  ö. 
Du  $78tcni 


hat  also  die  4  ein  räumliclies  Vieraoil  bÜdonden  Mimmalgeraden  ge- 
mein. Dieses  räamlicbc  Tierseit  ist  ca  iufolgcdeBseu,  Aae  dem  Fun- 
dameotaltetracder  eotspricht. 

Wir  gewinnen  den  Salz: 

„Den  15  Fiiudamcntalleti'aediTii  cntsprechcu  durch  unaero  Ab- 
Hbildong  15  rUumlicho  Vierseite,  deren  Kaulen  von  Mini  malgeraden 
ngebildet  werden ,  und  deren  Eclccn  auf  den  Fundaraoutalkugeln 
i,liegen  und  ausKoschuittcn  werden  von  deu  10  Fundameiitalkreiscu, 
„Aof  jed'T  der  5  Fundamealal  kugeln  liegen  die  Eeken  von  3  Vier- 
ifSeitea  entsprechend  dem  Umstand,  dass  sieb  die  4  übrigen  Fnnda- 
.jnciitalkugeln  auf  3  Weisen  in  je  2  Paare  teilen  lassen,  wir  also 
■3  Paare  von  Fundamental  kreisen  erliaJten.  Jedem  dieser  Paare 
nBotapricbt  ein  Vierseit". 


i   2.     Die  Sc/iaar  iler   Kumiitertehtn  Flächen  in  ihrer   Deiiehang 
lum  CyHidentyttem. 

Sollten  wir  in  möglichst  allßonieiner  Weise  verfahren,  so  hätten 
*'''  auszugehen  von  den  »*  Liniencomplexeu  2ten  Grades: 


S  '- 1 ^5— 

1   *(— j<-A^te-^ 


Diesen  wflrden  dann  im  Kugelraum  <:o(  Kugel conipleio  2l«n 
f**leH  cntapreclicü,   uud  solche  Kugelcomplexe  2ion  Grades  hätten 

***■  als  Verallgemeinerungen  der  Cykliden  zu  betrachten,  die  an  sieb 
^^^    gebildet  werden   von  deu  Puuktkngeln  eines  soleheu  Kugeleom- 

•"^Xcb  2teo  Grades. 

Wir  besciiränken  uns  aber,   indem  wir  in  1)  j»  —  ig  : 
'^  Linien  der   ä'  Congruoiizen : 


leh!  Die  DartleUmg  Jtr  Fläclita  ii 


ner'Bcheiifl 
igeutencin 


DidsolboD  sind  die  Doppol UtngcnteD  oo'  KDmmer'Bch' 
wt'lcho  sich  läLgs  der  G  ausgezoichiicten  Haupttangeutei 
Ordnung  bcrühreu*). 

Da  o-g  '^  0  unser  ausgczeicbncler  Fund  amen  talcomplQ 
entsprechen  den  oo>  Liniencougruciizcn  jeweils  die  Punktkl 
» '  Kugclcomplcxeu  2  ten  Grades,  also  die  CyklideuBChaar 


wenn  *,  —  i'H  =  c,  gesetzt  wird.  Die  Cyklideiiacbaar  aber  t 
cuiiforalcs  Systeni,  wie  a<:boa  aaa  der  Form  der  Glcichni 
hellt  %  1 

Wir  haben  demnach  deo  Satz:  I 

„Einer  ao '  Suhaar  Knmmer'scber  Flächen ,  welche 
„der  » '  Congruenzon 


,.uud  sich  nach  einer  ausgozßichnct£D  HaupttaugentoacurTe 
,,nung  berühren,  bilden  sich  ab  als  X) '  Cyklideu 


(  ein  coiifocalcs  System  bilden". 


Hieran   schlicssen  i 
193—194.) 


r  sofort   den  folgenden  Satz   (LU 


„Jene  ausgezeichnete   Haopttangentencurre  transformii 
„die   „Developpale  Focalc",    welche   allen   Cykliden  des 
„Systems  sammt  dem  Kugelkreis  umschrieben  ist". 

2  CoDgrnonzen  der  Schaar  2),  entsprechend  3  besümmti 
von  X,   haben  eine   Linicnflücbe  gemein,   welche  die  beidi 

4)  Ein  lokb»  Syit^m  betrachtet  II.  Ltc,  u.  n.  O.  p.  9S 
tnngentcncurren  der  Kummcr'schen  Fliehe  wurden  laeist  nnU 
Herren  Kicio  aaä  Vic  iii  dpa  Bari.  MonnlBberichlcQ,  \6.  Dec 
einer  Abliandlang,  die  sieh  wieder  fibgcdmckt  findet  in  Bd. 
Aanalen,  p.  579. 

5)  Siehe  p.   20,   DnrbouK.  a.  ».   0,.  p,    134. 
t)  Dantb«n  gilt  noch    j'*>=:0  enl»prechend    ^if'=0. 


■/  durch  l,-,r"M'i.l,->:rhi   Fmi: 


AicbcB  der  {ktugrucnzeu  längs  jo  oiiier  Haopltangeiiteiicarvo  berührt. 

Diese  Liaicutläctio  ist  vom  Ötoo  Grade  ').  Dem  entsprechend  schnei- 
den (ich  2  Cykliden  des  Systems  längs  einer  Curvc  rechtwinklig 
frech  (winklig  darum,  weil  jeder  Erzeugende  der  Linionflftche  2  Paar 
BarabmnpspDDklc  trägt,  die  zu  einander  liarmoniBch  liegen) 
diese  ist  KrUmmungsliDic»  auf  lieideu  Flächen,  im  übrigen  ebenfalls 
Ton  der  Stea  Ordnung"*). 

Je  3  Cangnionzen  der  Schoar  habeu  16  r^  ^0  angehOrigc  Gc- 
Rid«  gemdn,  dio  Deppeltaugenteu  sind  für  die  'd  zugehörigen  Brenn- 
ÖAchon.  Anf  jcdiT  der  16  gemeinsamen  Doiipeltangeuten  bilden  die 
6  Bertihrurigs punkte  3  Paare,  'J  beliebige  dieser  3  Paare  sind  zu  oin- 
aoder  harmonisch.  Dem  entsprechend  schneiden  sich  im  Cykliden- 
rstiin  je  3  confocato  CyWiden  in  16  Pnnktcn  rechtwinklig. 

Durch  jede  Linie  des  auage zeichneten  linearen  Complexes  lassen 
»ich  3  Cengrueiizon  der  Schaar  legen,  deren  Brennflächen  die  soeben 
berthrte  Eigenschaft  besitzen,  b  Congruenzcn  der  Schaar  degenoriron 
in  diesen  Fällen  in  dio  Diroctricon  dieser  Uncaren  Congruenzeu. 

Dem  stellen  sich  für  dcu  Cyklideuraum  dio  SäUe  zur  Seite,  dass 
dorcb  jedi'D  Punkt  des  Raumes  3  Cykliden  der  Schaar  geben,  und 
5  Cyklidcn,  für  A  ^  a,,  zn  Kugeln  degonerircn;  es  sind  dies  die  5 
Fn  Bdam  en  tal  kugel  n. 

Znnflcbst  werden  wir  abor  nicht  das  ganze  Fl&cbensystem  ia's 
Auge  fassen,  sondern  dio  einzelne  Kummer'scho  Fläche  iu  ihrer  Bo- 
nchiiDg  zur  einzelnen  Cyklido,  Wir  werden  also  in  2)  resp,  3)  dem 
variabeln  Parameter  einen  festen  Wert  zn  erteilen,  etwa  1  -=  ao  setzen ; 
'^on  haben  wir  die  Cykiide 

li  5 


Jeder  Doppeltaugcnto  der  Kuminer'scheu  Fläche  entspricht  eine 
"onktkugcl  im  Cyklidenraum ;  also  outspricht  je  2  Punkten  der  Kum- 
"ler'schen  Fläche,  den  2  ßerührungspunkleii  der  Doppol tangcnto  nftm- 
'^'*  1  nar  ein  Punkt  der  Cjklide.  Ausgonorainen  allein  sind  die  Punkte 
^^  obengedachten  anagezeichneten  Haupt  laugen  teucarve  Stcr  Ord- 
"^'K  der  Kummer'schen   Fläche.    Diese  ist   eine   Curve   4  punktiger 


J)  Omer  dorn  Gmil  pinci  I.inienfllcho   »cnielien  wir,  wie  üblich,  die  An- 
■    ^'    der  Eripngenden,  welche  i-iiio  beliebig  vorgegebene  Gerade  ireffeD. 

Sj  Aiif  liui  Enuprcchen  von  Linienßlchen  und  Gurten  gehen  wir  in  j  *., 
*3.  ■oifQhtlicber  ein. 


rührt.  ^^H 

;hnei-  ^^^1 

inküg  ^^^H 

Paar  ^^% 
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ich !   Dit  Dartitllung  der  Flächen  pierfer   Ordtmng 


Bertlhrnng  für  die  Eammer'Ecbn  Fläche,  die  Doppel tangeatcD  ia  1 

Tuokten  derselben  sind  vierfache  Tangenten ,  jedtm  Punkt  also  itT 
IJiiapttaugentcucnrve  fflr  aielt  allein  o'iUpricbt  ein  Punkt  der  Cjklid»; 
die  Beziehung  ist  in  diesem  Falle  eine  (1,1)  deutigo.  Die  enlspre- 
cbeudeu  Punkte  der  Cyklido  bilden  die  singulare  Krümmnugslinie,  ii 
welcher  die  Fliehe  von  der  benachbarten  des  Syateras  geschnitw« 
wird;  denn  die  ausgezeichnete  HaupttangonteucnrTe  verwandelt  s'cl' 
ja  in  die  devcloppabcle  Focale,  und  diese  berührt  die  Cyklidj 
jener  aingnlären  KrUmmnugalinie. 

Wir  geben  den  erhaltenen  Resultaten  die  Fassung: 

„Die  Beziebang  zwischen    Kummer'acher  Flüche  und  Cyklide  **■ 
„eine  derartige,   dass  im  Allgcmoinen  je  zwei  Punkten  der  enteriü 
„nur  ein  Punkt  der  letzteren  entspricht,  iiämlicli  den  2  BerUbraDgä- 
„puukten  eiucr  der  ^j*  Doppel langcnten,  die  x^'^Q  angehören,  eiw 
„der  od'  Punktkngcln,  welche  die  Cyklide  bilden". 

„Nur  die  Funkte  der  aasgczeichne'en  Hauptisn gentencurve  8  ta 
L^Ordnnng  euUprccben  den  Punkten  der  ausgezeicfaueteu  HingnlaJ"^ 
^i^Ummungslinie  ein- eindeutig". 

Da  den   Uaupttangenteu  der  Kuuimcr'Bcben  Fläche   die  HataV*' 
kugeln  der  Cyklide  enlsprechen,  ao  finden  wir  überhaupt  den  Sat£  *)■ 

„Die  Haupttangentcucurven  der  Eummer'schen  Fl&che  bilden  t^^]!: 
„in  die  ErUmmungslinien  der  Cyklide  ab".  J^^^| 


PaTOtneteTverteiliinn   om/  der  Kumtm 
lind  deren    Ueberlragung. 


■'tehea  Fläche 


Jeden  Punkt  der  Kummer'acben  Fl&cbe  können  wir,  krummlink-' 
Coordinaton  einführend,  durch  die  beiden  Haupttangenteoeurven  t? 
BtimmeQ,  die  durch  ihn  hindurcblaafen : 

1,  ^  const;  Jt,  =^  const 
seien  die  Gleichungen  dieser  beiden  Haupttangenteoeurven.  Da^ 
ist  durch  dieBo  Parameter  werte  der  betreffende  Punkt  bestimmt,  »l^ 
nicht  eindeutig;  die  beiden  HanpItangoDtencurvcn  16ter  Ordno* 
treffen  sich  ja  in  32  Punkton,  nnd  diese  32  Punkte  hangen  s&mnff 
lieh  von  denselben  Parameterw  orten  li  und  1,  ab.  Um  die  einzeintf 
Punkte  der  Gruppe  zn  individualisiren,  nehmen  wir  als  Bestimmang 
Stücke  nicht  dj  nnd  3,, ,  sondern  die  beiden  überall  endliehen  Noi 
integrale  vom  Geschlecht  2,  hingeteitet  zu  A„  resp.  I3  als  obere  Grei 


iiitt  durch  hvptmHiptitc^e  y»'i 


DBd  als  IrrotioDalität  1/  n^C«*—  i)-  wo  die  o,-  die  ParamBter  der  6 

uigeieichDetcu  EaupttaDgentoncurven  8ter  OrduQng  bcdeutoD.'"} 

Betracliteii  wir  eine  solche  Gruppe  von  33  PankteD,  so  aehen 
wir,  dasa  aoa  einem  von  ihueii  15  weitere  bervorgebcn  durcli  lä 
Colli Deati OD pu  —  die  15  involutoriscbeu  windacbiefen  Perspectiven, 
die  sich  aaf  die  15  Dircctriccn paare,  also  die  15  Cougruenzen 
n  =  0  si  —  0  sttttzeD. 

Die  16  nocli  Obrigen  baugeu  von  den  16  ^uLod  betrachteten 
dualistisch  ab,  ßt/trachten  wir  iiämlich  ciucn  der  16  Puukte,  so  ge- 
bÖrt  ZQ  ihm  eitic  Tangential  ebene  aa  die  Kumtncr'sche  Fläche;  in 
diesiT  Tange ntialebctio  wird  eine  Gerade  des  Tangeatenhuschcls  dem 
Busgezei ebneten  Complex  r«  =  0  angehören.  Diese  ist  Doppeltangente 
»u  die  Kummer'sche  Fl&che  und  liefert  infolgedessen  einen  2ten  Punkt 
der  Etimnier'schen  Fl&cho.  Su  erbalten  wir  £u  den  16  Punkten  noch 
1&  »eitere  hinza. 

Saa  Coor diu atensf Stern    der   Haopttangentencurven  traiisformirt 
»ich  Don  in  das  Coordinatonsystcm  der  Krümniuugsliniou.     Wie  dort 
^iu  Punkt  durch  die  hiudurcblaufuadQa  Hauptlangcntencarven  doliuirt 
*v,  ist  er  hier  deünirt  durch  die  2  Krttmmuugacurven 
ij  =  «„     ij  =  e^. 

Die  HanpttaugcntencnrvcD  schneiden  sieb  nun  in  'ä2  Punkten, 
*6lcbe  auf  die  oben  bezeichnete  Weise  zusammenhaugeu  ;  je  2  der- 
*^lbea  liefern  aber  als  Bcrübruagspunkte  einer  Doppeltangente,  welche 
''ßoi  Coraplei  Ig  —  0  angehört,  denselben  Punkt  der  Cyldide. 

tJDer  Gruppe  von  32  zusammeugehörigen  Punkten  der  Eummer- 
"^'^en  Fläche  entspricht  also  auf  der  Cyklide  eine  Gruppe  von  nur 
'^  Punkten,  welche  auseinander  durch  Spiegelung  au  den  Fundaniental- 
'"•»geln,  wie  dort  durch  Spiegelung  an  den  Congruenzeu  ici  =  U  ag  =  0, 

-  1,  2...  5)  hervorgehen." 

Eiaem  Punkt  der  Kummor'scben  Fläche  entspricht  eine  Minimal- 
K^fade,  welche  die  Cyklide  in  dem  Punkt  berührt,  welcher  der  Doppel- 
^^'gcnte  an  die  Knmmer'sche  Fläche,  i^  =-  0  augehörend,  eutapricht, 
'  im  Ausgangspunkt  construkt  wurde.  Der  Tangential  ebene  im 
*ttsgangspuukt  au  die  Kumiuer'ache  Fläche  entspricht  die  2te  in 
l^uem  Ptiukl  der  Cyklide  berührende  M  inimal  gerade ;  diese  letztere 
"inimalgerade  ist  aber  auch  das  Bild  des  2ten  Punkts  der  Kummer-   \ 


10)  AnilOhrlicliea  hietüber  licbe  p.  Sl. 


DarilcHuag  der  Fläi-Mn   t 


'Mü  Fl&cbe,  der  zum  Ausgangspotikt  dualistisch  gohOrt,  ebenso  wio 
"dio  ersto  Minimalgcrado  dor  TaDgeulialobeuo  in  jenem   atcn  Punkt 
der  Kunimer'sclicu  Flücbo  entspricht. 

Machen  wir  demnach  elao  dualistiacbe  Umrormniig  im  Riani  der 
Kummcr'Bcheii  Pläcbe,  hiusichliteh  dßs  üucaren  Complüit«  r,; -fi, 
durch  WL-lcLo  jeder  Punkt  in  dio  ihm  durch  den  liueareti  CoBpl(J 
zugeordnete  Ebene  und  jede  Ebene  in  den  entspreehnudcu  Vankl 
verwandelt  wird,  so  vertauschen  sich  die  beiden  Untergruppen  tm 
jo  16  Punkten  auf  der  Kumraer'scben  FltLcbc,  Eint:  eoU-be  VeiUt* 
schang  ändert  aber  das  Cyklidensyatem  iu  keiner  Weise.  Die  ii 
Rede  stebeude  dualistische  Umformung  dos  einen  Raumes  bringt  in 
anderen  keinerlei  Aendcrung  hervor. 

§  4.     Ablüdung  von  Lmieiifläelien,  dertn  Eraeugende  lUm 
I  ausgeieichneteu  linearen   Complex  angehären. 

Im  Folgenden   wird  es  sieb  vorzugsweise   darum    handda,  ** 

Abbildung  von  Curven  der  Runimer'schon  Fläche  auf  die  Cfklide  "> 

zu  leisten.    Wir  könnten  zu  dem  Zwecke  die  Punkte  der  Curvesel*'* 

abbilden  —   ihnen  entsprechen  ja  im  Cyklideuraum   Minlmolgera'^'^ 

L  die  die  Cyklidc  in  jo  einem  Punkte  bcrQbreu  — ;  einfacher  gestal**" 

klicb  aber  die  Verhältnisse,  wenn  wir   in  jedem  Punkt   der  Cun'e    •'' 

I  der  Kummer'achen  Fläche  dio  zugehörige  Cuppeltangente  constrair^ 

F  die   dem   ausgezeichneten  Coraplex   angehört.      Die   so   entstehe«»* 

I  Linienfläcbe ,  deren  Erzeugende  also  dem  ausgezeichneten  linea'^'' 

I   Complex  angehören,  bildet   sich  sofort  auf  eine  Curve  der  Cykf  *'' 

£  »b;  jeder  Doppeltangente  entspricht  ja  ein  Punkt  der  Cyklide. 

1         Wir  betrachten  demnach  zunächst  allgemein  Linienft&ch^  ' 

'  deren  Erzeugende  a-^  =  0  angehören,  und  deren  Abbild»   ^ 

gen,  und  stutzen  nns  hierbei   auf  ein  von  Ucrrn  Klein  gütigst  ^^ 

Verfügung  gestelltes  Manuscript:  Zur  Theorie  der  linearen  Compl»^ 

dessen  Resultate  die  eigenen  vervollständigen  halfen. 

Ehe  wir  auf  die   in  Rede  atübcude  Abbildung  selbst  eingeh^^ 

t  wird  es   zweckmässig  sein,  gewisser  Ausnabmgebilde  Erwähnung      ' 

tun,   die  bei  unserer  Abbildung  Gowohl  im    linearen  Complex  als  4 

Puuk träum  an f treten. 

Im  Allgemeinen  ist  dio  Abbildung  eine  (ll)dentigG;  jeder  Ger^ 
den  des  Compleies  entspricht  ein  Punkt  des  Cyklidenraumes;  ' 
giebt  aber  eine  Gerade  des  Complexes  —  die  Fundamental 
gerade")  — ,  der    <k^    Punkte    entsprechen,    di«    eine   gan^ 
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m  Cyklidenramn  crfuUeo,  und  umgekehrt  Punkte  im  Cy- 
aam  —  sie  liegen  auf  cJDem  Kcgelsebuitt  — ,  dpuon 
e  BUschel  vou  Geraden   Aas  Complcxes  entapriclit. 

tr  Kegelschnitt  ist  im  gegebenen  Fallo  der  Kugelkreis, 
ukt  des  Kngelkreises  entsprich!  also  ein  BUschel  von  Complex- 
wplcbem  die  Fnndainentalgerade  angehört;  durch  dasselbe 
pQokt  der  FandamcnUlgcraden  und  eine  durch  sie  hindurch- 
Bbenu  dem  betrcITendon  Punkt  dt-s  Kugelkreises  zugeordnet 

die  Vcrhaltniase  der  Abbildung  klar  zu  UbcraehoD,  folgt  ciuo 
telche  entsprechende  Gebilde  einander  geaenllbörs tollt,  soweit 
[  haben  lu  den  Ausnabmcgebildcn. 


n  des  Compleics. 

iamentalgerade  L- 

aplezlinie; 

plexlinie,  die  L  schneidet : 

iirch  bestimmte  Büschel: 

nruenz,  gebildet  vom  gu- 

0  Coraplei  und  den  durch 

idamcntalgerade  bestimm- 

ciellen.d.  h.  eine  lineare 

rueni  mitZ^alsDop- 

lie: 

.Congraonz  mit  Dop- 

sie,    die   L   enthält, 

üe  et'  Linien  des  Com- 

,  welche  eine  Complex- 

chneiden,  die  ihreraeitA 

t: 

Igcmeine    lin.    Con- 

iz,  die  L  enthillt  und 

omplei  angehört: 

rectriceu   dieser   Con- 

tUgemeine  lineare 
rnonz,  die  Z>  nicht 
ilt    nnd    dem    Complei 


Cfklidcnranm. 
die   Qoferno  Ebene, 
ein  Punkt. 

ein  Punkt  des  Kugclbrcises. 
derselbe  Punkt  dos  Kugclkreises. 


ix^  Punkte,  eine  Ebene  bildend, 
die  mit  dem  Kugellceia  einen 
Punkt  gemein  bat,  d.  h.  eine 
Tangentialebene  an  den 
KugelkroiB. 


eine  Ebene. 

die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene. 

eine  Kugel ;  die  Punkte  des  Kngel- 
kreises  entsprechen  den  Geraden 
der  Congrneuz,  die  L  scbneidon. 


Raum  des  Complexes. 
Die  Erzeugende  Lt 

Eine  Linienfläcle  2lcü  Gra- 
des, die  L  berührt: 

(L  schueidct  nur  eine  Erzeu- 
gen de.) 


Eiac  beliebige  Liuien fläche 
2ton  Grudcs; 

(i  schneidet  2  Erzeugende,  be- 
stimmt also  2  Büschel  von  Com- 
plexgeraden.) 


Betrachten  wir  jetzt  eine  allgemeine  Linienflache,  deren  Enei- 
gende  dem  linearen  Complex  angehören.  Der  Grad  derBelben,  d,  h. 
die  Zahl  der  Erzeugenden,  die  von  einer  beliebigen  Gerades  ge- 
schnitten nerden ,  sei  n.  Der  Grad  wird  im  Allgemeinen  mil  dM 
Ordnung  und  Classe")  der  Liuienflächo  üborcinstimracn;  nur  woas 
die  Erzengcuden  eine  Devcloppoliele  bilden,  ist  der  Grad  gleich  ilsT 
Ordnung  der  Developpabeln   und   der  Classe   der  zugehörigen  EaBO- 


Cyklidenraum. 

der  Schnitt  mit  der  anendiicb 
fernen  Ebene. 

ein  Kreis,  der  die  unendlich 
ferne  Ebene  berabrt,  ib. 
nur  einen  Ereisponlit  hat  Dia 
Ebene  des  Kreises  entspritln 
der  linearen  Gongruenz,  welche 
die  geschnittene  Erzeugoivle 
zur  Doppellinie  besitzt. 

Ein  Kreis. 

[Den  beiden  Bflscheln  enispredien 
die  beiden  Kreispunkte. 


Als  cliarakterisüsch  ist  ferner  za  betrachten: 
Das  Geschlecht;)  (d.  b.  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnitte! 
Die  Zahl  der  Doppolerzongouden  p 

und  der  stationären  Erzeugenden  c, 
Die  Zahl  der  singuUren  Linien  «, 
Die   Art  der   Brenucongrupuz").    Die   Brcnncurvo   und 

dcveloppabole  der  letzteren  gicbt 

die  Doppelcurve  .£ 

und  die  Doppeldeveloppabelo  S 


I  der  geg.  Linienfläche. 


cn^i 


Es  möge  die  Linienltäche  die  hei  der  Abbildung  dos  Coraide^^ 
benützte  Eundamenlalgerado  L  nicht  enthalten,  auch  mögo  l 


IS)  Ordnung  and  CImsc  sind  ntrh  c 
Hemm  Falle  gleich. 

13)  Unter  der  Bi'cnncongrucni  vcreleti 
der  GeBDininllicit  der  Büschel  berrQbrcn,  i 
Flachs  gebildet  werden. 


a  bekannten  Sulxe  von  ( 


die    «■  Ocrnden,  « 
sieh  acbDeideadcn  I 


'«•*  DapfUngtltellmlt  lAircA  typertlUpliicht  f\inrlionm. 

diaeten    Linien   der  linoaren    CoDgrnenz   angehOron,  doroa 
nie  L  ist 

in  rerwiuidelt  sich   die   LinienflAche   nteu   Grades  ' 
luerer  Abbildung  in   eine  Corve   nten   Grades,   dis    dea~\ 
eis  ia  n  getrennten  Puokteu  schneidet  ~  die  Fuoda- 
•nde  trifft  ja  n  Er^eugcode  der  Linicnfläuhe. 

AnzabI  der  Doppelpunkte  wird  gleich  p,  die  Anzalit  der  i 
thrpunkte  a. 

ijat  aber  dos  Gesclilecbt  der  Linienfläche,  wenn  die  Ordnvngfl 

VDoppelcurve  ■-  h  ist 
(«-l)(n-2) 
P  — 2 -k  —  Q  —  a 

ir  haben  ja  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnittcnrvo  za  bo-  1 
■)  J 

■  BrenncnrvG  Ater  Ordnung  entspricht  nun  eiuo  Minimallinien- 1 
Ater  Ordnung,  die  den  Kagclkreis  Afach  enthült.    Jede   Et-M 
e  derselben  echnoidet  die  Raumcnrvc  2ma],  entsprechend  dem  ' 
i,  dass  die  Orenncurve  erzengt  wurde  durch  sich  schneidende 
1er  Brenocongruenz.    Von  jedem  Punkt  des  Kagolkreises  lan- 
I  k  Erzengende  der  MiuimallinicuQäche  ans;   die  Raumcurve 
dnnng,   die   der  Linieutl&che   des  Complesraumes   entspricht, 
mach  h  scheinbare  Doppelpunkte.    Es  ist  also  ihr  Gosdilecht 


("-IHn- 


t  sich  also  anch  das  Geschlecht  der   LinienSäche 
3  KanmcDTve  im  Cyklidenraum." 

I  Rang  der  Raumcurvc  erhalten  wir 

r  —  „(„  — i)_2A  -2p- 

ist  dies  anch  die  Ordnung  der  durch  dieselbe  bestuamtesfl 
tpabelen.  Letztere  schneidet  den  Kngelkrois  ausser  in  den  n] 
zählenden  Punkten  in 

2(r-n)  Punkten; 

liegen  also  Uiuimalgerade  anf  der  Devoloppabelen,  soviel  mal 
anderen  Worten  die  Vcrhindangsüuic  2er  benachbarter 
.e  der  Baumcorre  Minimalgerade.  Ein  derartiges  Vorkomm- 
Dttpriclit  aber  ejoer  singuUren  Linie    der    Linienfl&cbo 


'*  ?43  Domfth;  Du  DanttHung  der  Fladun  vitner  On/aung 

des   ComiiloiranmeB,   d.  h.  dem  Falle,  wo   eine  Erzeageode  f« 
ihror  beuaclibartea  goschmttcn  wird.     Wir  crhalteu  dcmnacb 

„Der  Anzahl  der  slngulilrcu  Linien  entspricht  also  die  Zahl  dtfll 
„PnnktP,  in  denen  die  Doveloppabele  der  Raurocurvo  vorn  Eug«llm]il| 
„gctrofTeii  wird  ausser  den  ti  doppelt  zHldcodcu  Punkten,  in  detB 
„die  Raumcurve  den  Kngolkreis  durchsetzt." 

Eine  beliebige  Erzeugende  der  Linienfiache  wird  von  {»-Sj 
ibreBglcichcn  getroffen,  eine  Doppelerzcngondo ,  resp.  stationlre  &■* 
zeugende  vou  («  —  4)  andern  Erzeugenden.  Ea  liegen  also  auf  jeder' 
der  letzteren  {n  -4)  Doppelpunkte,  resp,  Uückkehrpuukle  derDopjwt- 
curve.  Die  AuzabI  der  Doppelpunkte  resp,  Rttckkehrimiiliie 
der  Doppclcurve  ist  demnach 

p(a— 4)  resp.  aUi—i). 
Ebenso  hat  die  Doppeldeveloppabele  ^(n— 4)  Doppelebenen  noi 
ff{n  — 4)  Infi exiona ebenen,  welche  zu  (n  — 4)  durch  die  (p-f-u)  mehr- 
fachen  Erzengendon   hindurchgehen    uud   der   gleichen   Anzabl  nw 
Doppel-  und  Rückkchrp unkten  einzeln  entsprechen. 

DcmgemSisa  erhalten  wir  im  Pnnktraum  auf  der  MluimallinioO' 
fläclo,  deren  Erzeugende  Secauteu  der  Raumcurvc  sind,  ((n— 4 
Doppelerzengendo  und  o{«— 4)  stationäre  Erzongonde.  d» 
jeweils  zu  (« — 4)  durch  einen  Punkt  der  Raumcurve  gehen, 

5  5,     Ahbildung  von  Curven. 

Jetzt  gilt  es  nun  noch,  die  Liuienfläeho,  deren  Erzeugende  dei 
anagezci ebneten  linearen  Complex  angehören,  in  Torbindung  zu  btlE 
gen  mit  der  Ausgaugscurve  auf  der  Kumnier'scbcn  Flache,  ItoE 
welcher  beide  Flächen  einander  berühren, 

Geben  wir  also  aus  von  einer  beliebigen  Cnrve  auf  der  Kmacnel 

scheu  Fläche,  deren  Ordnung  gleich  »  sei. 

Construiren  wir  dann  in  jedem  Punkte  derselben  die  Doppc 
taugente,  welche  dem  ansgezeichncteu  linearen  Complex  angehört,  s 
wird  deren  2ter  Berührungspunkt  im  Allgemeinen  kein  Punkt  i* 
Curve  sein,  wir  werden  also  neben  der  gegebenen  Cnrvo  noch  eüa 
2tc  auf  der  Kummer'scheu  Fläcbo  in  Betracht  zn  ziehen  haben,  li-' 
dieselbe  LinienÜäcbe  liefert,  die  also  auch  dasselbe  Bild  auf  de 
Cyklido  bat, 

Die  LinicuflScho,  welche  von  den  Doppeltangenton  gebildet  «rti 
wäre  als  Schnitt  eines  linearen,  eines  quadratischen  nnd  eines  Cm 


'(  Dopptlktgthchmtl  durch  hyptreltipliieht  Funclionen. 

|)eiM  Dien  Or&des  —  letzterer  ist  durch  die  Curve  nter  Ordnnng 
bcstirorat  —  von  der  Ordnung  4n.  Diese  Zahl  redacirt  sich  aber 
uf  die  Halfic,  da  die  in  Rede  stehende  Curvo  auf  der  BrcunfUeho 
dir  Cooipmcnz  (22)  verl&nCt.  Demaach  ergieht  sich  als  Ordnuug  der 
i  „coiyngirten*"  Curvo  3n,  Die  Singulari taten  der  ersten  Curve 
n  mf  der  Sien  ihr  dualistisches  GegeuEtdck.  Dieser  Dualismus 
dur  keiner  im  gewöhulichen  Sinne  des  Wortes.  Construirea  wir 
.  in  allen  Puuktcn  der  ersten  Curvo  die  Ebeuen,  die  ihncu 
i  des  ausgezeichneten  linearen  Complexcs  entsprochen,  so  be- 
rühren dieselhen  die  Kummer'scbo  Fläche  in  Punkten,  dereu  Gesammt* 
kil  die  2te  zur  ersten  dualistisch  gehüreude  Curve  bildet. 

Der  Ordnung  n   dtr  Ansgangscurve   entspricht   die  Anzahl   von 
Twigentialobeneu ,  die    man    von  einem    beliebigen  Punkt   so  an   die 
'gebe  Fläche  legen  kann,  dass   sie  in  oinem  Punkt  der  2 ton 
dagegen  entspricht  der  Au/abl  von  Tangential ebeneD, 
von  einem  beliebigen  Punkt  so  an  die  Kunimor'scho  Fläche 
kann,  dass  sie  in  einem  Punkt  der  Ansgangscurve  berühreo^*), 
Ordnung  der  2ten  „conjugirteu"  Curvo, 

In  speciellen  Fällen  kann  die  2tc  coujugirte  Curve  mit  der  ur- 
ipHogUchon  zusammenfalten.  Dies  geschiebt  z.  D.  bei  den  Haupt- 
tingentencarveu  i  in  diesem  Falle  ist  die  Curvo  zu  sich  selbst  dna- 
ÜBtisch  und  zwar  bei  den  Haupttaugculencurvcn  im  landläuHgon  Sinne 
du  Wortes,  da  die  Tangential  ebenen  an  die  Kummor'sche  FiOche  in 
Pnnklen  einer  Haup lange ntencurve  Oseulationscbenen  au  letztere  sind; 
das  stimmt  mit  dem  Umstand,  dass  Ordnuug  und  Classo  der  Hanpt- 
tueentencurve  gleich  sind.  Die  Linieufläcbo  der  Doppeltangentea 
Uun  in  letzterem  Falle  als  Schnitt  ciues  linearen  uud  2er  quodra- 
Üscbcr  Comploio  angeschen  worden,  ist  also  von  der  ßtcn  Ordnung 
Elr  die  Haupttangenteucurvun  IGtor  Ordnung;  für  die  H au pi laugen tcn- 
8ter  Ordnung  wird  sie  von  der  4  loa  Ordnung  (als  Schuitt 
2er  linearer  und  eines  quadratischen  Complexcs). 

Ist  demnach  die  Ordnuug  der  auf  der  Kummer'scben  Fläche  ge- 
Sebeaon  Curve  n,  so  ist  im  AUgomeiuon  der  Grad  der  Linionflacho  'in. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

„Einer  Curve  «ter  Ordnung  auf  der  Kuramer'Bchcn  Flilche  ent- 
»^IWicht  im  Allgemeinen  eine  Curve  2nter  Ordnung  auf  der  Cyklido." 


1*)  DkM   Anwbl   erhllt   man, 

■•*     <Ier    emen    Poloie    dte    FUcho    i 

Bciug   auf  den    ungonomioencn  Tanl« 

■■«^ht;   in  uaierm  Fdle    cth&lt  mm  ■ 

Sn,  eioB  Zahl,  die   wir  icbon   oben  Ar 

*•   Otdoung  dor  Iien  Cur«  fanden. 
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Tritt  dagegen  der  Fall  ein,  wo   säinmtlicbc   2teii   BerQhrgnpK 
pnnkto  der  Doppcltangentea  wiederura  Punkte   der  Cufto  sind, 

conjugirtc  Cnrvc  also  mit   der  nrgprQuglicheu  zasommeafUlIt .  lo  iit 

die  Ordnung,  rcsp.  der  Grad  der  LiuieDfl&ehö  nur  2  ■  ebisnso  ist  dm 
die  Ordnung  der  Curve  auf  der  Cyklidc  5  So  ist  es,  wie  gesagt, 
bei  den  UaupttangCDtcncorven ;  ibueo  entsprechen  die  ErUmmiof^ 
linien  8ler  resp.  4ter  Ordnung  der  Cyklide. 

Die  Doppelpunkte  der  gegebenen  CurTO auf  der  Kununer'KW 

Fl&che  ergeben  Doppelerzccgende  der  Linieuflüchc,  die  vondai 
Doppel tangüDten  gebildet  wird.    Es  ergiebt  sicli  demnach  der  Sali: 

„Den  Doppelpunkten  der  Curvo  auf  der  Kumraer'schen  Dich 
„entsprecben  wiederum  Doppelpunkte  der  Curve  auf  der  Cyklide." 

Hat  dagegen  die  Curve  auf  der  Kummer'scben  Fläche  eine  Spil»i 
ao  liegen  3  aufeinanderfolgende  Erzeugende  der  Linienfläche  in  dffl' 
selben  Ebene;  es  liegen  also  3  au  fein  ander  folgende  Punkte  der  Curn 
im  Cyklidenrauni  auf  derselben  MtnimaJgeraden;  wir  erhalten  äms 
Tange  Uten  inlleiionspunkt.  Uat  umgekehrt  die  Curve  auf  der  Eumnici- 
sehen  Flache  einen  Tango n teninfl ex iunsp unkt,  dann  ist  die  Tangen« 
in  diesem  Paukt  Uaupttangente  an  die  Eummcr'Eche  Fläche.  Vn 
entspricht  eine  Hauptkugcl,  welche  die  Cyklide  in  dem  entsprecht«- 
den  Punkte  osculirt;  eine  solche  schneidet  aber  in  einer  Gurre  vH 
Spitze  in  diesem  Punkte-,  infolgedessen  bekommt  die  Corvo  im  CT* 
klidenraum  eine  Spitze.    Wir  sehen  also: 

„Den  Spitzen  und  Tangeutenintlexionspunkten  der  Curve  an(  der 
„Kummer'achen  Flüche  entsprechen  resp.  Tangen teninflciioDsponktt 
„und  Spitzen  der  entBprech enden  Gur^'e  im  CykUdenranm,  Die» 
,4etzteren  Tangen tcninflciionspunkto  sind  notwendig  imaginär." 

Da  das  Geschlecht  der  Curve  auf  der  Gyküde  überdies  noch  vDB 
der  Ordnung  der  Doppelcurvo  h  der  Linienfläcbe  abhängt,  und  k  VOB 
den  SiügularitiUen  der  Curve   auf  der  Kumnierscheu  Fläche,  welch*   , 
deren  Geschlecht  bestimmen,  unabhängig  ist,  ao  sehen  wir,  dass  si>^  < 
Ton  dom  Geschtecht  der  Curve  auf  der  Kummer'scben  Fläche  noc^ 
nicht  auf  das  der  Curve  auf  der  Cyklide  schliessen  kann,  sondc** 
erst   die   LinicnHäche   gebildet   von    den  Doppel tangenten  conitruir^ 
muss.    Dann  aber  erhält  man,  wie  wir  sahen,  vollständigen  Aufschlt»^ 
Ober  alle  in  Frage  kommenden  Singularitäten. 

Wir  wollen  noch  ergänzend  erwähnen:  Gebt  die  Cur^e  auf  d.^ 
Kummer'scben  Fläche  durch  einen  Knotenpunkt  hindurch,  so  komr^ 
m   der  Linienäächc  nten   Grades   der   Doppeltangenten    noch   ei^^ 
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le  eraten  Gradoa,  ein  GersUenbUschol '^),  binzni  iafolgcdesscn 
altes  wir  als  Biltl  auT  der  Cyklido  die  Curvo  2nter  Ordnung  in 
rlntiiiaDg  mit  oiccr  auf  der  ('yklidc  liegendou  Minimalgeraden. 


Kummer'sDhe  Fliehe  und  Cyklide  unter  BerQokaichtigung  der  (y. 

Auf  dreierlei  Weisen  wnrdc,  wie  schon  in  Aar  Einleitung  or- 
int,  die  Kummer'sche  Flfiche  durch  hypcrellip tische  #  Functionen 
n  Geschlecht  2)  dargestellt.    Wir  haben  sachlich  geordnet: 

1)  Dio  liniengeometrischo  Darstellung  Rohns. 

3)  Die  Borcbardt'sche  Darstellung,  hernbond  auf  einer 

Göpel'schcn  bi quadratischen  Relation. 
3)  Die  Weber'scha  Darstellung. 

In  dieser  Aufeinanderfolge  ist  uns  zugleich  das  Einteil ungsprinniii 
{eben,  dem  nir  folgen  werden. 

I  1.     DU  liniengeomtariichc  Darstelluag  der  Kummer  nehen  FUiehe 
anil  rtie  hieraiif  baiircnde   UciierlrayungiiceUe. 

Wir  irisBou,  dass  wir  die  Punkte  der  Kummer' sehen  Fläche  bo- 
lUmmen  können  durch  die  hindurchlaufendon  HauiittaDgeotcncurvon, 
m  wir  das  System  der  letzteren  zum  krummlinigen  Coordinateu- 
910  wählen;  wir  wissen  aber  auch'*),  dass  durch  dio  Paramcter- 
6  Ser  Haupttangenleucurv'cn 

Punkt  der  KQmmcr'schcn  Flilcho  nicht  eindeutig  bestimmt  ist. 
lern  doas  wir  die  Wahl  unter  32  Punkten  haben,  lim  diesem 
felsUnde  abzuhelfen,  cbaraktcriairon  wir  den  Punkt  der  Kümmer- 
ten Flache  nicht  durch  dio  2  Parameter  i,  und  X,  der  beiden  durch 
hindurch  gehenden  Haupttangcntcucurvon  selbst,  souderu  durch 
integrale  erster  Gattung  vom  Geschlecht  2: 

1) 
.  k„A  i,j,A        i„>i  ij,,i 

S'+"i"  i  'V+"»"=y^''«i  +J  ''"1  \J*'''H-\-f'lH 


i  der  DnppellnDgentinlebcncn,  i 


itIi  <l«irKmimpiinkt  fi^^'^ 
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\a  denen  l,  cnd  ^|  ala  obero  Grenzen  auftreten,  während  die  Wat 
der  unteren  GrciueD  a  und  ß  nocb  in  nnserer  Hand  Bteht,  und  j 
den  Wert  hat: 


2)  ^-  y(i-c,)<i-«,)a-c,)(i-0{i-<'6)(i-*i) 

wo  c,Cä...Cfl  die  Parameter   der  6  HanpltaDgenlencarvcn   8ter  Ott- 


I  Mnlttplom    von  Pcdodan,  N 


nuDg  bcdenten.'O 

Bezeichnen    wir   nun  mit  IJ 

lassen  wir  von  den  Ausdrucken 

3)  ±u'±«"+n 

diejenigen  denselben  Punkt  der  Kummcr'schon  FlQcbo  bcdcnUn,  weleit 

sich  durch  eine  gerade   Anzahl   von  Vorzeichen   nod    durch  gonde 

Hultipla  von  Perioden  unterscheiden,  während  sSmnitlichc  Aasdrfldit 

zaBammeDgenommen  die  32  zusammengehörigen  Punkte  liofan. 

Unsere  Gruppe  von  32  Funkten  sondert  sich,  wie  wir  trinflk 
in  2  Untergruppen  von  je  Iß  Puukten.  Diese  16  Punkte  einer  ünW- 
gruppo  unterscheiden  wir  durch  die  16  verscliiedeueu  Periodea  voB 
einander,  die  bei  Integralen  erster  Gattung  vom  Geschlecht  ^  m^elid 
siud.    Ist  der  Ausgangspunkt  dargestellt  durch 

«1  I  "»  =  «l'+Xl"  I  ^'+^' 
so  erhält  man  die  15  zugehörigen  Punkte  der  Untorgra])pe  also  dan; 
Zufügen  von  den  15  von  0  |  0  verschiedenen  Perioden: 

«hl  I  «H  I  "'■  1 0 

«11  +  «' I  fh»  %i  +  '"l  oii+'ri 

aij+nt  I  a„  o,,  I  a,j-f  »i 

"ii  +  Ou  I  "ii  +  aw-t-«' 

«ii  +  oji  I  "ii-i-^n 

Oj,  I  a„ 

Ol«.' 
wenn  die  Perioden  gegeben  sind  durch  das  Schema: 


n)  E»  «oi  ffir  iliit  Folgende  bemerkt,  dnis  wir  uns  hinsichiliuh  derT** 
dur  hj'petcUipÜJchon  Iiileeral"  und  Fanrlioncn  ud  Herrn  Prj-m  „Nene  T*" 
der  nllmellipIiBehCD  Func^tiancn",  Denkschriften   der  Wiener  Akademie,  ^^ 

i  Herrn  Kraicr:    „Theorie  der  Sfach  anendliclien  SUeihcn",  Leip^g 
BnichliesicQ  «erden. 


I    «i      «h      ^1       h 
thtf        a^■^     n,,     Tzi      0 


2  die  ctaarakteriatischc 


iemann'schc  2bl3ttrigo  Fläche  für  p  - 
nchaeidnng  zeigt  (s,  Fig.  5.) 

Die  Punkte  der  andern  Untergruppe  unterscheiden  aich  von  den 
Uprochcnden  Punkten  der  uratca  durch  das  Vorzeichen  von  u", 
lei  u'  was  dasselbe  besagen  will  bei  uusoror  Foatsetznng  anf  p,  246. 

Durch  ttosom  liuoarcn  Complcx  7„  ;=  0  werden  nun  solche  Punkte 
uder  ingeorduet    Gehen  wir  von  dem  Paukt 

I  ud  Dehmon  diejenige  Ebene ,  welche  ibni  durch  den  Complex 
—  0  ontsprichl.,  so  ist  deren  BerUhrungspnukt  luit  der  Eummor- 
»D  PlSchn  der  dualistisch  zum  ersten  gehörige  Pnnkt,  dem  die 
iumente  Kokommon 

%'— »i"  I  %'— "i"- 

Beide  Punkte  liefern  nun  gomciusam  denselben  Pnnkt  der  Cy- 
lido,  dem  also  2  Argumenten  werte  mod,  doppelter  Perioden  zukom- 
Aus  ihm  erhallen  wir  15  weitere  durch  Zufügen  der  15  von 
I  <J  verschiedenen  Periodonmultipla. 

Wir  erhallen  demnach  den  SaU: 

nJc  2  Punkte  der  Eummer'schen  Fläche,  deren  Argumente  sich 
'maltan  in  die  Form  setzen  lassen 

"i'+»i"  I  »»'+"*"    nnd    "i'— u,"  I  w,'— ug". 
Bforn  denselben  Punkt  der  Cyklido." 

^Ebenso   lässt  eine   simultane   Umkehr    beider  Vorzeichen  den 
»kt  der  Cyklide  nngeänderl," 

„Vermehren  wir  diese  Argumente  um  die  15  möglichen  vou  U 
f fBchiedenen  Perioden  (mod.  2  genommen),  so  erhält  man  auf  der 
yhlide  ans  einem  vorgegebenen  Punkte  die  15,  welche  durch  Spie- 
lelvne  an  den  Fnndameutalkngeln  ans  ihm  hervorgehen,  gerade  so, 
1  man  anf  der  Kummer'schon  Fläche  ans  dem  entsprechenden 
Puiiktcpaare  15  weitere  erhält,  die  durch  Spiegelung  fcp  dar 
:  0  T*  ■=  0  aus  ihm  hervorgehen. 


(cAi   DU  DariUlluag  dtr  Fläc/ien 


Cnrv 


engystemo. 
Jetzt  nehmen  wir  unsere  Argnmenta 

fm  den  Argamenten  vod  ^Fnnctiaiieo  Tom  Gesclilechl 
ntnächst,  was  bedeutet«  das  NullsetzoD 

a.    Der  6  nngeradea  Ö  Functionen  ? 

Die  6  uDgcrBden  -^Functionen,  gleich  Null  gesetzt,  liefern  n 
tjich  auf  der  Kummer'scbeu  Flüche  die  6  Uaupttangenteucurvon  ila 
BOrdnung,  da  wir  die  Parameter  denelbeu  ea  Veraweiguogspa 
Kgenommen  haben. 


igentenmni 


Dcmeutsprechond  erhalten  wir  auf  der  Cyklido  6  ttxagm 
E Erümmangslinicn.    Wir   wisBon  schon,  dass  die  Uaapttangentenc 
I  il  ^  <^e  ubcrgefubrt  wird  in  die  singulare  KrQinmangBlinie  Ster  OtM 
I  Eung,  in  welcher  die  Cyklide  von  der  benachbarten  geacbnitten  wird"^ 

■  Beide  Curven  sind  derartig  auf  einander  bezogen,  dass  den  Tangentn 

■  der  einen  die  Punkte  der  andern,  den  Punkten  der  einen  die  TW- 
I  gcuten  der  andern  entsprochen ;  sie  sind  reciproku  Carren  im  Sina' 
'  des  Herrn  Lic"*)    Die  Spitzen  der  einen  verwandeln  sich,  wie  vi 

wissen,  in  die  stationären  Tangenten  der  anderen  Corvo  and  onge 
kehrt.  Da  nnu  die  6  ausgezeichneten  Haupttangentencarveo  Sla 
Ordnung  auf  der  Eumraer'schen  Fläcbe  40  stationäre  Tangenten  m* 

■  .keine  Spitzen  haben,  so  bat  die  singulare  KrUmmungslinie ,  1US 
I  welcher  die  dcveioppabele  Focalo  der  Cyklido  berührt,  keine  etiüo 
rnäreu  Tangenten,  aber  4Ü  Spitzen.  (Die  40  Oscnlationskugeln  & 
[.  diesen  Punkten  sind  Hyperosculationskngeln  und  ecbneiden  di«  CykU^ 
]  längs  2er  Geraden  und  eines  Kreises,  der  durch  den  Scknttt  A* 
I  beiden  Geraden  geht,  die  -10  Punkte  siud  die  40  NabelpDOkta  d' 
I  Cyklide«"). 

Die  übrigen   5  ausgezeichneten  Haupttangeut<^ncorTQn    erbalt 
I  wir  für  A  =-  ci,  i  •=  1,  2,  3.  i,  5.    Ihnen  enteprechen  auf  der  C 
3  5  ausgezeichneten  KrllnimangslinieB   4ter  Ordb 
[die  5  Focalcnrven,  die  ausgeschnitten  werden  tod  dea&Pj 
mtalkugeln. 
In   diesem  Falle  gehurt  die  LiDienfläche,  deren  Erzeuge:^ 
I  ängB  der  betreifenden  ausgezeicbueton  Ilaupttangentencurre  cod 


18)  Siehe  p-  6S. 

19)  Ue,   a.  B.   0.,  p.    164. 

SO)  Darboux,  k.  b.  O.,  p.  309. 


■MI  DoppitktgtUehnill  durch  hj/pertltipli^eh*    f'unclioiitn. 

1M)  Doppcltangpnten  sd  die  EQmmer'scbe  Fläctie,  dem  Complox  r^-'O 
ngehOrond,  siiid,  einer  linearen  Cüngrucnz  an;  infolgedessen 
fegt  lue  entsprechende  Curvc  im  Cyklidenraume  in  der  Tat  auf  einer 
Xagel,  und  zwar  einer  der  5  Fondamcntalkugeln. 

Die  Linienfläche  ist  vom  4lenGrade  und  hat  das  Geschlecht 
I,  cntbtLlt  jede  der  Directrieeii  der  Congrnenz  doppelt  nnd  bat 
Siingoläre  Linion,  4  davon  haben  ihren  ziigcltörigea  eiognlären 
PlDkt  in  einer  der  Dircktrieon,  w&hrend  ihre  Ebenou  durch  die 
lodere  gehen ;  bei  don  i  übrigen  findet  das  Umgekehrte  statt, 

Infolgedessen  hat  die  Curve  auf  der  Cyklide  von  der  4tea 
OnJDiing  ebenfalls  das  Geschlecht  I,  nnd  es  tritt  acbtmal  der 
^tl  ein,  dass  eine  Tangente  der  Corvo  MinimaJgcrade  ist; 
diege  Tangenten  sind  Erzeugende  der  betreffenden  Fundamontal- 
kagel,  4  Erzengonde  der  einen,  4  Erzeugende  der  andern  Art. 

b.     Die  10  geraden  ©Functionen. 

Wir  wissen,  dass  auf  der  Knmmer'schcn  Fläche  den  10  gleich 
'ull  geseUten  geraden  &Fuuctionen  mit  den  in  Rpde  stehenden 
A-rgameoU'n  die  Scfanittlinlcu  mit  den  10  FnndameutnlHachcn  :Jter 
Ordnong  entsprechoD,  also  Carven  achter  Ordnung"). 

Dementsprechend  erhalten  wir  auf  der  Cyklide  Cnrvcu  IGter 
Ordnung,  welche  den  Berührungs schnitt  bilden  mit  Minimalflächen 
1 6  Icr  Ordnung,  weiche  den  Kugelkreis  H  fach  enthalten  und  einen  der 
Pomiaraculal kreise  als  Leitlinie  (4fach  zählend)  besitzen.  Man  gelangt 
w  einer  dieser  MintmaUiniendäcben,  wenn  man  die  Punkte  der 
Cwrvit  der  Eummer'scben  Fläche  abbildet.  Natürlich  erhält  man  die- 
**tW  Curie  auf  der  Cyklide,  wenn  man  die  Linientläche  IGlen  Grades 
'Wistrnirl,  welche  von  den  Doppel  tan  gcnteu  gebildet  wird,  und  dieso 
^•aa  der  Abbildung  unterwirft. 

Wir  fassen  das  Resultat  in  den  Satz  zusammen: 

,4)co  10  geraden  ©Functionen,  gleich  Null  gesetzt,  cntsprochoD 
.10  Cnrvcn  16ter  Ordnung  auf  der  Cyklide.  Dieselben  können  auf- 
9<ibs8t  werden  als  der  Berührungsacbnitt  mit  lOMinimallinienSächen 
16ter  Ordnuug,  die  den  Kugelkreis  achtfach  enthalten  und  je  einen 
»der  Fandamontalkreise  als  Leitlinie  (4  fach  zählend)  besitzen." 


S')  Um  rerglaichc  Itohn:  Bctrachtangen  über  die  Kummci'sriio  FlBclic  nnd  . 
""^   ZaunuDcnhang    mit   den    hjpcrell.  Funct.  />  =:  2,   Diu-,   i 
''*™«  ArUit  dcuclbea   Vertuiers  im   \i.  B.  der  Math.  Ann. 


nh:  I)it  VariltUui'j  der  FtSchtn  vicrltr   Ordit 

c.    Die  Cnr^enschaar  0(«  —  e)  =  0 

(c]  I  e«  ^  einfachen  Integralen.) 

0{h  — f)  =  0  Btellt  anf  der  Kuramer'Bchen  FIficho  die 
der  Haupttangentencurven  Ifitcr  Ordnung  mit  16  SptUen 
Blaüonären  Tangenten  dar. 

Oio  Hanpttangencurven  verwandeln  sich  nach  den 
in  die  KrilmmungBUnieu  6tcr  Ordnung  auf  der  CyklJde,  die 
fitationäro  Tangenten,  die  ungleich  Miuimallinien  eind,  nnd  9 
liaben  müssen.  Dass  damit  die  Zahl  der  staüonaren  Tangent 
Imnpt  nicht  ersciiöpft  ist,  gelte  daraus  hervor,  dass  sich  : 
stationäre  Tangeutu  oiustcllt,  —  welche  in  diesem  Falle  i 
kanu,  —  wenn  3  au  fein  and  erfolgende  Erzeugende  der  Doppella 
Hücho  einer  Erzeugung  tauer  Fläche  2tcn  Grades  angetidreqi 
die  Fuiulamentaigcradu  des  Complexraumes  chenfalls  als  J 
derselben  Art  enthält 

„Die  Gleichungen  ö(u  ~«)  -=  0,  wo  n,  )  cj  einfachen  I| 
„congraont  sind,  stellen  bei  veränderlicher  obrer  Grenze  t 
„fachen  Integrale  die  Svbaar  der  KrUmmungslinieu  auf  der  Cyl 

tl.    Die  Carvenscbaar  9{v  —  e)  =  0  bei  beliebigem  e^ 

Wenn  für  einen  Punkt  der  Kunimerschen  Fläche  &{» 
ist,  so  muss  fttr  denselben  Funkt  auch 


sein;  deun  ebenso  wie  der  betreffende  Punkt  darch  «i'+w,"  | 
charakterisirt  ist,  können  wir  ihn   auch  bestimmen  durch 
mente  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 

-«,'—«/'  I  —  u,'— u,". 

Ist  also  9(u  —  c)  =  Ü,  so  mnss  auch 

Ö(u  — «).*(«+«)  =  0  sein. 

Nun  ist  ahcr  nach  dem  Additionstheorom  der  ^^Fai 


die  Summe  0  ergeben. 


ingorade  d Functionen  sind,  deren  Charakl 


E  der  Sfiidi  unendlichen  ö  Reihen 


mit  Doppt'hrgttichiiill  dufilt  ht,ptrtUiptiidii  Functionen. 

Der  Ictztero  Ausdruck,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  aber  auf  der 
Kmamer'scben  Flache  eine  Curvcuschaar  IGter  Ordnniig  dar,  wie  sich   , 
M  der  tTobcrlegung  ergiebt,  was  die  ^Quadrate  za  bedeuten  haben. 
(Mm  vcrgl.  übrigens  die  Scminarvortrüge  des  Herrn  Klein  im  W./S.  Ö3  j 
«üel»r  die  Knmmer'sche  Fläche".) 


„Wir  erbalU'U  also  auch  auf  der  Cyldide  E 
flCiineD  16ter  Orduung,  die  den  Kugclkrels  in  1 


le  Qc'  Schaar  von  j 
gctrenuton  Pank- 


S  2.     Dit  liorchardt'tehe  Darilelluag  der   Kumnu^'nchen  Fliieke 
unil  die  hierax^  »ieh  Qranilendc   Uoliertragungiiireüe. 

I.    Allgemeine  Bemorkuttgen. 

Die   Üorchardt'flcbe   DarstoUnngswoiBo  orgiobt   sich  aus  der  im 
Torigen  Paragraphen  erörterien  durch  Anwendung  einer  quadratischen 
1^aaafurm;itioD,  su  dass  die  trausformirten  dFunctiünen  —  wir  wollen 
sie  mit  einem  Acccnt  bezoichueu,  —  nur  noeh  dio  halben  Argnmento 
haben  uud  nur  4  für  die  Transformation  charakteristischeu  Perioden  j 
■rngGAndert  gcblicbcu  sind.    Es  gehört  infolgedessen   zn  einer  jeden 
Closse  von  quadratischen  Traosformationen  —  deren  wir  15  haben  —  ] 
^s  charakteristisch  eine  Gruppe  you   4  ^Fnuctionen,  dio  c 
^ierorsystom  erster  Art,  eine  Göpel'scho  Vier"J   hilduu.    Solcbu 
^Panctioijen  sind  durch  eine  Göpel'scho  hiquadratiache  Be-  J 
'  A  t  i  0  D  ")  mit  eiiiauder  verbunden,  deren  wir  also  auch  15  wesentlich  I 
Verschiedene  haben. 

Eine  solche  Gopel'sche  Relation  stellt  dud  die  Gleichung  der 
Koninier'schen  Fläche,  bezogen  an f  eines  der  16  Fundamentaltetraeder 
dar  {siehe  Teil  II.,  Cap.  1.,  §  I.  p.  227.)  Die  Ö  Functionen,  welche 
<l>e  Relation  bilden,  geben,  ohne  Rücksicht  auf  die  Kummer'sche 
'"lache  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichungen  der  4  Ebenen, 
*elcbe  das  FuudamcatalUitraeder  bilden.  Mit  ihren  Vomeichen- 
**»dwüngeu  und  Vertauschnngen  bodcoten  sie  dio  homogenen  Puaktc- 
ordinaten  von  16  zusammengehörigen  Punkten  der  Kummor'schen 
'lÄcbo  bezogen  auf  eins  der  15  Fundamontaltotraedor"^).  Die  Gruppe 
aolcher  16  Punkte  zerlegt  sich  wiederum  in  4  Untergruppen;  dio  4 
""i^ktc  einer  Untergruppe  unterscheidea  sich  iu  den  Coordinaten 
™*''^  2  Vorzeichen  Wechsel,  dagegen  gelaugt  man   von   einer  Unter- 


33)   lieb 


Kruer.  a,   a    O.  ii.  90,  i 


*4)  Göpel:  Theorlae   WiiMcendentiqni    Abeli»niirn 
^*tio  leri»,  Cr.  Jouro  ,  BJ.  SB,  p.   392,  Formel  30. 
U)  Boha,  Bd.   IS  der  Anoslen  [>.   344. 


252  ßom.ch:  D!e  DitT.UUuog  A--  Flädua  vUrt, 

grugipo  znr  andern,  indem  man  die  Coordinaten  in  2  Paare  Uäll  j 
diu  Elemente  jedes  Paares  mit  einander  vertauscht" 

Als  Beispiel  einer  solchen  Gilperschon  Relation   fQhreo  wirJ 
von  H.  Borchardt  "J  za  Grande  gelegte  Gleichung  an: 

V*-Ko'M-&.3"-H'i«'H-2(5)(0)(23)(14)x 

K5)»(0)'-(23)»tU)»i  |(6)»(23)'-(ü)»(U)'|  |(6)»(U)»-{0)  »{23)'l 

(5)*+(0)'-(23)')-<U)'      ,      ,,  , 

(5)'(0)'— (23)'(U)»     '"^   *'"    ~*^"   *'*   ' 
(6)*+f23)*^(Q)*-(H)'. 


(5)«t23)»-(0)*(U): 
_  (5)*+(H)*-(Q)*-(23)' 


iV^-V*— ^o'**it'^ 


i*&'*^l4 


~*<i'*ffw"!-o")- 


(Hierin  Giud  die  Vorzeichen  noch  nicht  vollständig  beBtimmt;  t 
Herrn  Krazer  findet  man  dagegen,  a.  a.  0.  p.  65.,  Formel  III ,  äl*« 
Gleichniip,  die   Bänmitlicho  Göpel'sche  Relationeo  mit  Angabe  ulle^ 

Vorzeichen  nmfasst.) 

Die  Constanten  (5),  (0),  (23),  (14)  liefern  die  homogenen  Coor- 
dinaten  der  16  Kuotcupunkte  der  Kummer'schen  FIftcho. 

Im  Ganzen  hahen  wir^  wie  schon  gesagt,   15  derartige  Dar«****"     | 
hingen,    eiitsprecheud    den    15    Göpel'aehen   Relationen   und  den     *       i 
Classcn   von   quadratischen   Transformationen.    Der  Umstand,    '^^ 
jede  Clossü  noch  eine  Gruppe  von  24  Transformationen  enthält,  fin^^ 
darin  seine  Begründung,  dass  nach  Answahl  des  Tetraeders  die  Eci^'^ 
desselben  noch  24  Permutationen  gestatten. 

Wie  nun  eine  solche  hiquadratischo  Göpel'sche  Relation  die  Ku--^^, 
mcr'scho  Fläche  darstellt,   so  wird  dieselbe  nach  Ausfühning   ^^-  ^ 
BerühruDgstransformation  auch  die  Cyklidc  darslellen   nnd  zwar  |^^^ 
zogen  auf  eins  der  15  ranmlichon  Vierseite,  welche  den  15  Fnni^^*' 
niontalteiraedem  entsprechen  (cf.  p.  233.) 

Jedes  der  4  9\  welche  die  Göpel'sche  Relation  bilden,  f 
gleich  Null  gesetzt,  stellt  die  betreffende  Minimalgerade  dar, 


SS)  Bohn,  n.  b.  O.  p.  387. 

27)  BorcbariJt,  Crelle's  JanniRl  Bd.  83,  [>.  13S.     Di«  BeieJcbnung  lier 
nucli  Wciarstrasa. 

38)  Hierbei    sind   die    Ärgnmento  der   ö'  wcggcUssen 
Werls  »bkönend   die  bloiflcn  CharnkMriiliken  getMzi. 


iir  n^^£ 
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i  Bestandteil  Aea  r&Dinlichen  Vierseita  ist  ^).  Die  4  ^'Functionen 
elleo  mit  deu  Vorzeichenwechseln  nnd  Vertauschungen,  wie  sie  sich 
|*if  p.  252.  für  die  Gruppe  der  16  Punkte  der  Kummer'schen  Fläche 
(Bgibeu,  die  C'oordinaten  Piner  Gruppe  von  16  die  Cylilido  in  jo 
■Wtem  Paukte  berllbrenden  Minimalgeradcn  dar,  die  sich  ebenso  wie 
'Jie  Gruppen  der  16  Punkte  der  Knmmer'flchen  Fläche  in  4  Unter- 
gnippcü  sondert.  Die  4  iu  der  Gleichung  auftretenden  Conatanten 
KSütunien  mit  ihren  Vorzeichencombiuatiooon  die  16  Minimalgoraden, 
Be  ftuf  der  Cyklidc  liegen ;  denn  diese  eotsprecbon  den  16  Knoton- 
vukteD,  resp.  den  singulilrou  Ebenen. 

Wir  erbalten  demnach  die  Sütze: 

„Eine  der  15  biquadratiachen  GOpel'schen  Relationen,  welche 
twischen  4  #',  die  einem  Viereraystem  Her  Art  angehören,  be- 
gehen, liefert  die  Gleichung  der  Cyklide  in  homogenen  Minimal- 
iniencoordinaten  bezogen  auf  eines  der  ränmJichen  Vierseite,  welche 
ms  Minimallinien  xusammengc setzt  sind,  und  deren  Ecken  von  deu 
dankten  gebildet  werden,  iu  denen  Je  3  der  Fundamentiilkugeln  sich 


Die  Gruppirung  dieser  räumlichen  Vierscite  zeigt  uns  §  1.  des 
Ptt  Capitols  dos  2t«n  Teils,  p.  233. 

„Die  9'  Fanclioneu,  welche  die  Itclatiou  bilden,  liefern  die  Coor- 
ioaten  Ton  je  16  zusammen  gehörigen  Minimalgeradeu ,  welche  die 
yklide  bcrahreu.  Sie  sondern  sich  wieder  iu  4  Uutcrgruppeu  von 
t  4  MiuimalgCToden.  Die  Miui malgeraden  einer  Untergruppe  nnter- 
Bheiden  sich  iu  den  Coordinaten  durch  2  Vorzeichen  Wechsel;  da- 
Bgeu  gelaugt  mau  von  eiuer  Untergruppe  zur  andern,  Indem  man 
lo  Coordinaten  in  2  Paare  teilt  und  die  Elemente  jedea  Paares 
■^^fluider  vertauscht". 


II.    Curvcnsystomo. 
Die  16  einfachen  d' Functionen. 


i^rageu  wir,  was  auf  der  Eummer'Bchen  Fläche  dio  16  einfachen 
'Functionen,  wenn  wir  sie  gleich  Null  setzen,  bedeuten,  so  finden 
■'  ZQiiAchst  eine  Teilung  derselben  in  4  und  12.  Die  ersten  4, 
Üche  das  Viercraystem  erster  Art  bilden,  aus  welchem  die  die  Kum- 
^'^'«be  Fläche  darstellende  Göpel'sche  Relation  besteht,  liefern  natür- 
*  die  Schnitte  mit  den  4  Ebenen  des  Fundaraentaltetraeders ,  also 
*^ene    Curven    4tor  Ordnung  von  allgomeinom  Cha- 

**J  fMp.  die  durch   dieselbe  boslimmle  Congrucni  Ton  Minimalgemden 


>Ömiek:  Die  DartUüuag  der  FläeJun  vitrlti 

raktcr  auf  der  Kummer'scLen  Flache.    Die  12  übrigen  ü 
UdTT  Robti  ^)  zeigt,  die  BcrüiirungsHchnitte  Her  ( 
mit  FlUcben   2tcr  OrdnuDg,  welche   das   btitrcffeut 
muntaltotraedGr  zum  gemciusamco  Polartetraeder J 

Was  zQuachst  die  4  Schnittenrvon  mit  dou  Tetraedere 
betrifft,  so  entsprechen  diesen  vcrmUge  nuscrer  Transforraatiolj 
6ter  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  wie  die  cntsprecbcRdH 
auf  der   Kummer'schcu  FlSche  keine  Doppelpunkte  hab« 
aber  den  Kugelkrcis  in  S  Punkten  schneiden. 

Sie  kann  übrigens  auch  aufgefaast  werden  ata  Bcrübi 
mit  eiuer  JU in imallinieu tische  titer  Ordnung,  die  den  KugelÜ 
fach  enthält.  Diese  MiDimallinieu  Sache  hat  als  Leitlinie  eint 
mallinie  und  enthält  letztere  doppelt  zühloud,  es  ist  dies  die 
fende  Mini  mallinie  des  CoordiuatonvierseiCs. 


Die  12  übrigen  &'  liefern  Curven  4ter  Ordunngfl 
Cyklide,  die  wir  ansehen  können  als  Bcrttlirnngsachnitto  t 
pin'schun  Cyküdeu;  denn  in  solche  verwandeln  sich  vennO 
Transformation  die  12  die  Knmmer'scbe  FIfLcbc  berohrcuden  l 
'2  ter  Ordnung "')  und  zwar  sind  dieselben  auf  dasselbe  Coord 
vierseit  bezogen. 

Wir  fassen  die  erhaltenen  Resultate  wiederum  in  den  | 
sainmeu : 

„Setzen  wir  die  16  einfachen  &'  gleich  Null,  so  erhiJta 
„der  Cyklide  4  Curven  8 ter  und  12  Curven  4 ter  Ordnung.^ 
„stereu   entsprechen   deu   4   ausgezeichueten   &',   die   das   i 

„Vierersystem  bildeu ,  und  können  angesehen  werden  als  die 
„mngssclinittc  mit  Minimallinientiäcben  titer  Ordnung,  die  den 
„kreis  vierfach,  nnd  die  eutsprecheude  Minimallinie  des  Coord 
„vierseils  als  Leitlinie  2  fach  enthalten.  Die  12  übrigen  (Jurvf 
„Ordnung  sind  die  BerUhrungsscLuittc  mit  12  Dupin'schon  C7I1 

b.    Die  Vi'  Gnrvenschaar  ö'(m — e)=:0. 

e,  I  f  j  ^  einfachen  Integralen, 

Nach  Seit«  250  ist  mit  ff'{w— «)  auch  »'(«+«)  ■ 
Q'{u  —  e).&'(ii~\-e)  kann  man  wiederum  in  eine  Snmme  vOf 
draton  zerlegen,  deren  Argumente  die  u^  |  iij  allein  sind. 


30)  Bd.  la,  der  Hub.  Annnlcn  p   346. 
91)  Lie,  Bd.  5.  der  Ännalen,  n.  d.  Ü.  p. 
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l^udnto  wiedernm  lassen   aich  sämmclicb  durch   dio  Quadrate  der  j 
mprtDgliciicu  ein  Vierersystem  erster  An  bildenden  9'  ausdrücken'*). 
Bim  derartige    Gleichung    stellt    demnach    auf  der   Knminer'schon 
Flicbe  den  Schnitt  mit  einer  FtUche  2tor  Ordnung  dar,  also  Cur^'cu 
8tcr  Ordnung.    Wir   erbalten   so   auch  auf  der   Cyklide  eine 
Schaar  von  Curvoa  l6ter  Ordnung. 

c.    Dieao'Carvenscliaar  #'(u  — e)  =  0 
bei  beliebigem  r,  |  e^. 

Wir  erh&lteu  ganz  dasselbe  Resultat,  wie  unter  b.,  nnr  jetzt  i 
*' Schaar  von  Curvon  IGler  Ordnung. 


I  3.     Die  CayUy-  Wtber'tche   DunteUnng  der  Kvmmer'icheH  Fläche 
Unit  ihre  Vebortragwag. 

I.    Die  Gleicbnngsforra. 

W&brend  die  so  eben  in  Betracht  gezogene  Darstolluug  an  die 
Qlcichuugsform  der  Kummer'scben  Fläche  bezogen  auf  eins  der  15 
f'ondamentaltetraeder  anknüpfte,  gründet  sich  dio  jetzt  zu  bcapre- 
fhende  Methode  anf  die  von  H.  Kummer'*)  gegebene  Gleichunga- 
fortn,  welche  voraussetzt,  dass  die  Seiten  des  Coordinateutotraedürs 
I^oppelebeoen ,  und  die  Eekpunkte  Knotenpunkte  der  FüLchc  sind. 
iöf  diese  Gestalt  der  Gleichung  wird  mau  aber  geführt,  wenn  man 
die  4  &'  jener  bi quadratischen  Relation  einer  nochmaligen  quadra- 
tischen Transformation  unterwirft,  so  dass  mau  dio  daraus  hervor- 
^hendon  &"  auch  als  aus  den  ursprünglichen  -ff  (ohne  Accente)  durch 
Zweiteilung  entstanden  ansehen  kann.  Wenn  man  alsdann  die 
aanmehriifen  9" Quadrate  —  wir  bezeichnen  sio  durch  2  Accente,  — 
durch  dio  4  ein  Vierersystom  2ter  Art  bildenden  ausdrSckt, 
und  letztere  ©"Quadrate  den  4  Coordinaten  i,  ij,  £,  u  eines  Punktes 
iw  Flüche  gleichsetzt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Gleichunga- 
ibnn  M) 


>^e6%i'«(<'»^-Hi.*£->o»'«)-y«.»<^»ij{-SMn+''.,'ä-H,4 


aa)  Siehe  Kraier,  a.  n.  O.  p.  5». 

33J  Kummer,  MonaUbe richte  der  Bi!rl.  Akail.   1SG4.  p.  !S!. 
""—     Abb.  der  Bcrl.   Akad.,   1866;    Ueher  Blgebraiathc  Strahle nsyiteioe. 
3i)  Hohn,  Btl.  15.  der  Aanalen,  p.  S4T.     In  raiionalRr  Föns  Giid^ 
I,  O.  p.  41-,  Glcichuii);  4, 


^Ilichaag  bei  H.  Kra 


.ich:  Dit  Damtllung  dtr   FlBehtii  vitrler  O'dimng 

Hierin  sind  die  ^Nnllwerlo  darch  «  mit  augebUngten  Tndei  ifr_j 
zeichnet,  eutsprecheod  der  jedssmaligen  Charakteristik ;  die  I 
UQDg  ist  die  von  V/Dierstraas. 

Die  IG  Doppolcbeneii  der  Enmcier'scheo  FUcbo  vorwandeln  1 

nun  dorth  die  BerahruugstraDsforuuttion  zusammen  mit  dong 
KßOleopuukten  in  die  16  Minimalgijradeii,  die  anf  der  CykUdu  lia( 
Diceellio  SRoktion  alao,  welche  die  Kummer'sclic  FUche  1 
auf  ein  Doppclebeneutotraoder  darBtellt,  stellt  auch  die  Cyküdel 
Eogen  anf  ein  Minimollinienquadrupcl  dar,  die  sammtlicfa  der  CfB 
angehören.  Wie  es  nun  60  Vierersyaleme  2ter  Art**)  glebt,  iüM 
halten  wir  auch  60  Doppolebenontelraedor. 

Den  4  Ebenen  eines  Tetraeders  entsprechen  nun  im  Cyklidenramn 
4  Miaimalgerade  der  Cyklide.  Je  drei  der  Tetraedcrebeneu  Eclineiilei 
sieb  aber  iu  oiuem  Knotenpunkte;  es  entstehen  so  4  Knotenpuukte, 
und  diesen  niüssan  ebenfalls  4  Gerade  der  Cyklide  enteprechea.  & 
können  nun,  wie  eine  einfache  Ueberlejjung  zeigt,  2  Fälle  eintretea: 
die  4  Kuotonpnnkte  liefern  entweder 


Geradenqnadrupel    wie    die     4 


ingo 


1)     dasselbt 
Ebenen,  oder 

2]     ein  Geradenquadrupel,    welches  mit  dem  ersten  cdD« 
SchUfli'sche   Boppelvier    bildet,    and   xwar   erhalten   wir  >>*  , 
Ganzen 

40  Quadrupel  der  erGtcu  Art, 

40  Quadrupel  der  zweiten  Art,  oder  20  Doppdvioren  **),  ] 
Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„Die  Relation  4ten  Grades,  welche  zwischen  den  e'Quadr  _ 
„besteht,   die  einem  Vicrersystem   2ter  Art  anguhörea,   liefert  ' 
„Gleichung  der  Cyklide  bezogen  auf  eins  der  80  Quadrupel,   wel«** 
„aus  den  Geradon  der  Cyklide ,  entsprechend  den  (W  Vierers  ja  tetf»^ 
„2ter  Art,  gebildet  werden  können;  40  von  diesen  Quadrupeln  hat»^. 
„die  besondere  Eigenschaft,   20  Scblttfli'sche  Doppolcnrven    ui  **• 


indem  wir  nochmals  darauf  hinweisen ,  dass  unsere  jetzigen  ^^ . 
gumente  nur  halb  so  gross  als  die  ursprünglichen  sind,  welche    **" 


SS)  KrnMr,  n.  il  O.,  TaboUo  IL,  am  Schlu.s. 

3fl)  Damit  eiuil   aber  die  Uoppclvierrn .   welche    d»   Geraden  der  C 
bitilcn  Icfionen,  erBchOpft,  vergl.  Clebich:  Ueber  FliehtiD  4tei  Onl.  i 
Bd.  69„  p.   IST. 


MÜ  DopptlktgthehniU  dureh  hgptrtttiplürhe  Fuiiclii)n*B.  25? 

ingeomctrisdie  Dorstellang  verniittclteD,  bemerken  wir  uocli,  duss 
i  bomogeiieu  Cooriliiuitou  eiuos  Puiikles  dor  Kunimer'scbeii  Flaclio 
k  jeUt  durch  die  ■»"Quadrate  ausdrückeu .  inJolgodesscii  la  einem 
mkte  die  Argnmcute 

±.  +  n 

nOron,  wo  17  ein  beliebiges,  aucb  uugeradcs  Porjoddimultipluni  be- 
lehne u  kauD. 

Ebenso  bestimmen  jetzt  im  Cyklidenroura 

B  and  dieselbe  die  Cyklido  berthreude  Miuimalgerado,  also  auch 
itltlbar  einen  Punkt  der  Cyklide,  dcnjeuigen,  in  welchem  diß 
bimalgerade  berührt. 

!  „Die  Werte,  welche  die  4  0"Quadrate  annehmon,  die  einem 
Tierersystem  2ter  Art  anzuhören,  liefern  dio  Coordinatenwerte  einer 
ier  Uinimalgernden,  welche  die  Cyklide  biTüliren;  diese  Coordiiialen 
leiben  nngeandert,  wenn  wir  die  Argumente  der  »"Functionen  im 
^crzeicben  ändern  oder  beliebige  Periodenmultipla  zufügen". 


*  TMa     1R 


II.    Curvcusysterae. 
Die  cinrauhon   ^"FunctionGU. 


Sie  16  einfachen  '^''Functionen  ergeben  zuu&chst,  gleich  Null 
etat,  auf  der  Kummer'schen  Fläche  dio  Gteichungeu  der  16  Kcgcl- 
»ilte,  in  welchen  die  16  Doppelobcuen  die  Knmraer'scho  Fläche 
Qhren.  Ihnen  entsprochen  auf  der  Cyklide  natürlich  die  IG  Ge- 
fen.  Insofern  jeder  Kegelschnitt  durch  5  Knotenpunkte  geht,  die 
bt  zu  seiner  Ebene  gehören,  erhalten  wir  bei  der  Construction 
'  Doppoltangenten  ausser  der  l.inionflUchc  Iteu  Grades,  welche 
I  Ebene  des  Kegelschnitts  ausfüllt,  uocb  5  Linien  erst^u  Grades. 
bBvIbeu  entsprechen  dio  5  Geraden  der  Cyklido,  welche  eine  vor- 
bbene  Gerade  derselheu  schneiden, 

I    Wir  erkalten  den  Satz: 

,    ,4)ie  Iß  oiufathen  ©"Quadrate,  gleich  Nnll  gesotnl,  lietorn  die 
(   Uimmalgeradeii,  die  auf  der  Cyklide  existiren". 

b)    Die  Curvenschaaren  9"(u~e)  ■=  0. 
t>    &/*(«  —  ?)  =  0*'),  wo  «,  i  r^  einfachen  Integralen  con- 

r  iler  16  CbanObiriitib) 

■_  u.  skj*.  a.  s«Ui*,  T*u  11. 


Dninich:  Dir   Darilellung  iltr   Fliehen  vitrtrr  Ordining 

grueut  ist,  liefort  auf  der  Krnnraer'schen  Fläclie  eine  Taugea- 
tialobene,  welche  id  einem  der  IG  Kno tonpnukte  an  dieseltK 
gelogt  wirdi  dieselbe  Bctineidet  auf  der  Knmmer'scben  Fläciio  clu 
CuTve  4  ter  OrduuDg  ans,  welche  in  dem  KDoteapuukt  eine  SpitJEU  bit. 


2)    Ist  Fi  I  «i  allgemein,  und  nehmon  wir  < 


1  der  Gestalt 


eine  Taugentialebone  der  Kummcr'achon  FUcbe,  welcle 
'  in  dem  Punkt  ber&lirt,  desacn  Argumente  sich  in  die  Gestalt 
lasaeu  ^"l 


Diese  schnelltet  auf  der  Kummer'scheu  Fläche  also  oino  ( 
4ier  Ordnung  aus,   die  in   dem  betreffenden  Punkt  einen  Doppel- 
punkt besitzt. 

Uie  Cun'en  4  ter  Ordnung,  welche  auf  der  Kununer'Bchen  FlSch«  1 
durch  die  Gleichung  I)  dargestellt  werden,  verwandeln  sieb  in  Carvcs  1 
8  ter  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  eine  der  Minimalgeraden  4oi  y 
Cyküde  zur  statiunAren  Tangente  besitzen ;  sie  bilden  den  BerUbnioS^' 
schnitlmilMiuiuialtinieuflilühenÖ  ter  Ordnung,  welche  den  Kogeikro"  1 
4  fach  enthalten  und  diejenige  Miuimalliuie  als  Leitlinie  (^faclii' 
lead)  besitzen,  welche  die  Cyklide  in  dem  genannten  Tange 
inflexionspunkt  der  Vun»  berührt. 

Wir  erhalten  den  Satz: 

„Dnrch  die  Gleichungen 

Ö."(u  —  e)  ^  0,  wo  Ci  I  Cj  =  einfachen  Integralen, 

„werden  auf  der  Cyklide  16  Curveuaystemo  8ter  Ordnung  dargusteUti 
„welche  je  eine   der  16  Minimalgeraden  der  Cyklide  nur  Wondetu- 
„gento  besitzen  und  angosehon  werden  köunon  als  Berahrunguckült  I 
„mit  Minimallinieullächen  8ter  Ordnung,   die  den  Kugelkrcis  Ifvi  1 
„enthalten  und  die  in  dem  betroffendeu  Wendepunkt  die  Cyklida  bo- 1 
„rtthrende  Minimalgerade  als  Leitliuie  besitzen". 


3B)  Man  verglsiche  Scmiai 
l'dja  Kumoier'icliG  Flache". 


B  Q.  EkiD,  W.  S.   SS1S3.      .MvW   ] 


I   Biiir  Deppiilhtyrhchnill  durch  hrz/HTrllipt 


i 

^^^■■B  scfalieBst  sich  sofort  der  weitere  Satz,  die  Cnrveu  bt^lrcf- 
^^msdurcli  3)  dargestellt  sind: 

■     ,JDurch  (tio  GloicbuDgcu 

9''{u  —  e)  =  0  bei  beliebigem  c,  |  e, 

^wenlca  anf  der  Cyklide  »^  Curvcu  äter  Ordnung  mit  Doppelpitnkt 
.Jargcslelll,  di'3  augcBelien  werden  ktlnncn  als  BcrUbrungsscbaitl  mit 
iMiniraallinienflächen  8tcr  Ordnung,  die  den  Kngelkreis  4 fach  eul- 
Jtalten  und  eine  der  beiden  im  Doppelpunkt  die  Cyklide  berdbrcn- 
nden  Uinimalgeraden  als  Leitliuio  besitzen". 

Schi  usscapitel. 
Beilchungen  /wischen  Kummer'sohen  Flächen  und  Flächen  2ten  Qrade». 

üebertrageu  wir  die  Krgobniase  des  letzten  Capitels  im  ersten 
Tal  auf  den  Raum  des  linearen  Complexes,  so  erhalten  wir  hier  an 
8t«lle  der  doppeltbcrUhrenden  Kreise  an  '2  Flächen  des  confocoleu 
Gfatums  Hyperboloide,  wcluho  ^Erzeugende  derselben  Art  eiithaltcu, 
tue  Doppeltaugenten  der  einen  Euinmer'scboii  Flüche,  uad  2  weitere 
Eneiigeude  derselben  Art,  die  üoppeltangonteu  dar  andern  Kunimer- 
"Jieu  Flache  der  Schaar*-'J  sind,  Ilyperbulgido  berühren  die  Kuin- 
Äfli'scheu  Flüchen  also  in  je  4  Puukten.  Die  Emeugoudeu  der  au- 
Büro  Art  der  Hyperboloide  entsprechen  zu  je  zweien  den  Kugeln  des 
luch  den  Bildkreis  bostimmten   Büschels;  den  beiden  Puuktkugolii 

Büschels  entsprochen  (die)  i  x^  =•  0  angehörigen  Erzeugenden. 

Wählen  wir  3  Kummer'suho  Flächen  der  Sebaar  mit  den  Pam- 
^tem  Ig  i">*^  ^11  willkürlich  heraus  und  überdies  ein  Geradeupaar, 
U  Ig  =  U  angehört  und  coojugirt  in  Bezug  auf  ulueu  andern  der 
Unlameutalcompleie  ist,  so  lassen  sieb  durcli  dieses  Geradenpaar 
Hyperboloide  legen,  welche  die  gewünschte  Eigenschaft  besitzen, 
^t  jeder  der  Kummer'schcn  Flächen  2  Doppel  tauge uten  gemein  zu 
kben  und  auf  jeder  dorselbeu  die  Kummer'sche  Flache  ämal  m 
Srührcn.  Durch  ein  Doppeltaugeuteupaar  x^  =  Ü  auf  einer  der  bei- 
Ennimcr'schGn  Flächen  selbst,  das  coujugirt  ist  in  Bezug  auf 
'DCQ  der  andern  5  Coniplexc,  lassen  sich  noch  2  Hyperboloide  der 
*l»ngten  Art  logen. 

Wir  haben  demnach  auf  einem  solchen  Hyperboloide  '2  Geraden 
'  ersten  Erzeugung.    Die  x,  =  0((  =  1,  2,  3,  4  od.  5)  und  2  Ge- 


Die  KDmmcr'ichcn  Flicbeo  der  Schau  bertthren  ilcii  UtigB  der  niu^. 
inpCUDg.  B.  Onl. 
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rade  dor  2ten  Erzougnng,  die  a-^  —  0  angohören.  Die  übriges  Gendn 
der  letzten  Erzeugang  grappiren  aich  zu  je  zweien  2U  denselbpo  ib 
Doppolelementen  einer  Involution ;  eutsprccliend  der  InvolWioii  il* 
Kngclbüscbela  mit  den  Punktkogela  als  Doppclclemcnteti.  EineKa^ 
des  Büscbcls  wird  zur  Ebene ;  ihr  entsprechen  die  beiden  conjogiiWn  i 
Eneugeuden,  die  die  Fandamental gerade  treffeu.  Bie  FnnibuiieDUl- 
geradc  wird  nocb  von  2  Erzeugenden  der  andern  Art  gesi'LnülsPi 
letztere  entsprechen  den  Kreispuaktcu  des  Ansgangskrcisea. 

Wir  haben  jetzt  im  Raum  des  Complcxcs   a-g  =  0,   iEden  ilf 

noch  einen  der  tibrigen  Fuudamcntalcomplcxo  «,  ^=  0  (i  >=  I,  2, 3, 1 

I   oder  5)  hcransyreifen  *°),  eine  Darstellung  der  Geradcnpaare,  jewrfli 

I  conjugirt  in  Bezug  auf  diesen  2tou  Fundamentalcomplei,  durcliS 

y  'Parameter  X,  fi,  v,  wo 


1,  >v>«„    a^>ti^a 


la  >  i  >  "* 


Einem  Werttrip  el  i,  n,  v  gehören  S  Gcradeniiaarc  au,  vM'f  i 
die  3  Eumroer'scbeu  Fläcben  der  Schaar,  entsprechend  deu  3  Pir»-  I 
uietcrn  k,  fi,  v  als  gemciuschaftlicho  Doppeltaiigentcn  besilMn  (c^' 
p.  235). 

Die  »'  Schaar  von  Hyperboloiden  wird  aladaun  aualytiach  <*■* 
finirt  durch  die  simultanen  DifTcrcntialglcichuiigcn 


A  M 


N 


wo  A,  M,  N  tiio  Werte  3)  p.  21Ü.  besitzen  und  —.•  —■  '- 
lieb  dasselbe  Vorzeichen  Leaitiea.  Um  nur  mit  reellen  ( 
tun  zu  haben,  lassen  wir  wiederum  die  Ungleichungen  beste 


3) 


"  >  «,,     f<o  >  fi  >  a 


io  >   i  >  O». 


Der  Ucbergang  von  einem  Complexgeradenpaar  1,  n,  v 
benachbarten  X-f-'^il,  f^'h'^l^!  v-\-äv  giebt  uns  alsdanu  ( 
in  Redestebendon  Hyperboloide,  wenn  dabei  die  Gleicbunj 
fillU  werden.  Die  4  Hyperboloide  sind  von  einander  ui 
durch  die  Vorzeichen  der  Verhältnisse  der  Warzolftu 
M,  N. 

Betrachten   wir  jetzt    ein   einzelnes  der  4   HyperiKrioi4J 
lassen  dus  Erzeugendeupaar  (Af*v)  —  wir  wollen  es  [U/ya 

*0)  Wir  wollen  ij^O  BHsificIinen. 


mit  Dopptliitgthnhmlt  durrk  tigptreUiplisch«   Fun, 
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I  ganzen   Hj'perboloids  hiolaaren;  es   w^rdon  sich  dann  die 
I  Erzeugen  den  paaren  zugehörigou  Wurzolfanctionen^, 
f  Btotig  ändern  uud  ilire  Vorücicben  nur  mit  rcap.  dl,  d(i,  dv 
tnen   finderu,   d.  h.   in   den  Erzeugendonpaaren   resp.   i  —  04, 
'Kt  C  =  "a!  f  "^  J'o;  "=•"».  *■  =■  «M  JO'J*'  Wurzelfunclion  än- 
IdutAlao  ihr  Vorzeichen  2 mal  auf  joder  HSlftc  des  Hyperboloids"). 

Geht  mau  von  dem   Gcradenpaar    (.LL')  =  (i  fi  v)    bis  zu  dem 

i  (L^Ld')  =  {l.^i>,'a'),    das   Doppel  tan  goaten  paar   an   die 
ir'sche  Fläche  X^  ist,  so  ergeben  die  DiffcrcDtialgloichuugen  1) ; 


t- 


aM  XA 


HM  k.A 

'/       M      +J        A 

/'AT 


I  Als  Relationen  zwischen  den  Coordinaton  (v'ft']  der  Bertlh- 
['"ogsdoppeltangente  (L^L^')  einer  der  4  vom  Geradenpaar 
I  iU.')  an  die  beiden  Flächen  1^  und  y^  gehenden  Doppolbertlhrnngs- 
I  '■rperböloide  und  den  Coordinateu  ifiv  von  {LL'). 

Nun  können  wir  endlich  anch  Schliossnngssätzo  anfstellon  fttr 
I  "Qbildo  —  den  Polygonen  entsprechend  —  die  ans  Teilen  von  Uy- 
L  P^rboloiden  zusammen  gesetzt  sind,  welche  zu  der  betrachteten  oc* 
J  ^<^li«iir  gehören,  Gebilde  also,  die  den  Flächen  i-o  und  n^  amscbrieben 
I  *ii>d ,  und  ansserdem  einer  Flftche  der  Schaar  einbeachriobon  sein 
l"ßeen. 

Man  gelangt  zn  einem  solchen  aus  Hyperboloidteilen  bestehenden 
[uelkilde,  indem  man  von  einem  Doppel  tan  g  entcnp  aa  re ,  conjngirt  in 
iBeang  auf  x-^^  <i  der  Enmmer'scben  Fläche  il  ausgeht  and,  eins  der 
1  >>Ui4jiircti  gebenden  4  Hyperboloide  der  Schaar  beliebig  herausgroi- 
I  '®*i<l,  anf  demselben  von  Erzeugender  zur  Erzengender  fortschreitet, 
[  Bi^  man  wiederum  zn  einem  Erzengendenpaaro  gelangt,  das  der  Fl&cho 


*1)  Du  Hj-rwrboloW  wird  durch  die  2  i 
in  1  Hüften  gcieill. 


in  gehörigen   EreetigendM 
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k  angehört  Jetzt  verlasBcn  wir  das  Ansgangshyperboloid  und  gehen 
auf  dem  in  Bezug  auf  A  conjugirten  Hyperholoid  weiter,  fOr  welches 
A  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat.  Bleiht  diese  Festsetzung 
auch  für  alle  späteren  Schnitte  mit  der  Fläche  iL  bestehen,  so  ist 
dadurch  unsere  Construction  eindeutig  bestimmt,  nachdem  Anfangs- 
crzeugendenpaar  und  Anfangsflächo  gegeben  sind. 

Neben  dem  einen  Polygon  (im  übertragenen  Sinne)  erhalten  wir 
ein  2te8  conjugirtes,  dessen  Kanten  ebenfalls  auf  A  liegen,  aber  das 
vom  ersten  durch  die  Congrnenz  a;«  -»  0  ar^  -»  0  geschieden  ist  Auch 
jetzt  ist  zu  bemerken,  dass  wir  im  allgemeinsten  Falle  nicht  2,  son- 
dern ein  einziges  Polygon  erhalten  würden  mit  der  doppelten  Kan- 
tonzahl,  welches  die  Ck)ngruenz  «4  -»  0,  a^  «—  0  durchsetzt. 

Soll  die  Polygonconstruction  sich  schliessen,  also 
Endkante  mit  Anfangskante  zusammenfallen,  und  das  letzte  Hyper- 
boloid mit  dem  ersten  coigugirt  in  Bezug  auf  A  sein,  so  muss  die 
Bedingung  bestehen: 

Aq  fAo  ^1 

n    .n*-idA      ,     /»fi*-irffA  ,   ,     rv^-^dv 

5)  2e   '  M       ä    r-  r-    ,    s       ä 


V   "^ ^V  '""iÖ^  + V   ~N 

lA  og  012 


.  j 
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f=^  -— 


XI. 

i|*-^  Ueber  einen  Satz  der  Zahlentheorie. 

Von 

Herrn  F.  6ome8-Teixeira, 

FrofesBor  an  der  üniversitAt  Coiiubru. 


In  einer  Note,  pnblicirt  in  den  Comptes  Rondus  de  TAcademie 
des  Sciences  de  Paris,  tome  XCIII,  hat  Herr  Weill  gezeigt,  dass 

n! 


eine  ganze  Zahl  ist,  wofern 

n  «=»  a€i-{-bß'{-cy -{-... hk 

Er  beweist  diesen  Satz,  indem  er  zeigt,  dass  obiger  Ansdmck 
die  Anzahl  der  Arten  darstellt,  anf  welche  man  ans  n  Buchstaben 
eine  Zusammenstellung  von  a  Gruppen  zu  o  Buchstaben,  b  Gruppen 
KQ  ß  Buchstaben,  c  Gruppen  zu  y  Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann. 

Wir  werden  sehen,  dass  man  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  Theorie 
der  Derivirten  beliebiger  Ordnung  begründen  kann,  ein  Verfahren, 
welches  die  Bedeutung  hat,  dass  es  einen  Platz  zwischen  zwei  Doc- 
trinen,  der  Combinatorik  und  der  Lehre  Ton  den  hohem  Derivirten, 
sufirteUt 

Betrachten  wir  die  2  Functionen 

»— /W»    jr  =  9(«) 

Die  snocessiTe  DÜa  Hk  m  gibt,  wie  leicht  zu 

sehen,  im  Besaitet; 


266  Gomers'Teixeira:   (/eher  einen  Satz  der  Zahlentheorie. 

g^«2;^tt(0(yXy'V...(y(n))A 

WO  A  eine  ganze  Zahl  ist. 

Um  den  Satz  in  aller  Allgemeinheit  zu  beweisen,  betrachten  wir 
die  Functionen 

«*  ^'/Cyi^ys^'-yO;  yi  "=•  <;pi («);  y%  =  «tsW;.-.  yi  =*  ^liß^) 

In  unserm  Artikel  —  über  die  Derivirten  beliebiger  Ordnung, 
publicirt  im  XVIII.  Bande  des  Giomale  di  Battaglini,  haben  wir 
gezeigt,  dass  die  Derivirte  nter  Ordnung  von  u  nach  x  durch  die 
Formel  gegeben  ist: 

«(")  =  ZA  ^.r^^  («h')«  («h'y . . .  {r^'n^r. . . 

wo  A  eine  ganze  Zahl  und  durch  die  Formel  ausgedrückt  ist: 

n! 


wo 

a+2/S+3y+...+«A+a'-f-2i3'+3y'+...+nr+...«n 

Der  Satz  ist  hiemach  vollständig  bewiesen. 

Aus  dem  eben  Gesagten  schliesst  man,  dass  ein  Band  besteht 
zwischen  den  Coefficienten  im  analytischen  Ausdruck  der  Derivirten 
nter  Ordnung  und  der  Anzahl  der  Combiuationen  von  n  Buchstaben; 
und  so  ergibt  ein  beliebiger  Satz  aus  der  einen  Doctrin  einen  ent- 
sprechenden Satz  der  andern,  und  die  mit  der  einen  verknüpften 
Gegenstände  sind  es  auch  mit  der  andern. 

So  sind  z.  B.  die  Bcrnoulli'schen  Zahlen,  gemäss  ihrem  Ausdruck 

2» 

wo  ^0^^**"^^  <li®  (2»  — l)te  Derivirte  der  Function 

y=(l  +  e^)-i 

für  ic  ==»  0  darstellt,  verknüpft  mit  den  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
A  mittelst  der  folgenden  Formel: 

«  JMLv (-1)^»! 

/^2n-i=  22»»  — 1       2*-»-ia!/3!...A!(2!)^(3!)y...(n!)A 

wo 

«  +  2|S  +  3y  +  ...(2n  — 1)A  =  2»  — 1 
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Um  die  Bedeatnng  der  ZusammenstelluDg  der  Theorie  der  De- 

■      ^/^rten  beliebiger  Ordnung  mit  den  Combinationen  ans 

,  ^tzu  stellen,  wollen  wir  einen  Satz  der  Theorie  der  Derivirten 

2a  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  mittelst  einer  Derivirten 
**^  Ordnung  den  Ausdruck  der  Summe  der  Coofficienton  A  suchen, 
™'  Welche  «  +  i^  +  ---  +  ^  einen  bestimmten  Wert  i  hat. 

S&txt  man  u  =  y*  in  der  Formel 

90  wö^^en  hiiq  Terme  von  der  Ordnung  i  an  null,  weil  man  hat: 

^^t^cht  man  nachher  y  «  «*  —  1  und  «  =  0,  so  erhält  man  ge- 
gonde^^  den  Term  »ter  Ordnung,  weil  y  =-  0,  y'--  1,  y"=  i,  etc., 

tt  =  0,    1*'=»  0,    t*"=  0,    . .  .u(«-i)  =-  0 
VT'ir  haben  also 


0 

tro  2'  die  Summe  der  Werte  von  A  darstellt,  welche  den  Lösungen 
der  Gleichungen 

tt-{-2/J+3y+...  +  U  «  n;    a  +  i5  +  y+...  +  A  =  t 

10  positiTen  ganzen  Zahlen  entsprechen.    Dafür  kann  man  schreiben : 

»-^-i5  +  2y+...(^— 1)A  =  0 

Andrerseits  haben  wir  in  Anwendung  der  Leibnitz'schen  Formel : 

an  (^_  1)1         r  l(n) 


=  >S 


^ !  ^ ! . .  .A«' ! 


wo  die  A  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  »  zu  durchlaufen  haben,  für 
welche 

ist,  and  wo  fi  die  Anzahl  der  h  bezeichnet,  welche  »  0  sind,  und 
folglich 
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WO  die  h  unter  der  Beschränkung  (1)  von  1  bis  n  variircD.     Wir 
haben  also: 

n!  1  ^         n! 

=  TT  O 


Bezeichnet  man  nun  durch  ()p(aa  +  5|5  +  cy  +  ---)  d'o  Anzahl  der 
Arten,  auf  welche  man  mit  der  Bedingung 

n  =»  aa -f- 5]? -|- <jy -f- . . . 

eine  Zusammenstellung  von  a  Gruppen  zu  er,  b  Gruppen  zu  |3,  c  Grup- 
pen zu  Y  Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann,  so  haben  wir  folgenden  Satz: 

•^<Pp+/5  +  2y  +  ...  +  (n~l)«]  «  £(p{h^  +  h^  +  .,.  +  hi) 

das  heisst: 

„Die  Summe  aller  Anzahlen  von  Arten,  auf  welche  man,  nach 
5,Zerlegung  von  n  auf  alle  mögliche  Arten  in  »-|-i^+2y4"---('* — 1)^ 
„Zusammenstellungen  von  %  Buchstaben,  ß  Bu'^hstaben,  2  Gruppen  zu 
„y  Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann,  ist  gleich  der  Summe,  welche  der  Zer» 
„legung  von  n  auf  alle  möglichen  Arten  in  Äj + ä,  +  •  •  • + ä«'  entspricht" 

Zum  Schluss  dieses  Artikels  geben  wir  noch  den  Ausdruck  von 
2A  mittelst  der  Derivirten  beliebiger  Ordnung.  Setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  w  =-  cJ'  y  «  c*—  1,  so  hat  man: 

w(0  ^  ey,    uo^  —  1,    yo  =  Ö,    yo'=  Ij    yo""-  h  etc. 

und  folglich 


x^„,>(^"  ^ 


Porto,  den  6.  Januar  1885. 


I   M..U«,'sff,/;,   Prählrm. 


Zum  Molinssclion  Problem. 


R.  Hoppe. 


In  deii  Hemoires  do  rAcad.  des  sc,  inscr.  et  b.  1.  de  Toulouse. 
'.  V.  hat  H-  Molius  dio  Aufgabe  gestellt  nud  gelöst:  iu  voller  Allge- 
leinbeit  dicjeuige  Cnrvo  in  Coordinaton  darzustpllen ,  vou  welcher 
or  Radius  der  osuulircudeu  Kugel  gegebene  Functiau  des  KrllramangS'- 
uliiia  ist,  Ohne  iu  den  wesentlichen  Bestaudteileu  der  Herleitung 
Lwas  abzuändern,  nehme  ich  die  AnTgabo  noch  uiuma!  auf,  um  dieae 
leatandteile  in  einfachem  Zusammen  hang  zu  bringen,  die  teilweise 
Ituiebung  geometrischer  Betrachtungen,  wolcho  dem  Einblick  keiuor- 
rcise  dienlich  ist,  durch  gicichmflssig  fortschreitende  Rechnung  zu 
rsetzen  und  zu  zeigen,  dass  der  Weg  der  Lüsung,  welcher  in  vor- 
liegender Darstellung  durchweg  als  luveution  erscheint,  aus  der  Anf- 
ßabo  nnd  der  crgilnzenden  willkürlichen  liestiuimnng  sichtlich  her- 
vorgeht. 

Da  zur  Bestimmung  einer  Curve  2  Relationen  notwendig  sind, 
die  Aufgabe  aber  nur  eine  liefert,  so  niuss  die  allgemeine  Lösung 
eine  willkürliche  Function  enthalten.  Es  steht  uns  frei  diese  von 
An&ing  festzusetzen.  Molins  hat  das  Krummuugsvcrhältniss  znr  will- 
ktlrücben  Function  des  einen  Richtungswinkels  der  Tangente  gemacht- 
letalerer  tritt  dann  als  unabhängige  Variable  im  Ausdruck  der  Curve 
auf.  Wir  behalten  diese  Wahl  bei,  führen  jedoch  die  ergänzende 
Belation  erst  nach  ei-stcr  Integration  ein;  denn  es  ist  he  merkenswert, 
i  «ch  eine  solche  schon  unabhängig  davon  vollziehen  lässt,  was 
I  bei  der  Uolius'schou  lutegrationsweise  nicht  aus  Licht  kommt 
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Die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Cnrve  s  seien  Xy  y,  js,  die 
ßichtungscosinus  der  Tangente  /,  g,  ä,  der  Hauptnormale  /',  g\  h\ 
der  Binormalo  Z,  m,  n,  der  Contingenzwinkel  der  Tangente  St,  der 
Schmiegungsebene  d^,  der  Accent  bezeichne  die  Differentiation  nach  t 

Der  Krümmungsradius  ist  hiernach  =»  «'.  Der  Radius  der  osca- 
lirenden  Kugel,  d.  h.  deijenigen  Kugel,  welche  durch  4  consecutive 
Punkte  geht,  hat,  wie  bekannt,  den  Ausdruck: 

woraus : 

Der  Aufgabe  gemäss  soll  nun  it  gegebene  Function  ?on  s*  sein. 
Gl.  (2)  zeigt,  dass  dann  auch  der  Torsionswinkel  ^  bekannte  Function 
von  s'  ist. 

Jetzt  führen  wir  &'  als  willkürliche  Function  Ton/  ein.  An^ 
dieser  Relation  allein  geht  mit  Beachtung,  dass  dl  =  —-f'dd^  ist,  heno^. 


Nuu  ist 
folglich 

oder 


oder 


a^«-=£E=  (4) 

Dies  identificirt  mit  (2)  gibt  zwischen  *'  und  /  die  Relation: 

Was  übrig  bleibt,  ist  eine  bekauute  Aufgabe.    Aus/,/',  l  find«* 
man  g,  A,  indem  man  setzt: 

/■=•  cosf;    g  =  sin f cos//;    h  =  sin f sin i;  C*'' 

woraus  durch  Differentiation: 

g'=  fcosfcosi;  — i/'sinfsiniy 
""d  in  Verbindung  mit  (6): 


J   Vn"—»'*     J   Vi  — 


ij'siDäf"  f'd— /■') 


Da  DH 
h  »'  dnrcl: 


iisserdem  P*  =  jf'rt  bekauiit  isl,  so  iiat  maii  nach  (ß): 


■'  durch  Gl.  (5),  ßi  durch  Gl.  (3),  ^  durc.  Gl,  (7)  als  Function 
nn  f  besümmt  bc. 

;,  Nach  Einsetzung  der  Werte  (3)  von  Stund  (6)  von /erhalt  man 
^e  Formeln  ubemustimmciid  mit  den  Resultaten  von  MoHub. 

Die  Vergleich  auf;  beider  Beliandlungs  weisen  liefert  eine  neue 
Botlktigaag  der  Regel,  welche  icli  in  mciDcr  analytischen  Cnrvcu- 
piEOric  über  daa  Verfahren  bei  der  Lösung  und  L'utersnchung  curven- 
fiiMietischer  Probleme  aufgestellt  habe.  Die  Curventhcorie  gestattet 
Biae  Sondernng  aller  Liucar-  und  Richtungsgrössen  derart,  dass  die 
rngeu  nach  den  letzteren  unabhängig  von  erstem  zur  Entauheidung 
iebmeht  werden  küunea.  Die  Lösung  der  so  voreinfaehti-n  Aufgabe 
pgl  öfters  numittelLar  zutage,  und  die  restirende  Einführung  der 
lineargrölise  d*  bietet  nachher  gewöhnlich  auch  keine  Schwierigkeit, 
M^nifalts  wird  man  meistens  leicht  tiudeu,  voji  welcher  nicht  integra- 
Ub  Gleichung  die  Lösung  abhängt;  während  es  bei  Complication  vou 
fnear-  und  Eichluugsgröasen  als  eine  Sache  glücklicher  Speculation 
■ctieint,  weüu  eine  Lösung  gefunden  wird,  und  bis  dies  gelungen 
^  die  Lösbarkeit  ungewiss  bleibt. 

'  In  der  Tat  ist  bei  der  von  Molina  gcwilblton  ergänzenden  Re- 
lou  das  Gelingen  dadurch  bedingt,  daas  sie  frei  vou  Lineargrösaen 
i     Diese  Eigenschaft  bleibt  aber  unbeachtet,  wenn  man,  wie  er  es 


t  Btalt  g-  achreibt  -  wi 
^ne  Relation  einfuhrt. 


e  =-  g  .  T  -^  a^,  also  daa  Liuienoloment 
lie  nichts  damit  zu  tun  hat. 


Knüpfen  wir  jetzt,  mit  Absehen  von  der  Molius'scben  Lösung, 
«neutirendcn  Gesichtspunkte  au  die  Aufgabe  selbst,  so  ist  un- 
k«lhar  Begehen  etno  Differeutialgleichnng  zwischen  einer  Richtunga- 
Bse  »  nud  einer  Lioeargrösso  ■',  welche  sofort  eine  Trennung  der 
^iabeIn  zul&est,  so  daas  sie  &  zur  bptauuiteBg|geBflB  tob  «'  macht 
,  Ipieichue,  uju  ein  kurzes  Wort  dafür  m  BMUi  mli  „Ricbliiugs- 
:d"  unter  den  Bestimm nugsgrössen  e)DDr0urV4  iti"'     '  l<  )ie 
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rciiie  Zahlen  sind,  zum  Uuterscliicd  von  dön  „Lincargrö^&i'u",  welche 
die  Linie neinheit  zum  Factor  laben. 

Es  handelt  sich  nun  um  liio  Wahl  der  zweiten  Relation.  Bedin- 
gung für  dieselbe  ist  allein,  dass  sieb  aus  deu  zwei  in  Beziehung  ge- 
setzten Variabein  die  übrigeo  Uestimmuugsstücke ,  namentlich  aber 
/,  fft  '<  finden  lassen.  Der  obigen  Re(jel  gemäss  muss  die  Frage  flbor 
die  Ricbtuugsgrüsson  entschieden  sein,  ehe  die  gegebene  Relation  in 
Anwendung  kommt.  Dazu  ist  die  zweite  Relation  allein  nur  ans- 
roich^nd,  wenn  sie  keine  LiuoargrQssen  enthalt. 

Unter  den  genannten  Richtungagrössen,  ntlmlich  den  9  Richlanii- 
cosinus,  I,  i>   und    deren    Differontialquotienten    gibt    es   zahlreicfae 
Combinationun,  welclie  der  Bedingung  entsprechen.     Wir  können  ü^er 
noch  weitere  Zwedco  mit  der  Auswahl  verbinden.    Zunächst  ist    & 
gewiss  wOuschcuswert    den  Uebcistand    zu    vermeiden ,    welchen    <^te 
Gl.  (5)  zeigt,  dass  sie  nämlieh  auf  bi'iden  Seiten  allgemeine  Func*;3ü- 
nen  enthält,  sich  daher  nach  keiner  Seite  anflüson  lässt,  so  dass    «lie 
Resultate  nicht  cxplicit  aufgOBtelit  werden  künnen.    Dies  geschm.  «hl 
offenbar,  indem  wir  ^^  zur  einen,  und   zwar   unabhlingigeu  Variak»<Is 
nehmen.     Die   zweite  Variable   kann    dann   ein   Richtung scosiniu      «Jer 
Hauptnonriale  oder  Binormalo  sein,  wahrend  der  der  Tangeute  (dcfl»/- 
die  Grosso  t)  uulösbaro  Differcutialgloiuhongcn   berbdführeu  wOrcA^ 
Die  Rechnung  mit  der  Biuormale  ist  die  einfachen);  sei  daher  Iwü/- 
kürliche  Function  von  &.    Dann  hat  mau: 


ii\' 


'Q' 


-m 


,(/, 


'■+ 


'i/-+(iy 


x=fß'hz;    y=/fl»'?i;     «=/WSr 
Setzt  mau  nuu  i  =  ip(9)  und  zur  VcreinfactinD| 


o  also  X  gegcboue  Functioa  von  »  ist,  ao  wird 


'-K/'-^)^  l-Af^'  £-'"(/- 


a/tgx- 


3e=- 


(14) 


Dnd  mao  braucht  uur  erst  in  den  Gleichungen  (9)  (10)  (U)  (1'2)  die 
letit  genannteD  4  Werte  (14),  überdies  in  (12)  den  Wert  (U)  vuq  ij 
snil  in  (13)  die  Wert«  (9)  (12)  von  f.  g,  h  und  den  Wert  (Kl)  von  St 
dnmsetzen,  um  x,  y,  3  cxplicit  in  «'  ausgedrückt  zu  finden.  Gleicb- 
teltig  ergibt  sich  der  Bogen: 

In  Betreff  der  geometrischen  Bedoul.ung  der  vurko  mm  enden 
ßrössea  raa^  erwÄhnt  werden,  dass  der  Mittelpunkt  der  osculiremten 
Kagel  der  Coincidenzpunkt  der  KrUmroungaaxo  ist.  Demnach  wird 
«  dnrcb  die  Verbindungsgorade  der  eiitap  rechen  den  Pnnhtc  der  Ur- 
cnrve  und  der  EinbQllejiden  ibrer  KrUmmuugsaxo  dargestellt.  In 
dieser  Lage  ist  n  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dcasen  Katheten  in  der  llauptnormale  und  KrUmmuugsaxo  Hegau ,  ao 
dass  der  KrUmmungamittelpunkt  den  Scheitel  des  rechten  Winkels 
Inldet,  nnd  x  deu  Winkel  zwischen  der  Verbin  dun  gsgcradcn  und  der 
KrUmmungsaie  bezeichnet. 
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Bewegung  eines  senki-echt  empor  geworfenen 
Körpers. 


R.  Hoppe. 


Zu  den  Versuchen,  welcbo  die  Axendrebnng  der  Erde 
•kßniieü,  gebart  offenbar  auch  der  folgende.  Ein  senkntcbt  empor 
geworfeuer  Körper  muss  (wenn  keine  zuftlligcn  Störunt^en  vorläft- 
don  sind)  relativ  nur  Erde  hinter  deren  HotAtioii  ^turüi-kbletboD,  lüso 
weiter  westlich,  und  weiter  nach  dem  Acquatur  zu  don  Erdliodoa 
wiodererreicben.  Es  wird  erzablt,  dass  vor  längoreir  Zeit  einmal  jnr 
Beobachtung  dieses  Erfolges  oiiic  Kanone  in  vertikaler  Kicbtnng  atn 
geschlossen  worden  sei,  daas  mau  aber  diis  Gcschoss  nicht  wieder- 
geaebeu  Labe.  Eine  IScrei-bnung  des  theoretischen  Ergebnisses  scheint 
nicht  Etattgefuudou  im  haben,  obwol  daraus  erst  zu  ersehen  gewosen 
wttre,  welche  (weit  geringere)  Schussgoscbindigkeit  lUr  den  Zweck 
am  tördcrlichstou  sein  wUrdc. 

Im  rulgendüii  will  ich  die  Berechnung  nntcr  den  verein fachendon 
Annahmen  ausführen,  dass  die  Erde  oiuo  homogene  Kugel  sei,  nod 
kein  Luftwiderstand  stattfinde.  Auf  diesen  einfachen  Fall  sind  wir 
nltmlich  beschränkt,  wenn  wir  in  geachlosHouen  Ausdrücken  rechnen 
wollen,  und  k'^nnou  von  diesen  Ausdrucken  als  Hauiitwcrt<>a  aOB* 
gehen,  om  dauu  die  Abplattung  der  Erde  und  den  Luftwiderstand  all 
Correctioij  za  berücksichtigen. 

D;r  Mittelpunkt  der  Erde,  einer  Kugel  vom  RadiSf.j 
mg  il^  im  Eanmc  festen  xy:i,   die  Rolationaaxe  i 
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h.  «y  ebene  liege  der  Ausgangspunkt  P  des  Wurfes  in  der  Breite  ß;die  z 
aeien  positiv  nach  Osten.    Ferner  sei  g  die  Anziehung  der  Erde  auf 

•  die  Masseneinheit  in  ihrer  Oberfläche  und  r  der  Radiusvector  des 
geworfenen  Körpers,  o  die  Rotationsgeschwindigkeit.  Dann  ist  dessen 
Bewegung  bestimmt  durch  drei  beliebige  der  4  Gleichungen: 

r  ' 


^ 

dt 

tAy 

A 

tdx— 

■acdz 

B 

it 

xdy 

-tfisB 

:    C 

(2) 


(3) 


and  durch  die  AnDangswerte,  welche  durch  den  Index  0  ausgedrückt 
seien. 

Im  Anfeing  ist 

Tq  —  e\    Xq  —  csin/3;    y©  "="  ccos/3;    «o  =  0 

IMe  AnDangsgeschwindigkeit  setzt  sich  zusammen  aus  der  verticalen 
^WnrfgeBchwindigkeitp  und  der  Geschwindigkeit  von  P  in  der  z  Rich- 
tung.   Ihre  Componenten  sind  also 

(Do-^»'»'*'    (l)o-'''°'^'     (1)0  =  «"°"^ 
Demnach  wird  Ol.  (3): 

xdy  —  ydx  =-  0 


woraus: 


?  -  ?«  =  cot/J  (4) 


Hiermit  werden  die  Gl.  (2)  identisch  und  geben : 

ydz  —  ziy 

2 — ^  '  =  «c^cos^p 
Ist  m  ein  Bogen  der  Bahn,  so  gibt  Gl.  (1): 


(5) 


8.»      2c«^ 

(C) 

igt  ia  Anfing: 

•H-«r«c»C08«jJ'=2cy  — *» 

\%* 

(7) 

•m 
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ferner  die  Qaadratsumme  der  61.  (2)  (3): 

^         St^       «»a«c*C08«i3  (8) 

und  nacb  Elimination  von  ds^  durch  GL  (6): 

"^ ««r«+ 2c V  -  «*ö*  C08«iJ  (9) 

Sei  nun 

siny  —  —  cosjS  (10) 

Sr 

r  =  ^  (l  +  cosycosi^)  (11) 

dann  werden  die  Gl.  (9)  (5): 


y  8« — »  3y c*^sin  y  cos  j3 


(13) 


Nehmen  wir  im  Anfang,- wo  r  mit  <  wächst,  sint^  positiv,   so  wird 
nach  Gl.  (12)  (11): 


^              rdilf             c^g 

dt=         ^    =       ^3  (1  + cos  y  COS  ^)  öl/; 

(14) 

integrirt : 

CO 

(15) 

und  zwar  ist  nach  Gl.  (11) 

cos  y  cos  V>»  =      —  1 

(16) 

j9^    =   —   X* 


\2 


Jetzt  wird  nach  Gl.  (7) 

+2'»-^-*v=(2-0"-("-?)' 

■=  (^cosysint>;o)' 

daher 

cosysimf;o  -=•  ^  (17) 

woraus  sich  der  kleine  Winkel  ^q  besser  bestimmt  als  aus  Gl.  (16). 
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Femer  ist  mit  Zuziehung  von  61.  (4) 

Hiermit  61.  (13)  dividirt  und  mit  61.  (14)  multiplicirt  gibt: 


Setzt  man 


aarct«— ^ ^  -  (19) 

tg9  =  tg^tg|  (20) 


«o  erh&lt  man  nach  61.  (11): 


r        e^g  l-t-C08yC08?C        c*^8iny 
and  die  Integration  von  61.  (19)  gibt: 

arctg  ^^=-2(^0-9)  (21) 

Verbindet  man  hiermit  die  61.  (18)  (4),  so  findet  man  leicht: 

o;  =  r  8in  j9  0082(^0  "~  9^)     ) 

y  =  rc08jJco8  2(9o—  9)     /  (22) 

»  =»  r8in2(9o  — V)  ' 

Sobald  nun  der  geworfene  Körper  die  Erdoberfläche  wieder  er- 
reicht, wird  r  =  0,  daher  nach  61.  (16),  indem  y\)  beständig  ab- 
nimmt, if'  —  •—  ♦o»  ^^^  J^Äch  61.  (20)  ^  =  —  9o?  folglich 

a;  =  <;sin/}cos49>o     x 

y  =  tfC08/Sco849o    >  (23) 

%  »  tf8in49>o  ) 

Geht  alsdann  die  Breite  ß  über  in  ß—ß\  die  Länge  null   in  die 
westliche  Länge  A,  so  ist  gleichzeitig 

«  =  csin(jj— ß') 

y  -=  <? cos  (jJ — /J')  cos  (at  —  X)         }  (24) 

»  =  c  cos  (iS — iS')  sin  (at  —  X) 


also 


sin  (ß  —  /?')  ^  Hmß  cos  4^0  (26) 
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Nimmt  man  befionders  grosse  Werte,  nämlich  fttr  p  die  tob 
Kanone  erzengte  Geschwindigkeit  500  Meter,  nnd  den 
im  Aequator,  so  werden  die  Grössen 

^ £^f!!L^  «  0,0032283 

V  -  ^  «  0,0039988 

in  denen  sich  alle  Grössen  darstellen,  noch  immer  klein  genug  nr 
schnellen  Annäherung,  wenn  wir  Reihen  nach  Potenzen  dendbea 
entwickeln. 

Unmittelbar  gibt  GL  (7): 

woraus  nach  Gl.  (10): 

siny  =  y  2^  ^1 ^ 32 ) 

^^-y  2y^'~i  "^ 32        +•••; 

nach  Gl.  (17) 


«« 


cosysint^o  ==  y2v<l ^ ^2 j 

sm  T^o  =  V2i;  (^1  +  -^  +  — '^ 32^^ V  -.  J 

/^  /.   .  3fA  .    V    ,   23^«       fiv  ,   3v«  \ 

^o=V2v(^l  +  f+j2+-32   -"i6+16Ö  +  -) 

f  '^0        1 A  A,  3^+v    ,   23fi«+10fiv+3v«  \ 

(  u,  V  11^*         ftV  V*  \ 

x!;o  +  cosy8mi|;o«2y2v^^l  +  j  — ^2+"32"^  16""  IGÖ  ~"    "  j 

dann  nach  Gl.  (15),  wo  t(;  =«  —  t/^o  zu  setzen,  mit  Berücksichtigung, 
dass 


ist: 


•*=(2!7c)   »|l  +  3— j-H 32 h-^ 
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f^and  nach  61.  (20): 

tgvo-  iVi^  (1+*'+*'*-  T  +  ••• ) 

tg4»o  ■=  V(^(l  +  f»+»**+  |»v  +  ...) 
woraus  nach  61.  (25): 

THes  snbtrahirt  von  (29)  gibt: 


(29) 


3  C08/5  V  ^C08«/5^  5  ^      ; 


3  C08/} 

Ans  61.  (24)  findet  man: 

ß'  =  2fiv(l4-2^+3fi*-5^  +  ...  )  tg/J 
das  ist  nach  Snbstitation  der  Werte  (27): 


^ — ?— V+ ~~i~  +  • ) 


Der  Hanptwert  von  ß^  ist  in  der  Breite  45^  am  grössten.     Nehmen 
-wir  diese  durchgängig  an,  so  dass 

log  e  -  6,80392  j      log^  «  0,99149 ;      log  «  =  5,86285  — 10 

und  redndren  l  and  ß'  durch  Multiplication  mit 

10000  000 
R 

auf  Meter,  so  kommt: 

k  =  0,000    001  0180p3(l+ 0,000  000  011  931p«) 
ß'=  0,000    353  27  p« 

das  ist  im  obigen  Beispiel  p  =>  5(X): 

X- 127,63;    jJ'=  88,32;    VÄH^  -  16«^ 


;  Bttetgung  t 


enkrtiit  empor  gtieer/tnin  KSrpVt. 


In  dieser  EDtfernang  1=  155  Meter  bätte  das  Geachosa  noch  gesehra 
wordcu  kOuiiQD,  doch  konnte  ea  auch  leicht  der  Beachtang  entgehen, 
wenn  die  Richtu  ng  nicht  vorher  bereclinet  war.  Ans  1  und  ß'  ergibt 
sich  eine  Richtung  fast  35^*  von  Weat  nach  Süd. 

Die  Dnigekehrte  Aufgabe,  aas  der  Entferanng  ^^^| 

die  Anfangsgeschwindigkeit  zu  berechnen,  iässt  sich  nicht'  direct  dnrcb 
KcihcncntwickeloDg  lösen ;  doch  kann  man,  da  p  Fnactioa  von  6  ist, 

eine  Tafct  darüber  aufstollen.     Man  findet,  wenn  -j  ■ 


6 

p 

t 

0,001 

1,686 

90« 

0,01 

5,320 

89«,12 

0,1 

16,815 

87",23 

1 

52,90 

810,33 

10 

160,30 

660,21 

100 

423,36 

39",29 

1000 

971,17 

1%',63 

I 


Es  liegt  nahe,  auch  für  beliebige  Elevation  die  Abweichong  der 
BBchosse  vom  Zielpunkte  infolge  der  Erdrotation  zu  berechnen. 
Unter  diesem  Gesichtspunkt  bat  Biehringer  in  Schlömilch'a  ZeiUchrift 
^■.  XXVin.  S,  157,  die  Frage  behandelt.  In  beiden  Fällen  ist  die 
fftbsolutc  Bewegung  geometrisch  bekannt  als  Kllipec,  um  den  ErdmitteN 
janUt  als  Brennpunkt  bescbrieben,  also  kein  Problem  zu  lösen. 


r  Die  Con')-€Hnei. 


Die  Cono-Cunei. 

Ein  Beitrag  zur  Lehre  von  den  gcraiiliuigeu  FlüchcD. 


Dr.  Carl  Pabst. 


Ei  D I  e i  t u n g, 

I  1. 
la  den  „Oiiera  mathematica"  von  Joh.  Wallis  findet  sich  eine 
Abhanrilnug  aber  einen  Körper,  welclien  der  Vt-rfasser  Cono-Cuneua 
nennt  und  den  er,  wie  folgt,  dcfinirl:  Supur  plann  Basi,  qane.  Circuli 
Quadraus  erat  (nt  in  Quadrantali  Cono,  vel  Cylindro)  «rectum  in- 
sistebat  Soliduni;  cujna  Altitndo  (pro  arbitrio  snmenda}  erat  dupla 
Kadü  Qnadrantia  istius  Circularia:  Et  a  singulis  Periphcriae  Qua- 
drantaUs  punctis,  dnctau  ad  vorticcm  rectae,  ooibant,  nob  iu  Puueto 
int  in  Apicfi  Coni,)  uec  in  Quadrantc  parallelo  (nt  in  Quadrautali 
Cyiindro,)  sed  in  Linea  recla,  nt  in  acie  Cunei.  Quamobrein  ci  nomcn 
fed  CoDo-CuDei;  ut  qui  in  Base  Conain  rcpracsentct ;  in  Vortico, 
Cuneuoi'}.  Mau  kann  diesen  Körper  gleichsam  als  eine  Verallgo- 
■leiaeruDg  des  Kegels  ansehen,  uud  sich  denselben  so  aus  diesem 
bervorgehen  denken,  dass  die  Spitze  des  Kegels  tu  eino  Gerade  aus- 
gezogen wird,  bis  olle  erzcugendeu  Geraden  einer  gegebenen  Ebene 
parallel  sind. 

Dieser  Körper  bat  später  die  Vcraulassnng  zn  einer  Gruppe  von 
geradlinigen   Flächen    gegeben,   welche   die   Einen  Keilflachen,  die 


I)  cf.  J.  Wiillis:  Opera  mathemslica.     vol.  II.  p«^.  flSl, 
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Andere»  CoDoiilHächeu  nennen,  und  deren  Eutslehangs weise  folgenA 
Gegeben  ist  eine  Ebene,  die  Dircctor-Ebene ,  eine  auf  dlCRC 
F  Kbcno  senkrecht  stehende  Gerade  und  eine  ebene  Cnrve,  dereo  EtM* 
)  auf  der  Direclorebene  senkrecht  stellt.     Eine  gerade   Linie  ben|t| 

sieb  längs  dieser  Cnrve  so  hin,  dass  sie  stets  der  Dircctorcbeue  f»-| 
j  rallel  bleibt  und  durch  die  gegebcuu  feste  Gerade  geht.  i 

Unsere  Aufgabe  ist  es,  aus  diesor  Gruppe  diejenigen  FIBchon  it 
untersuchen,  deren  Leitlinie  ein  Kegolschnitt  ist,  nuter  der  n&bmi' 
\  Vor&nssetiruug,  dnss  die  singulare  Kante,  durch  welche  alle  enseBg»| 
*  dun  Geraden  pehcn,  einer  Axe  des  LeitkegeUcbnitts  parallel  ist.  W^l 
wollen  die  Flächen  in  Folgendem  als  Cono-Cunci  bezeicbnen, nl , 
zwar  je  nachdem  der  Lei tlsegel schnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Bj- , 
perbcl  ist,  als  elliptischen,  parabolischen  nnd  bypertioU* 
Conu-Cuucus. 

ie  man  nun  gerade  und  schiefe  Kegel  nnlp^8cheide^  so  liöiiii*' 
1  wir   auch   einen  Unterschied  zwischen  geraden   oud  schiefen  C4»- : 

Cuoeis  machen.  Unter  den  geraden  Cono-Cuneis  vcrstehenw 
I  dabei  diejenigen,  bei  denen  die  Kbone,  welche  durch  die  siDgalin< 
I  Kante  und  durch  die  eutsprcchendo  Axo  des  Leitkcgelschoittes  gehl,' 
I  auf  der  Ebene  des  L ei t kegeis chnitts  senkrecht  steht  Ist  diea  iiicH| 
I  der  Fall,  sondern  bilden  diese  beiden  Ebeoeu  eiueu  schiefen  Winkdl 

mit  einander,  so  nennen  wir  diese  Flächen  schiefe  Cono-Cuiisl- 
i  Von  den  letzteren   wollen  wir   diejenigen   etwas  nHhor  unteraticliai> 

hei  denen  die  Projcction  der  aingulüren  Kante  auf  die  Leitkegd- 
f  schnittebene  mit  einer  Scbciteltangente  des  Lcitkegelscbnitls  zusammea- 
I  fttllt   und    diese  Flüchen    wollen  wir   als  Schcitel-Couo-{ 

bezeichnen. 


§  2. 


1 


Jeder  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  zwei  anfeiuander  scnb 

I  stehende   Axon.     Es   würden    sich   demnach   6  verBchiedone   geraJ' 

I  Cono-Cunei    ergeben.     Von    diesen   sind   indessen,   wie  sich  spU^ 

I  zeigen  wird,  zanäcbst  die  beiden  elliptischen  identisch.    Anders  tetf 

*  hält  es   sich,   wenn   der   Loitkegelscbuitt  eine   Hyperbel    isL    W' 

I  wolleu  hierbei  diejenige  Fläche,  welche  entsteht,  wenn  die  ProjectiD 

singnlären  Kante  auf  die  Lei thyperbcl ebene  mit  der  reelles  A)i 

I  der  Leitliyperhel  zusammenfällt,  den  geteilten,  und  diejenige,  Ir 

welcher  die  Projectiou   der  singnlären  Kaute   in  die  imaginäre  iS 

der  Leithypcrbel  fällt,  den  einfachen  byperboliscben  Cond 

Cuncns  nennen. 

Was  schliesslich  die  Parabel  hetriift,  so  hat  diese  nur  eine  Ü 
Endlichen  liegende  Axc;  die  andere  ist  ins  Unendliche  gerUckt,   Be 
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zunarfist,  wie  sich  die  Sache  im  letztfireu  Fallo  gostaltüt, 
der  DofinitioD  ilcr  gcraiien  CoDO-Canei,  dass  die  sitign- 
i  Kante  der  betreffenden  Fläoho  ebenfalls  im  Unendlichon  liegen 
R,  Um  diesen  Fall  näher  zu  untersacbeu,  denken  wir  uns  eine 
Endlichen  liegende,  der  Loit|mrabelobeno  parallele  Gcrado,  deren 
vjection  auf  die  Leitparabelebene  anf  der  im  Endlichen  liegenden 
B  in  Parabfl  senkrecht  steht,  als  singulare  Kante.  Entfernt  sich 
se  Gerade  vom  Scheilel  der  Parabel  parallel  der  Parabclebeno, 
«ird  der  Unterschied  der  Wiukul,  welche  dio  einzelnen  Erzeugen- 
i  mit  der  Parahelebene  bilden,  allmüblicb  kleiner.  Bei  unendlicher 
itfernong  der  singularen  Kante  von  dem  Parahelachoitel  sind  dem- 
cb  die  Erzeugenden  einander  parallel.  Da  nun  dna  VerbUltuiss 
t  Abstandes  der  singularen  Kante  von  der  Lei (parnbel ebene  zur 
itfemang  der  zweiten  Äxe  der  Parabel  von  ihrem  Scheitel  gleich 
r  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  ist,  welchen  die  Er- 
Bgeaden  mit  der  Leitparabulebeuu  bilden,  so  fallen  die  Erzeugendon 
die  Parabel  eben  e ,  wenn  der  Abstand  di-r  singularen  Kante  von 
«er  Ebene  eine  endliche  GrOsEO  ist;  denn  alsdann  ist  das  botrauh- 
te Verh&ltnisg  unendlich  klein.  In  den  anderen  Fällen  erhält  man 
pambolischen  Cylindcr,  und  zwar  einen  geraden  oder  einen 
hiefen,  je  nachdem  das  in  Hede  stehende  Verhältniss  unendlich 
s  oder  eine  endliche  Grösse  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  keine  neac  Fläche  ergiobt,  wenn  die 
Bgolärc  Kante  senkrecht  über  der  im  Unendlichen  Hegenden  Axd 
Leitparabel  liegt  Einen  wirklicheu  parabolischen  Cono-Cuncus 
Uton  wir  nur,  wenn  die  Projection  der  singuläreu  Kante  auf  dio 
^tparabelebone  mit  der  im  Endlichen  liegenden  Axe  der  I'arahel 
lummenfäUt  Wir  können  diese  Fläche  daher  kurz  als  den  ge- 
den  parabolischen  Cono-Cuueus  bezeicbneu. 


g  3. 

Aüftlogo  Betrachtungen  wie  die  obigen  lassen  sich  über  dio 
Aeitel- Cuno-Cuuei  anstellen.  Wir  haben  auch  hierbei  im  Allgcmei- 
i  Flächen,  deren  Zahl  sich  aber  ebenso  wie  bei  den  geraden 
■Cnneis  anf  4  reducirt.  Denn  erstlich  giebt  es  nur  einen  oUip- 
Bchen  Scheitel-Cono-Cunens.  Was  dann  die  hyperbolischen 
trifR,  so  wollen  wir  denjenigen,  dessea  singuldre  Kante  der  imagi- 
Kjn  Ale  der  Leithyperbel  parallel  ist,  wobei  also  die  Projection 
'  singularen  Kante  anf  die  Lei thyperbol ebene  mit  der  Tangente  iu 
ein  reollen  Scheitel  der  Hyperbel  znsammenfälU,  als  den  einfachen 
Porbolischon  Scbeitel-Cono-Cuneus  bezeichnen. 
Wen  anderen   Scheite!  der  Ilj'perbel   sind  iniaginilr.     Wir  i 
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indessen  dicjGnißo  Fläche,  bei  welcher  die  Projcction  der  siogattr«  j 
LKante  auf  die  Leithypcrbelebene  in  einem  Endpunkte  der  imaginlm  J 
e  auf  dieser  Axn  senkrecht  steht,  den  geteilten  byperboHscbdl 
ScbeitoI-Cono-CaBeus  nennen.  I 

Für  die  parabolischen  Schcilel-Cono-Cnnei  ergeben  sich  äbnliclit  jj 
Beziehungen  wie  für  die  geraden.  Man  erhält  hierbei  nor  ein« 
eigentlichen  Cono-Cuneus,  da  ea  nur  eine  im  Endlichen  lieguBib 
Scheitel  tan  getite  der  Parabel  giebt.  Wir  könaen  diesen  miihia  liiin 
den  parabolischen  Schcitcl-Con  o-Cnnens  nennen.  Dv 
andere  wird  ebenso  wie  der  betreffende  gerade  im  AUgemeineii  eta 
parabolischer  Cylindcr.  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dasa  hier  dt» 
Projectionen  der  Erzeugenden  auf  die  Lei tparabel ebene  auf  der  in 
Südlichen  liegenden  Axe  der  Parabel  seukrecht  stehen,  während» 
'  bei  den  anderen  dieser  Parabelase  parallel  waren. 

Bemerkt  sei  schliesslich  noch,  dass  die  Kegelschnitte  in  speciotlu 
I  Fillleu  zu  geraden  Linien  degeiierircn  können.  Alsdann  erhält  nu) 
lim  Allgemeinen  die  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannlea  h;ps^ 
Lboliscben  Paraboloide. 

Wir  haben  demnach  folgende  8  Flächen  zq  betrachten: 

1)  de-i  geraden  elliptischen  Couo-Cunens 

2)  den  geteilten  \ 

3)  Jeu  DiDfache.l«""'™  l'JP«'l»>li"l>"  Cono-C». 

4)  den  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus 

5)  den  dlipti  scheu  Seh  eitel- Co  no-Cnncns 

6}  den  einfachen  i 

.         t  'if      1  hyperbolischen  Schojtol-Cono-Cnneus 

6)  den  parabolischen  Scheitel-Cono-Cunens. 


Bevor  wir  auf  die  Betrachtung  der  dcfinirten  Cono-l^unci  M*'' 
■  geben,  wollen  wir  allgemein  die  Gleichung  der  Flachen  ableiten,  deT^" 
iLeitlinie  durch  die  Gleichungen: 

dargestellt  wird.    Die  Erzengenden  sollen  der  l'J^-Ebene  parallel  seÄ 
nud  durch  die  X-A^a  geben.    Dieselben  müssen  daher  den  Gleii' 
gou  genügen: 
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sind  u  and  v  belicbigo  Grössen,  welche  nur  der  Bedingung 
lerworfvn  sind,  dass  die  Er/ongenden  die  Leitlinie  (1)  schneiden, 
lebe  Bedingung  darin  bestellt,  doss  die  Coordinatcti  x,  y^  z  den 
eichangen  (l)  genügen.    Für  dieselbe  crgiebt  sich  demuach: 

Ininirt  man  nun  h  und  v  aus  den  Gleicliongon  ('2)  nn<l  (3),  so  er- 
II  mftij  als  Gteicbung  der  gesuchten  geradlinigen  Fliidie: 

ry  =  ,-./(/) 

MB  Gleichnng  laast  erkennen,  dass  ftlr  den  Fall ,  wo  die  Leitlinie 
r  Oleichong: 

S-  ^/(z)  =  .V"+  V"-l  +  .. .  +  vi™ 

wobei  A^,  <4„..  Am  Coustante  bedeuten,  die  Fläche  vom 
i-|-n)len  Grade  ist.     Hat  die  Leitlinie  spuciell  die  Gleichnng: 

(  ist  die  vorgelegte  Flacliii  vom  (m+l)tcn  Grade. 


An  die  Gleichung  (4)  wollen  wir  einige  allgemcino  DeraLTkungeu 
Mpfen.  Schneiden  wir  zu  diesem  Zwecke  die  vorgelegte  Flache  (4} 
Wh  die  zur  AT-Ebene  parallele  Ebene : 


wgiebt  sich  für  die  Projoction  der  Durcbscliniltscurve  dieser  Eben« 
ft  der  Flache  (4)  auf  die  ^K-Ebenc: 


der  Verglcichung  von  (1)  und  (7}  rcsultirl: 

,     Die  znr  Jy-Ebene  parallelen  Ebenen  schneiden  aus   der  vor- 
tuen Fläche  (4)  Curven,  deren  Ordinalen  für  dasselbe  x  propor- 
deni  Abstände   der   schneidenden  Ebene   von   der  .TF-Ebeoe 
För  I  ^  A  ^  0  degenerirt   die  ausgeschnittene  Corve  tat 
;,  für  I  c^  /<  =  X  besteht  diesGll>e  ans  so  vielen  znr   F-Achse 
ilen  Geraden,  in  wie  \ict  Punkten  die  Leitlinie  der  Fläche  (4) 
-JEZ-Ebene  schneidet 
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Ferner  erhält  man  für  die  Projection  der  Darchschnittscarve  der 

Ebene 

y  =  ^' 

mit  der  vorgelegten  FlÄchc  auf  die  XZ-Ebene: 

(8)  ck  =  z.fix) 

Daraus  geht  hervor,  dass  jede  zur  XZ-Ebene  parallele  Ebene  die 
vorgelegte  Fläche  (4)  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  schneidet,  dem 
Grad  gleich  dem  Grade  der  Fläche  ist 

Um  diese  Curve  genauer  zu  untersuchen,  bilden  wir: 

rfs  chf'(x) 

dx^  '  [f(x)Y 

^  ch{f{x),r(x)-[f*{x)Y\ 


€[ 


Hieraus  ergeben  sich  die  Relationen: 

Die  Tangenten  in  denjenigen  Punkten  der  Durchschnittscnrve  (8], 
welche  Punkten  der  Leitlinie  der  betreffenden  Fläche  entsprechei, 
in  denen  die  Tangenten  an  die  Leitlinie  der  XZ^Ebene  parallel  ill; 
sind  der  JT-Axe  parallel. 

Die  Durchschnittscurve  (8)  nähert  sich  asymptotisch  den  auf  der 
X-AxG  senkrecht  stehenden  Ebenen,  welche  durch  die  Darch8chnitt^ 
punkte  der  Leitlinie  mit  der  JfZ-Ebene  gehen. 

Ist  k  ^  0,  so  ist  die  Durchschnittscurve  convex  oder  concav  Didi 
der  JT-Axe  hin,  je  nachdem: 

ist.    Wendepunkte  kann  diese  Curve  nur  besitzen,  wenn  die"  Gleichnng: 

f^x),r{x)-[f\x)\^  =  0 
reelle  Werte  für  x  liefert 

Schliesslich  folgt  für  die  Projection  der  Durchschnittscurve  der 

Ebene 

««  l 

mit  der  Fläche  (4)  auf  die  i'Z-Ebene: 

(9)  cy  =  z,f(l) 

d.  h.  die  zur  Directorebene  parallelen  Ebenen  schneiden  aus  der  vo^ 
crelegten  Fläche  die  Erzeugenden  derselben  aus. 


'I:   Dlt   Coua-CuHt 


{äehcn  wir  nan  zur  Tangeulinlcbeiie  im  Punkte  xpz  der 
ihe  <4)  über,  so  crhaltt-ii  wir  als  GIuicIiuDg  deraelbeu,  weuu  t,  ij,  f 
laiifcndeu  Coardiaaten  bcileutt'Ji : 

r  mit  BerQcksichtigung  der  Gleichung  (4): 

For  1=0  gebt  dieselbe  ober  in: 

")-/■(*).£=  0 

selbe  Eesuitat  orgicbl  sieb  für  /"(z)  =  0.  Daraus  Hieast  der  SatZ; 
TaDgeotialobeneu  in  denjenigen  Puukten  der  Flücho  (-1),  welche 
der  siagniäron  Eanle  liegen,  nnd  ia  donjcnigeu,  welche  Pnnkten 
Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die  Leitlinie  der 

-Ebene  parallel  ist,  gehen  durch  die  siugullire  Kante. 

Aosserdera  rosultirt  hieraus,  dass  jede  durch  die  singulare  Kante 
lendc  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  der  vorgelegten 
*he  ist. 

Setüt  man  f(xi  —  ü,  so  orhttit  man  aus  der  Gleichung  (10): 

e  Tangentialebenen  in  den  Durchscbnittspuukten  der  Fläche  (4) 
t  der  JTÄ-Ebene  stehen  demnach  auf  der^Xl-Ebono  aeukrecht  Ist 
gleich  <'C*)  =  0,  so  resultirl:  ij  =  U,  D.  h.  die  J^-Ebono  berührt 
9  vorgelegte  geradlinige  Fläche  (4)  in  allen  Punkten  derjenigen 
neogeuden,  welche  durch  die  Darcbscbnittspunkte  der  Leitlinie  mit 
X^Ebcne  gehen,  in  denen  die  Leitlinie  die  XZ-Ebeae  berührt. 

Ist  dagegen  zngleicb  /(*)  =  0  und  /'(i)  ■=  oo,  so  geht  die 
ieicbDUg  der  Tangentialebene  Über  in: 
l-«  =  0 
-..  Resultat  erbalten  wir  ans  der  Gleichung  (10)  für  /"(r)  =  oe, 
'Jthgflltig  welchen  Wert  fix)  annimmt,  vorausgesetzt  dass  es  nicht 
unendlich  gross  wird.  Daraus  fliesst  der  Satz:  die  Tangeutial- 
1  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche  Punkton  ihrer 
Bitliuie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  au  die  Leitlinie  auf  der 
&£beuc  senkrecht  steht,  siud  der  Dircetorcbene  parallel. 

Betrachten  wir  noch  die  Durchschnittacurve  der  Flllcbe  (4)  l 

Tangentialebene  (10),  so  ergiebt  sich  für  die  Projec 
dia  X^Ebeue: 


=/'MU-^)-[/'«)-/W]t  =  o 

Angenommen,  /"{«)  gonögo  der  Gleichang  (G),  dann  ist  /"(D — ^f^ 
f  durch  (1—3-)  oliDC  Rest  teilbar.    Die  Gleichung  (11)  zvr^Kdennaet, 

[  in  liio  bnilcn  Gldchuugcn : 


Darau<>  fuli^I,  i]at;e  die  TuugcotialtsboDC  aas  der  Fläche  (4)  (m-{-l)ta 
Gradoa  im  Allgemoineu  dio  durch  ihren  Beruh rungspuukt  geka)* 
Erzeugende  der  Fluch  ■  und  eine  Curve  mtcu  Grades  aussciineiJel 
Aendcrt  sich  s,  während  x  coostaiit  bleibt,  so  Jlndert  sieh  damildi) 
Curve  mten  Grades;  d,  h.  gleitet  der  Gertlbrungspuakt  der  Tungcnlitl* 
ebene  nuf  der  durch  ihn  gehcndi^n  erzeugenden  Geraden  der  FltuM 
fort,  so  ändert  sieb  dio  Tangentialebene.  Daraus  resullirt,  da»  dlt 
Tangentialebene  die  vorgelegte  geradlinige  l'lücho  im  Allgenieinen  nlcllt' 

I  Jängs  der  gan/.en,  durch  ihren  Berührungspunkt  gebenden  Erzengeadn 

}  derselben  berührt. 

Ausnabmen  von  diesem  Satze  finden  für  f'{x)  ^  0  und  (W 
)f'{x]  =  cn  statt;  d.  h.  die  Tangontialebeno  in  dcnjeuigea  PonkW 
\An  Flüche  (4),  welche  Punkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denei 
Pdie  Taugeute  au  die  Leitlinie  der  ,TZ-Ebene  iiarallel  ist  oderanfÜir 
'  Bcnkrechl  sieht,  berührt  die  Fläche  längs  der  ganzeu  durch  itaw 
I  BcrUbruugäpuukt  gehenden  Erzeugenden  derselbe u. 

I8t/'(a:)  =  0,  so  schneidet  die  Tangentialebene  aus  der  Fläched) 
isor  der  erzeugenden  Geraden  noch  die  Jf-Axe  aus.  | 

Hat  die  Leitlinie  der  vorgelegten  Fläche  die  Gleichung  (5), « 
I  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  DurchschniiU curve  der  Taugenl»»!' 
,   ebeno  mit  der  Fläche  auf  die  .XZ-£bene: 


Auch  für  diesen  Fall  gelten  mithin  die  eben  abgeleiteteo  E 


•  Ol«  Onm-Cunet. 


i   "■ 

Analoge  ErwiLgungen  wie  im  vorigen  S  lasseu  sich  fUr  die  Nor- 
B  im  Fuukte  xyi  der  vorgelegten  geradlinigen  FlUdie  (4)  durch- 
eil.   Dio  Gleicbuugen  dorselbou  sind,  wgdq  7,,  ^„  z,  dio  laufenden 
lordinalen  bcdeoton: 


Elimiiiiren  wir  y,  nud  1,  ans  dieson  Glcichangen  und  der  Gloi- 
mg:  c^i  ^  i^fi^i),  30  crlialtuu  wir  für  dio  Darchscbnittsp unkte 
NormalcD  mit  dor  Fläche  (i): 


LUE  folgt:  Weun  f{x)  der  Glciclinng  (6)  genngt,  so  durcbsticbl 
t  Normale  dio  Fl&che  (4)  {m+Dten  Grades  im  Allgemeinen  in 
+1)  Punkten, 


r/w./Ui)+^«](^, 


■)+=V'WL/W-/C'f)]  = 


Nach  dem  atiatogeu  Verfahren  wir 
!u  Bicli  folgende  Sätze: 


bei   der  Tangentialebeuc  ( 


1)  Dio  Normale  in  den  Durcbscbnittspuiikteu  der  Fläche  (4)  mit 
Z2-Ebeno  ist  der  Xl'-Ebouc  parallel  und  durchsticht  die  Fläche 
Allgemeinen  in  m  Punkten.    Ist  dio  Tangenliul ebene  in  dioscu 

iDbten  der  Uirectorcbeue  parallel,  so  giebt  cb  m  Durcbscbuitts- 
ikto  der  Normale  mit  dor  Flache,  welche  den  m  Durcbscbnitts- 
Dkten  der  Lcitlinio  mit  der  .Vif-Ebene  entsprechen, 

2)  Die  Normale  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welclic 
[nkteu  ihrer  Leitlinie  outsprecbeu,  in  denen  dio  Tangente  an  die 
iitlinie  der  XZ-Ebono  parallel  ist,  ist  i'er  Dircetorebeuc  parallel. 

3)  Die  Normale  in  deujeuigeu  Punkten  der  Fläuhe  (4),  welche 
nkteu  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  dio  Tangente  an  die 
Bitliuie  auf  der  JZ-Ebeno  scukrccbc  stobt,  ist  der  siugulären  Kaute 
rallflj  und  trifft  die  Fläche  ira  Allgemoincn  in  m  Punkten. 

Die  anatogrn  ttesultate  ergeben  sich,  wenn  die  Leitlinie  der 
Igfflegteu  geradlinigen  Flüche  (4)  der  Gleichung  (5)  genügt. 


Eiue  andere  Eigenschaft  der  vorgelegten  Fläcbo  (4)  ergiebt  sich, 
folgt.  Schneiden  wir  liicse  Fläche  durch  dio  znr  Durectorebone 
Seelen  Ebenen  se  =  t,,  x  —  x^  und  dnrch  die  nur  XY-Ebouc  pa- 
Ble  Ebene  •  -=  jo,  so  erhalten  wir  für  das  Volumen  V,  welches 


i.tPi«i. 


:  flailiB.  TbU  o. 


I'abnl:  Die   Cow-Cuue 


Ton  diGSßO  Ebenen,  der  JZ- Ebene  und  dem  :!ugetiflrigen  Teil  deri 
Fläche  begrenzt  wird: 


Wir  wissen  aber,  dass  die  zur  XF-Ebcae  parallele  Ebene  c  °  4  J 
die  vorgelegte  eeradlinige  Fläche  in  der  Curve:  cy  =  lu/M  »chnoidA  1 
Projiciren  wir  diese  Curve  auf  die  XI-Ebcne ,  so  resoltirt  lür  du  1 
Volumen    V'   zwischen   den  Ebenen   a;  =  i,,    a;  =  x„    a ->  0,  « 

der  XZ-Ebcne  und  dem  zugehörigen  Teil  der  Cylinderfltlcbe : 


-f^-'if'^ 


Aus  den  beiden  erhaltenen  Resultaten  folgt: 

(15)  r:  F'=  1:2 

Die  vorgelegte  Fläche  hat  demnach  die  Eigenschaft,  den  zugchüri^o 
Cflinder  zu  halbiren. 

Bisher  haben  wir  eine  bestimmte  Flitcbe  angenommen.  Wir 
wollen  nun  die  Flu  eben  ach  aar  in  Betracht  ziehen,  welche  darcli  iii< 
Gleichung : 

dargcBtellt  wird,  wenn  n  ein  variabler  Parameter  ist  Für  die  ei'' 
hflllendc  Fläche  dieser  Fläcbenschaar  ergeben  sich  die  fle- 
dingangsgloichungcn : 


Daraus  geht  hervor,  dass   die    ciubüllendB  Fläche   der  voi^g 
Flüclienscbaar  eine  Kuradliiiigc  Flüche  derselben  Art  wie  die  I 
ist;  dass  unr  dann  eine  wirkliche   einhüllende  Fläche  dies 
existirt,  wenn  die  Leitlinien  der  einzelnen  Flächen  < 
Enveloppe  besitzen.    Diese  Enveloppe  ist  die  Leitlinie  der  8 
den  Fläche  der  vorgelegten  Fläcbenschaar. 


II.  Abscbnitt. 

Dsr  gerade  elliptische  Cono-Cuneus. 

S  9. 

kcb  diesen  allgemeiDen  ErörtcroDgen  gehen  wir  zo 
ichea  Aufgabe  ober,  indem  wir  zunächst  den  geraden  ellipti- 
Cono-Caneus  in  Betracht  ziehou.  Hierbei  nebmeo  wir  ein 
iakliges  JTI'i^-CoordiDateiisystem  ao,  dessen  ^-Axe  die  singa- 
änte  und  dessea  YZ-Ehene  die  Directorebene  sein  mag.  Sind 
s  Gleichungeu  der  Leitellipse: 


MtiScl 

b 


iScIi  als  Gleichung  des  geraden  elliptisclicn  Conu-Cuneui 

_, ,    »■ 


tenn  wir  c*  für- 


=  ::<(«« 


x'-) 


19  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  vorgelegte 
vom  vierten  Grade  ist  Ferner  folgt  daraas,  dass  der  abso- 
'ert  von  x  nicht  grösser  als  a  sein  darf,  weil  sonst  y  oder  i 
Ar  wird.    Die  Fläche  (17)  erstreclct  sich  demnach  von  x^  —  a 

Ir  die  ProjecÜon  der  Durcbschnittscarvo  dieser  Fläche  mit  der 
3  •=  A  auf  die  Xy-Ebenu  crgiebt  sich: 


Durcbschnitlscurve  ist  daher  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  mit 

ilbaxen  a  und   — .  deren  Mittelpunkt  auf  der  ^-Axe  liegt,  und 

Axen  bezuglich  in  die  Ebenen  der  la  und  der  ja  fallen.  Für 
geht  die  aasgeschnitloUD  Ellipse  in  die  singulare  Kante,  für 
in  einen  Kreis  mit  dem  Radius  u  über  Die  Axon  in  der 
ene  sind  fUr  alle  diese  ausgescbnitteneu  Ellipsen  gleich  2a,  die 
in  der  r.2-Ebene  dagegen  wacfaBen  proportional  dem  Abstände 
I  Ebene  von  der  singaUroD  Kante. 


dnra' 


Der  elliptiscbo  Coiio-Cuuous  kann  rlalier  nuch  30  ontstandoo 
dacLt  werden,  daas  sich  eine  Ellipse,  dert^u  eiuc  Axc  constant. 
aujere  variabel   ist,  parallel    mit  sich   selbst  bewegt,    wfthn-ntl   üff 
Mittelpunkt  eine  Gerade  eenkrocht  auf  der  Ellipscnpbeiio  bescLreJU, 

und  die  variable  Axe  proportional  dem  Abstände  der  EUipseui'bcn« 
von  einer  eogebenen  Ebene  wäcbst. 

Zunfltlist  folgt  bieraus.  dass  der  Cono-Cuncus  von  Wallii  mit 
einem  Kreise  als  Leilliuie  identisch  mit  unserem  geraden  eIli|itiHba 
Cono-Cnncus  ist,  denn  audi  hierbei  wird  ein  Erois  nnd  darch  ritt 
dem  Kreise  parallele  Ebeue  im  Ällgemciuen  eine  Ellipse  ansgcscbajl' 
ten.  Feruor  ist  eraicbtli  cli ,  dass  es  gleichgültig  ist,  welcher  »« j 
beiden  Axen  der  Leitellipse  die  singnläro  Kaute  parallel  gebt; 

ist  o  >■  i,  so  ist  /'  =  7  c>-e,  wenn*  undcdieEnlfernuugen  beiU^Hi 

des  Kreisschiiiltes  und  der  Leitellipse  von  der  singuiarcn  Kante  te- 
lieiclinen;  d,  b.  ist  die  singulilre  Kante  der  grösseren  Axe  der  Lci^ 
ellipse  parallel,  so  liegt  der  Kreis  ausserhalb  der  Leitellipse  und  iltf 

singulären  Kante.  Ist  dagegen  o  •<  6,  so  ist  A  =  -  e  <^  e,  d  b.  tt 
die  singulare  Kaute  der  kleiucren  Axe  der  Leitellipse  parallel,  soliifi 
der  Kreis  zwischen  dieser  Kaute  und  der  Leitellipse.  Im  Wosentli«!» 
wird  dadurch  nichts  geändert,  womit  wir  die  Bebaqitung  in  derEii* 
leitung  bewiesen  bähen. 

Ferner  erhalt  man  für  die  Frojectiou  der  Durcbschuittscurteilu 
Ebene  y  =  h  mit  dem  geraden  ctüpliscbeu  Cono-Cuueus  (17}  uii  dia 
ZZ-Ebcne: 


d.  i.  im  Allgemuiueu  eine  Curvc  vierten  Grades,  welche  die 
in  den  Punkten  r  =■  0,  i  ^  +  —  achneidet  Sie  ist  in  allen  ibW 
Punkten  convci  uudi'der  A'-Axc  hin  und  besteht  aus  zwei  in«  ü»" 
endliche  sieb  erstreckenden  Geraden,  welche  symmetrisch  zu  dW  I 
Axen  der  2  und  der  i  liegen  und  sich  asymptotisch  den  beideu  &**  ,1 
raden  x  =  ^a  nähern.  In  ihreu  Durchschnittsimukten  mit  d**  | 
Z-Axe  sind  die  Tangenten  an  die  Curvo  der  A'-Axe  parallel.  FW  I 
A  =  0  geht  diese  Curvo  über  in  die  JT-Axe  von  —  n  bis  -j-a  nnd  " 
die  beiden  Goradeu  x  ^=  ±^a. 

Schneideu  wir  sdilioaslich  die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  (1  ^ 
durch  die  Ebene  «  =  i,  so  ergicht  sich  für  die  Projectiou  der  Dm*^ 
Bchnittacurvo  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  anf  die   l'Z-Ebeae: 


Painri  Die  Omi*-CV(iwi'. 


§  10. 


I  folgt,  dass  Jede  znr  V'Z-Ebone  parallel«  Ebene,  deren  Abstand 
■  Uirectorebene  absolute  kleiner  als  u  ist,  den  elliptischen 
|io-CuucQs  (17)  in  zwei  Geradon  scbueidet,  welche  durch  die  A- 
is  gehen  und  mit  der  A*Z-Ebeno  gleiche  Winkel  bilden.  Für 
p  +  a  fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  zusammen, 
lebe  in  der  .TZ-Ebeno  liegt.  Alle  diese  ausgescbnitteneD  Geraden 
■  die  Erzeugenden  dos  geraden  elliptiBcbon  Cono-Cunens. 

^e^n3en  wir  uocb  etwas  bei  den  im  vorigen  §  erhaltenen  Re- 
laten.  Aub  der  Gleichung  (18)  geht  hervor,  dass  durch  Ebenen 
ItUel  der  AT-Ebene  zwischen  A  —  —  c  nud  «A  =  -|-  c  aus  dem 
^doD  elliptischen  t'nuo-Cuncus  (IT)  Ellipsen  aasgCBchnittcu  wer- 
k,  deren  grosse  Aien  in  der  A'Z-Ebeuc,  deren  kleine  Axeu  in  der 
^Ebena  liegen.    Diejenigen  Ebenen  parallel  der  AT-Ebcue  dagegen 

when  A  =  —  »  bis  A  —  —  c  und  zwischen  h [-c  bis  A  =-  +33, 

ans  der  vorgelcgteu  Fläche  Ellipsen   aus,  deren   grosso 
i  in  der   KZ-Ebene  und  deren  kleine   Axon  in  der  JTZ-Ebene 


Beachten  wir  die  Brennpunkte  dieser  Ellipsen,  so  wissen  wir, 
H  diejenigen  der  ersteren  in  der  A'Z-Ehene  liegen  FUr  den  Ab- 
lud  eines   solchen   Brennpunktes   von    der   Z-Aiü   ergieht   sich: 

U' — J-.    Man  erhält  demnach  als  Gleichung  des  geometrischen 
Kcs  dieser  Brennpunkte: 


«) 


»«+,->-' 


[h.  in  Worten :  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Ellipsen 
liehe  durch  Ebenen  parallel  der  A'y-Ebone  zwischen  1  ~  —  c  und 
r  +  c  aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cunens  (17)  ausgeschnitten 
pden,  ist  eine  Ellipse  in  der  A'Z- Ebene  mit  den  Ualbaxeu  a  nud 
{deren  Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang  ist,  und  deren  Axen  be- 
lach in  die  Axen  der  x  nnd  der  z  fallen. 

Ist  e<^a,  so  liegt  die  grosso  Axe  dieser  Ellipse  in  der  JT-Axe, 


I  Ueine  in  der  ^-Aiej  ist  c 
fit  mit  dem  Radios  n,  und  i: 


,  so  ist  der  geometrische  Ort « 


utrischen  Ortes  in  der  Z-Axe,  die  kleine  in  der  X-Azr 


Pab*li  DU  Cono-Cnini. 
Oarch  VergleicbuDg  von  (18)  und  (21)  ergielit  eicL,  wenn  n 


/i  < 


DftranB  folgt;   Diejenige  /.ar  JfV'-EbeDO  parallele  Ebune,   deren  Ali-j 
'atand  vou  der  siagniaren  Kante  die  vierte  Proportionale  zu 
iat,  scbneidat   ans  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cnnens  (IT) 
EllipBo  aus,  welche  gleich  dem  geometrischen  Ort  der  Bronni 
aller  Kllipacn  ist,  die  durch  Ebenen  parallel   der  Xi'-Ebeuo 
vorgelegten  Fläche  ausgeschnitten  werden. 

Ferner  folgt  aus  dorn  übigeu,  dass  die  Brennpunkte  deijed 
Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cunous  (17),  deren  AM 
von  der  singulären  Kaute  absolute  grösser  als  c  ist,  in  der  YZr¥k 
liegen.  Als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  dieser  Brenapfli 
erhalt  man: 


(22) 


■  1. 


Mithin  rosultirt  der  Satz:    Der  geometrische  Ort   der  BrennpooW 
derjenigen  Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus  (17),  duns  I 
Abstand  von  der  singularen  Kante  absolate  gleich  oder  grösser  >ls< 
ist,    ist  eine  Hyperbel  in  der   yj?-£benc  mit  dem  Coordinat^nanfuf  * 
als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe  2c  in  der  Z-Axc,  und  deren  im»* 
ginare  Axo  2a  in  der  l'-Axe  liegt,    Ist  c  =  n,  so  wird  dieser  geons-  | 
Irische  Ort  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Parameter  2a. 

Betrachtet  man  ferner  die  beiden  Ellipsen  des  geraden  elliptitchn  \ 
Codd-Cqdcus  (17)  in  den  Entfernungen  h^  und  h^  von  der  eingidifOii 
Kante,  so  ergiebt    sich,  wenn  /«i  <  e  ist,  für  das  Verhältnias  d* 

Äsen  der  in  Ä,  zugehörigen  Ellipse:    r  ;    andererseits    erbalt  0»' 

lenn  *»>■  o  ist,  als  Asenverhaltniss  der  zu  h^   zugehörigen  Ellip** 

Sollen  diese  beiden  Verhältnisse  einander  gleich  sein,  so  (ol0^' 


A, ,  A.  - 


I 


Darans  lliesst  der  Satz:  Das  Prodnct  der  Entfernungen  dorfl 
den  Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus  von  der  gingnllr 
Kante ,  welche   tksselbe   Axenverhältniss   haben   und    auf  detselb^ 
Seite  der  singularen  Kante  liegen ,  ist   gleich  dem  Quadrat  ix»  i 
jtftDdes  des  Kreises  dieses  Cono-Caneus  von  seiner  singnl&ren 
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Oder  m.  a.  W,  Dio  Enlfornong  derjenigen  Ellipao  doa  geraden 
pttscbcn  CoDO-Cuneus  voii  der  singnlSren  Kante,  deren  Aion  in 
■selben  VerliitltnisB  za  einander  sieben  wie  die  einer  gegebenen 
ipse,  und  welche  mit  der  gegebenen  auf  derselben  Seite  der  aiiigu- 
Kaute  liegt,  ist  dio  vierte  Proportionale  zn  dem  Abstände  der 
:ebenen  Ellipse  nud  dem  Abstände  des  Kreises  des  geraden  ellipti- 

n  Cono-Cunens  von  seiner  singulären  Kante. 

B«oicliDen  h'  und  h"  die  Abstünde  der  zu  A,  Hüd  A,  zugehörigen 
jsva  von  dorn  Kreise  des  geraden  elliptischen  Cono-Cunens  (17), 


Blch  n»oh  der  Formel  (23): 


c-j-A" 


und    h"  =  - 


t''' 


ih  kann  man  dio  vorige  Relation  aauh  so  deuten;  Der 
biland  derjenigen  Ellipse  des  geraden  elliptischen  Cuuo-Cuneus  von 

KreiBschaitte  desselben,  welche  dasselbe  Axeuverhälluiss  bat  wie 
ne  gegebene  Ellipse  derselben  Flfiche  und  mit  der  gegebenen  auf 
ireelbeo  Seite  der  singuläron  Kaute  liegt,  ist  gleich  der  vierten 
[oportionale  zum  Abttaudc  der  gcgebeucu  Ellipse,  dem  des  Kreises 

der  EtQgaläreji  Kante  nud  der  Entfernung  der  gegebenen  Ellipse 

Kreise. 

Ferner  folgt  daraus:  h'<ih",  d.  b.  in  Worten;  Liegt  die  ge- 
bene  Ellipse  zwischen  der  äiuguUrcu  Kaute  und  dem  Kreise  dce 
Bden  eltiptigcben  Cono-Cnneus,  so  ist  diejenige  Ellipse,  welche  mit 
dasselbe  Axenverhältniss  bat  aud  auf  derselben  Seite  der  äingu- 
m  Kaute  liegt,  weiter  von  dem  Kreise  des  CoDo-Cuneua  entfernt 
die  gegebene,  und  umgekehrt,  liegt  dio  gegebene  Ellipse  jenseits 
:  Kreises  von  der  singuläron  Kaute,  so  ist  dio  gcsuchto  Ellipse 
■kg^dem  Krcisß  als  die  gegebene. 


§  11. 


Wir  wollen  noch  einige  schiefe  Schnitte  des  geraden  elliptischen 
**o-CBneus  (17)  analytisch  nutersuchen,  welche  sich  bei  Wallis  rein 
'nelriscb  behandelt  finden. 

Zonichst  schueideu  wir  ihn  durch  die  auf  der  jri'-Ebeiie  aeuk- 
slila  Ebene,  welche  mit  der  XAxe  den  Winkel  \ 
f-Aie  das  Stück  i  abschneidet. 


Um  clio  entsprechende  Dnrchschnittscnrve  zu  nntorsnclK 
I  wir  die  Coordinateutransformation  ein; 


»  cos  ?)  —  y'  Bin  V 
i-\-x'aia9-\-9'ooiip 


Setzen  wir  dann  ^' 
DarchBchnittscnrve 

Daraus  folgt: 


0,  so  prgiobt  sich  als  Gleichaag  der  d< 
<r»(5-|-i'sm»>)*  -=  i'*la'~x'*eoa'<p) 
e{8x'cos*fp  -\-  a'  rin  y) 


("■ 


'»cosV)' 


=  ± 


BC08VI2 3a'' eos*fl)  +  Sn'x'sin  qp-j-^i] 


(a*  — I''CÜS*T)- 

Bei  der  näheren  Discnssion  haben  wir  3  PtÜle  zn 
1)    Jcosecfi  <  aaec?    oder    ^«Cotg^i. 

Ätsilann  bosteht  die  Durcbscbnittsccrvo  vierten  Grades 

sfmmotriscbcnZwdgon,  welcbesicbim  Puukte/^  — äeoeec- 

schneiden.    Die  beidcrn  Zweige  schneiden  die  i'-Axe  in  den 

eS 

I*  =  0,  I  =  +  —  und  erstrecken  sich  fUr  3;==  ±osec 

den  Seiten  der  Z'-Axe  ios  Uncndliciie.    Sie  nähern  sich 
den  beiden  Geraden  x  =  ±_  asec  f.    Diese  Cnrve  besitzt  iwai 
pnnkte,  welche  zur  AbscisBe: 


gehören.    Ein  specicller  Fall  tindet  lät  ö  •=  0  statt 

Alsdann  schneiden  sich  die  beiden  Zweige  im  Coordioal 
nnd  liegen  sowohl  zur  X'-Äne  als  zur  Z'-Aio  symmclnBch. 

2)    Ä  =  otgv 
Dadurch  geht  die  Gleichung  (24)  über  in: 

c*(a-j-a'cOB9>)tgV  =■  3''(a  — aj'cOS^) 


Die  DurchBchniltscurve  ist  mithin  alsdauu  vom  dritten  Gl 
Sie  liegt  symmetrisch  zur  .T'-Axo  und  schneidet  dieselbe  im  Po 
1' =  — asec 9,   s' =  0.    Diese   Curve  erstreckt  sich  sowohl  | 
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'«Ib  anf  der  negativen  Seite  der  z'-kxe  für  B':=oaecv 
lliuhc  UDd  hat  die  Äsyoip  tot«  x  =^a  scc  f.  In  ihrem  Dnrch- 
Dittspiinktc  mit  der  A"-Axo  stt'lit  die  Taugonte  au  die  Cnrvo  auf 
er  Axo  scnlirccht.  Ausserdem  besitzt  diese  Curve  zwei  Wendo- 
kte,  welche  Enr  Abscisse  i'  =  —  jasecqj  goliören. 

8)     «>«tg7'. 

In  diesem  Fnlle  besteht  die  DurchachDttlsciirTe  vierten  Gradee 
zwei  Zweigon,  welche  symmctriseli  zur  ,\"-Axe  liegen,  diesolbo 
r  nicht  schueiden,    Von  der  Z'-Aie  schueideu  sie  bezüglich  die 

Icke  ±  —  ab.     Für  x'  =  —  j- — 5-  igt  die  Tauitente  an  dieselbo 

.T'-Aio  parallel.    Ausserdem    besitzt   diese    Carve    die   beiden 
gmpIoieD  x  =  +asocT. 

Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Durchscbnitts- 
rre  des  iteraden  elliptischen  Couo-Cuueus  (17)  mit  der  Ehcuo  scuk- 
anf  der  «j-Ehone,  welche  mit  der  A'-Axe  dea  Winkel  «f  bildot 
d  von  der  Z^Asc  das  Stück  e  abschneidet : 

t)  t*j,'»=  (<+ir'ain9)»(«"  — ar'^cös'i!') 

L  eiuü  CnrvQ  vierten  Grades,  welche  symmetrisch  znr  Jf'-Axo 
|L      Auch    hierbei    haben    wir   die    3    Fälle   zu    unterscheiden 

-a\^i\f.    Diese  Carve  ist  in  allen  Fällen  geschlossen  nnd  besitzt, 

1  <  <.  «tg  y  ist,  einen  DoppelpunkL  Für  e  =  0  erhält  mau  eine 
re  vierten  Grades,  welche  eiue^ ähnliche  Gestalt  wie  die  Lemnis- 
ilebat 


Schneiden  wir  schliesslich  den  geraden  elliptischen  Cono-Cuneos 
|V)  durch  eine  Ebene  senkrecht  auf  der  l'^-Ebcne,  wclcho  mit  der 
■Aio  dei)  Winkel  9  bildet  und  von  der  Z-Axe  das  Stück  f  ab- 
hueidet,  so  erhält  man  auf  dio  oben  ausgeführte  Weise  als  Glei- 
&ug  der  betreffenden  Durchschnittscurve : 

M  P»y'»C0S»9  =  (/+y'Bin#)'(a'~/") 

i-  im  Allgomeioen  eine  Cnrvc  vierten  Grades. 

Die  verschiedenen  Fälle,  welche  sich  hieraus  ergeben,  jo  nach- 

'  val.abs. tgft  =  -    ist,    eutsprcchcu    deu    Kegelschnitten,      För 
>" 

afr<;-  stellt  die   Gleidmug   {2ö)  eiue   gesi;hlo8SPue  Curve 


Palni!  Die  CoHO-Cumi. 
ffltsprochend  der  Ellipso  bci«i  Kcgul  dar,  welche  filr  #  - 
^lipBO  übergebt.     Für  tg9  —    erstreckt  sich    die  Dar 
-vo  nacli  der  pusitivcn  Seite  der  V-Axe  ins  UnoDdliche. 

Sic  schneidet  die   V'-Aie  im  Pnukto  «'  —  0,   »'  = 

die  Jf'-Axo  itt  den  Punkten  x'=+a,  p' =  0  aod  liogt  wi 
1  den  letzteren  Paukten  auf  der  A"Äic  errichteten  Senkr 
IHose    Curve    entapricht    dem    Parabel  schnitt    dca     Kogek     fff 

J. abs. Ig  #  ]>  -  besteht  die  Durcliachnittsturvc  (26j  ans  zwei  udll 
leiden  Seiten  der  1"-Axc  ins  Unendliche  siih  urstreckonden  Zvügei,! 
(ou  denen  der  oino  Zweig  die    A"-Axe  in  den  Punhten   x  = : 

»  ^0,    die    >"-Aio    im    Punkte   *'  — 0,    «'= :--„  . —    ^, 

schneidet.    Der  andere  Zweig  schneidet  die  f'-Aie  in  dem  Punkte  I 

j*'  =  ü,  I,' aBin^— ~cos"y     ^'^'^   Can«    entspricht   der  Hj- 

BTbcl  beim  Kogel. 

FQr  f'  =^0  geht  die  Gleichung  (2fi)  über  iu; 


x'  =  iiVa'— c'ctg'S 

Die  Ebenen,  welche  dnrch  die  singulare  Kante  gchi 
ihcr  ans  dem  geraden  elliptiachtn  Cono-Cuucus   (17)    zwei 

jcndo  Geraden  desBcIbcn  ans,  wenn  val.  abs.  lg  ff  > - 

-  fallen  diese  beiden  Geraden  iu  eine  einzige  zi 


i 


Wir  wollen  nun  die  Untersuch ungcn  ebener  Schnitte  des  gcndei 
läliptischeu  Cono-Cuueus  (17)  verlassen  und  zur  Uetrachltmg  t 
■Tangentialebene  übergehen. 

Als  tileichnng  derselben  im  Punkte  xya  der  Fläche  ci^ll 

«»(£-*)-cVi-y)-'('''-«*J(£-s)  = 
Bi»dcr  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (17): 
i,t37)  «!*(£  —  i)  -  cy .  et,  —  =(o*  —X«)!;  =  0 
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Nach  den  allgemoiacii  Bcmcrkungon  in  der  Einleitang  berührt 
i  TaDgeutial ebene  deu  geraden  ellipüBuben  Cono<Cuneus  (17)  im 
1  nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  BorUhraDgspnukt 
len  Eraengenden  deaaolbeu.  Die  AuRnahmen  hiervon  linden  > 
=  0  und  für  X  —  x«  statt.  Im  ersteren  Fallt'  schueidct  die 
[entialebcne  aus  dem  gernilcn  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  die 
)  ihron  BcrQbmngspaukt  geliondo  Erzeugende  und  die  singutüro 
,  in  den  beiden  anderen  Fäüeu  dagegen  nur  die  durch 
I  BcrOhrangsponkt  gehende  erzeugende  Gerade. 

ZKo  singnläre  Kaute  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneue  iat 
1  dadurch  ausgezeichnet,  dass  es  in  den  Punkten  derselben  jo 
I  Tangen tinl ebenen  (riebt,  welche  sich  in  der  A'-Ebeuc  schneiden, 
1  mit  der  XZ-Ebaae  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  bilden.  Denn 
.  mau  in  der  Gleichung  (27)  fUr  cj  seineu  Wert  ans  der  Glei- 
ung  (17)  nnd  nimmt  dann  ^  =  0  an,  so  gebt  dieselbe  über  in: 


E  =  ± 


y/a'—x'  ' 


Es  sind  dies  die  am  Schlosse  des  vorigen  S  fOr  /  =  0  betracb- 
teteu  Ebenen.     Daraus  folgt,   dass  jede  durch  die   singulare  Kante 
ihonde  Ebene,  wekhe  mit  der  A'Z-Ebeni!  einen  Winkel  bildet,  dessen 

rigonomelrische  Tangente  absolute  gleich  oder  kleiner  als  -'  ist,  eino 

Tangentialebene  des  geraden  elliptischen  Couo-Cuuens  (17)  ist 

Im  Allgemeinen  erh&lt  man  fllr  die  Projection  der  Durchsebnitls- 
Icnrve  der  Tangential  ebene  mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  XZ- 
K£bc-ne,  wenn  man  i;  aus  der  Gleichung  (27)  und  der  Gleichung: 


1  ;-3!-0 

I  (<.»-*»)  {£  +  :r)p-2«(a»-a')E+^».«(|-*)  =  0 

^d-b,  diese  Durcbscbnittscorvo  besteht  im  Allgemeinen  ans  der  durch 
1  Beriihrongapunkt  der  Tangentialebene   mit  der  Fläche  gehenden 
|£rEengcndeu  der  letzteren  nnd  aus  einer  Curve  dritten  Grades. 

Für  die  Kormale  im  Panbto  rys  des  geraden  elliptischen  Cono- 
Csncos  (17)  ergeben  sich  die  Gleichungen,  wenn  7,,  j/,,  i,  die  lau- 
I  feaden  Coordiuaten  bedeuten: 


Pabul!   Dk  CottfCHnet 


§    13. 


Unsere  nächsto  AnFgabo  sei,  das  Volnmen  K  zn  bcBÜmmeti,  vcl- 
chca  vciu  ilcu  Ebenen  tr  =  l>,  se  =  *■(),  «  =  »„,  der  JZ-Ebene  und 
dem  zugehörigen  Teile  des  geraden  eltiptisclien  Cono-Cimeus  (17) 
begrcDüt  wird.    Für  dasselbe  crgiebt  sich: 


-ff  y''''<'=  =  -   /  (faVa*  — a"   /  ttU 


(30)  r=^^'JKV'»'-V+l'-'ttrcsin(^")j 
oder,  wenn  man  die  zu  in,  «o  gehörige  Coordiuatc  y  mit  y^  bczcid 

(31)  1-  =  K,v„  ;„  +  i«'  ^  aresin  i^f) 

Das  Volumen  l'  mit  der  vorgeschriebenen  Begrenzung  ist  den^ 
nach  gleich  dem  vierten  Teil  des  rechtwinkligen  PariiUelepipedons 
mit  den  Kanten  3-„,  ji,,,  ^  vermehrt  um  ein  Prisma,  dessen  Gnind- 
tlächo    oin  Qnailrat   mit  der   Seite   \a,    und   dessen  Höhe    die  mit 

arcsinl  -"J  mnltipHcirto  vierte  Prgportionale  £u  a  und  :„  ist. 

Si'tzt  mau  iu  der  Gleichung  (30)  j^  =  a,  so  gebt  dieselbe  über 


d-  i.  aber  der  vierte  Teil  desjenigen  Volumens  1".  welches  von  dem 
geraden  elliptischen  Couo-Cuneus  (17)  und  der  Ebene  :  =  »„  bc- 
greuzt  wird.    Daraus  folgt: 

(32)  y^\7za*\- 

Das  vou   dem  geraden    dlipliachen  Codo-Cudou»  (17)   und   der 

■  Ebene   s  ^  -»    bcgrcuztc  Volumen  ist  also  gleich   der  Uitlfl»    emea 

Jylindcrs,  dessen  Grundkreis  den  Radius  a  hat,  und  dessou  Höhe  dia 

rte  Proportionale  zu  e  und  zq  ist. 

Ziehen  wir  in  Betracht,  dass  die  zur  JF-Ebeno  parallele  Ebene 
Z  —  Z^  ans  der  vorgelegten  Flllcbe  eine  Ellipse  mit  den  Halbaieu 
a  und  -°  ausschneidet,  so  Iftsst  sich  die  Formel   (52)   so   deuten: 


Tiia  TolDmeu  t"  ist  gleich  dem  halben  Volumen  dee  Cylindere  mit 
fcr  durch  dio  Ebcue  ü  -=  Za  aus  der  vorgflegteu  Flache  ansgo- 
Khmtteucn  Ellipse  als  GrundtlScIic  und  der  Hübe  Z^. 

Allgemein  ist  diese  Beziehung  in  der  Einleitung  (§  8.)  nachgc- 
*iweii  worden;  wir  wollen  daher  hier  nieht  nähor  darauf  oingofaen. 
Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  die  Formel  CM)  auch  mit  Uilfe  einer 
Miüentigur  deuten  Iftsat.  Die  Ebene  j  ■=  i-:„  sehneidet  nämlich  aus 
den  geraden   elliptischen   Cono-Cuncns  (IT)    eine   Ellipse   mit   den 

Ualbaxen  a  und  ^  ans.    Bezeichnet  mau  diese  Miltentigur  mit  M, 

»0  geht  die  Gleichung  (32)  Ober  in: 

03}  V-  =  .I/.=ö 

Diese  Formol  gilt  auch,  wenn  mau  das  Volumen  zwischen  den 
Eboneu  s  =  J|,  =  =  Jj  und  dem  geraden  clliptist'hon  ('ono-Cuneus 
(17^  iu  Betracht  zieht  Mau  hat  alsdann  nur  filr^u  dcu  Abstand  der 
heitJcii  begren/euden  Ebeneu  zn  setzen.  Denn  aus  der  Gleichung 
f33>    folgt  für  dieses  Volumen,  wenn  i,  ^  3,  ist: 

»Mil>^.i  I,  =  Bj  — i,  ist      Nun  ist  aber:  s  =  -  i,    wenn   //  die  7U  3  zn- 
Bt'l^öriijo  variahele  Halbaxe  der  Ellipse  ist.    Mithin  erbilli  ninn: 


Setzt  man  femer:    ■*-^~*=  *g,  so  ergiebt  sicU: 

*i  das  zu  li.^  zugehörige  s,  so  ist: 

-.  =  *(=,+=.) 

*%nach  resultirt  der  oben  ausgesprochene  Satz: 

Wir  hatten  erballen: 
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Diese  Formel  lässt  sich  noch  anders  deuten.    Es  ergiebt  sich  ni 
lieh  daraus: 

Setzt  man  nun: 

nabi  «=  Gl 

fcab^  =^  Gr^ 

nab^  »•  3f, 

wobei  Gl  und  G^  die  begrenzenden  Ellipsen ,  M  die  Mittenfigur   des 
Körpers  V  bedeutet,  so  ist: 

(35)  V^^{i(Gi  +  G^)+2M\ 

d.  i.  die  Formel,  welche   in  der  Stereometrie   vom  Prismatoid  'K'e- 
wiesen  wird. 

Die  beiden  Formeln  (34)  and  (35)  lassen  sich  noch  Terallgem^- 
nern.  Wir  wollen  diese  Verallgemeinerung  kurz  für  die  erst^^ve 
durchführen.  Betrachtet  man  nämlich  das  Volumen  zwischen  d<n 
Ebenen  a;  =  0,  a;  =»  xo,  a  «  «j ,  ä  =»  ä«,  der  -XZ-Ebene  und  dem  ^^' 
gehörigen  Teil  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17),  so  erl»^* 
man  für  dasselbe: 

V  -=  '^—^  [  iro  Vi7=^'+ i«»  arc  sin  (j») } 


Nun  ist  aber: 


z,^-zi^       Hzi+z^^^^ 


2c  2c        ^       c 

und 


~{KVa'-V+Karc8in(j«)}=  3f', 


wenn  M'  den  Teil  von  M  bezeichnet,  welcher  von  den  zu  x  *^  ' 
X  ^  vq  zugehörigen  Ordinateu  der  Ellipse,  von  der  -X-Axc  und  dc^^'" 
zagehörigon  Bogen  begrenzt  wird.    Folglich  resultirt: 


f/ 


M\  h. 


Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  der  entsprechende  Ausdruck  fü 
die  Formel  (35). 


Pabtt!  Dk  Cono-Qmn. 


111.  Aborhuitt. 

Die  beiden  geraden  hyporboUscIiou  Cono-Conei. 

§  14. 

Um  znnachBt  den  geteilten  geraden  hyperbolischen 
no-Canena  zu  betrachten,  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Sthjrperbel : 


»ach  wird  die  JT-Axe  singulare  Kante,  die   F^-Ebenc  Director- 
le.   Also  erbHlt  man  als  Gieicbungon  des  betroffendon  Cono-Coneus, 


diese  Gleichung  nur  die  Quadrate  von  ir,  y,  i  enthalt,  so  ist  tu- 
ilist  klar,  dass  die  vorgelegte  Flache  symnietriGch  zu  den  drei 
DnUnateucbonen   Hegt,    Femer  folgt  ohne  Weiteres,  dass  es  nur 

Ic  Werte  für  y  nnd  z  giebt,  wenn  val.  aba.  x^  a  ist.  Der  in 
.e  stehende  Coua-Cunens  besteht  daher  aus  nwci  gesoudertcn  Tei- 
zn  beiden  Seiten  der  Direclorcbene,  woher  die  Be;£eicbniiug  „geteilt" 
ttioinnien  isL 

Wir  wollen  nicht  näher  anf  ebene  Schnitte  des  geteilten  geraden 
^erboliBcben  Cono-Cuneus  eingehen,  da  wir  dabui  auf  ganz  ähnliche 
trachtnngen  wie  beim  geraden  elliptischen  Cono-Cuueua  gefuhrt 
■den.  Bemerkt  sei  hier  nur,  dass  die  zur  Ar-F.bene  parallele 
sne  «  =  A  ans  der  vorgelogteu  Fläche  (37)  die  Hyperbel: 

lachneidet.  Fttr  A  »  c  orgieht  sich  demnach  eine  gleicbsoitigo 
^Iwrbel  mit  dem  halben  Parameter  a.  Die  Mittelpunkte  aller  die- 
Hyperbeln  liegen  anf  der  Z-Axe,  ihre  reellen  Axon  in  der  y^-Ebeno, 
a  imaginären  Auen  in  der  l"J2-Ebeno.  Die  reellen  Axcn  der  aus- 
chnittenen  Hyperbeln  sind  einander  gleich  2a,  die  imaginären  da- 
«n  wachsen  proportional  dem  Abstände  der  scbueidcnden  Ebene 
I  der  singulären  Kante. 

ächcu  wir  die  Brennpunkte  dloaer  ausgeschnittenen  Hyperbeln 
Betracbt,  so  liegen  diese,  wie  sich  ans  dem  Gesagten  ergiebt,  in 


gdcr  XZ-Ebene.    Als  Gleidiuug  des  geometrischen  Ortes  ä 
tsnukte  erhält  mau: 


i  =  l 


llcr^ 


,  h.  in  Worton;  Der  geometrische  Ort  der  Brennpaukte  aller" 
Brbelu,  welche  aus  dem  geteilten  geraden  hyperbotiBclioD  Codo-Cdboiu 
k37)  durch  Ebcuen  parallel  der  AT-Ebeue  ausgeschnitten  werticu,  ist 
6iue  Hygierbol  in  der  .£^-l^beno  mit  deni  Coordinateuanfang  als  Mittd- 
^lunkt,  deren  reelle  Axe  2«  iu  der  A'-Axe,  deren  tmogiu&re  Axo  ic 
Wta  der  ^Axe  liegt.  Ist  c  -^  a,  so  ist  dieser  geometrische  Ort  eine 
■'gleichseitige  Hyiierbcl  mit  dem  halben  Parameter  a. 


Aus  der  Vergleicliuug  von  (38)  und  (39)  folgt,  wem 
Etetzen : 


ah 


iDaraiis  fliesst    der  Satz:    Diejenige  zur   AT-Ebenc   parallele   Eben^ 

Ideren  Abstand  vou  der  singulären  Kaute  die  vierte  Proportionale  2;^ 

%  und  c  ist,  schneidet  aus  dem  geteilten  geraden  hy])orbolischen  Cojim 

Cuucns  (37)  eine  Hyperbel  aus,  welche  gleich  ist  dem  geometrischem 

lOrto   der  Brennpunkte   aller   durch  Ebeneu  parallel   der  -Vl-Ebeo 

i  der  vorgelegten  Fläche  auagcaclinittenen  Hyperbeln. 

Es  ist  dies  ein  ganz  ähnliches  Resultat,  wie  wir  es  beim  gerade« 
elliptischen  Cuno-Cuneus  erbalten  haben. 

Vergleichen  wir  die  beideu  Resultate  (22)  und  (39),  so  crhalloii 

f  «ir  den  Satz: 

Sind  der  gerade  elliptische  und  der  geteilte  gerade  hyperbolische 
f  ConO'Cunous,  welche  dieselbe  Direcloiebeue  und  dieselbe  Biogulftra 
Kaute  haben,  so  beschafTcn,  dnss  diu  Ebene  in  der  Eulfemnug  a  vou 
der  singulären  Kante  aus  dem  elliptiscbon  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a, 
aus  dem  byperboliscbeu  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dera  ballien 
Parameter  a  ansacbDoidet ,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Ureau- 
punkte  der  Ellipsen  des  elliptischen  Cauo-Cuneus,  deren  EntfeniuitB 
von  der  singuläreu  Kaute  absolute  gleich  oder  grösser  als  u  ist,  glwcU 
dem  geometrischen  Orte  der  QreuupauUte  der  Hyperbeln  des  gerader' 
geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus. 

Die  durch  die  Gleichung  (38)  dargcslelUo  Hyperbel  besitit  J 
L  Asymptoten,  welche  der  Gleichung  geuUgeu: 


'!»■ 
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Die  Asymptoten  aller  Hyperbeln ,  welche  aus  dem  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  durch  Ebenen  parallel  der  XF-Ebenc 
ausgeschnitten  werden,  liegen  demnach  auf  einer  Fläche,  welche  durch 
die  Gleichung  dargestellt  wird : 

cy  =  +  a:« 

Diese  zerßült  in  die  beiden  Gleichungen: 

I 

(40)  I    <V-«»-0 

Daraus  folgt,  dass  die  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  geteilten  gc- 
^en  hyperbolischen  Cono-Cuncus  auf  zwei  hyperbolischen  Para- 
noiden liegen.  Um  die  Gleichungen  derselben  auf  die  übliche  Form 
20   bringen,  wenden  wir  die  Coordinatentransfonnation  an: 

X  =  ar'cos  cf>  —  a'siu  q> 

z  •-=  x'sin  9 -j- s'cos  (p 
Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (40)  über  in: 

cy'  =  +  [{x^  —  z^)  sin  q>  cos  cp  +  x'z'(cos'^  g>  —  sin-  <p)] 

rfkir  cos*  g>  —  sin*  g?  «•  cos2q>  =»  0  ergicbt  sich  qp  =  ■  ,  wodurch  man 

crljfilt: 

x'^^z'^=  ±2cy' 

Dio  beiden  hyperbolischen  Paraboloide  genügen  also  den  Gleichungen: 


(41J 


x'^ 
2c  " 

2c 

y' 

z"' 

X  - 

1 

2c 

"2c 

■=* 

y 

Diese  Paraboloide  sind  demnach  der  Art,  dass  Ebenen  parallel 
cier    jf^T-Ebene    gleichseitige    Hyperbeln    aus    ihnen    ausschneiden, 
-^nssordem   sind  ihre  Spuren  in  den  Ebenen  der  '/y'   und   der  y'z 
^^^ander  gleich. 

§  15. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des 
t'^teilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  crgiebt  sich,  wenn 
^^    *•?»  i  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten : 

Oder-         '^'('-«^)-^''2^('/-y)  +  ^(^'-"')(f-^)  =  ^ 

^**>  xz^a  —  x)--  cy  .cri'^z{x^-  a^)t  -=  0 

^ttu  u.  PhyB.    2.  Reihe,  Teil  II.  *i^ 
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Schon   aas  den   allgemeinen  Erörternngcn   der   Einlai 
borvor,  dasB  diesß  TangentialE<beDe  den  geteilten  geraden  hyperboli- 
schen Cono-Cuuena  (37)  im  Allgemeinen  in  der  durch  ihren  Bcrühnings- 
pankt   gehenden   Erzeugenden   und  in   einer   Cnrve   dritten  Grado 
schneidet.     Sie  berührt  aber   im  Allgetncinen    die   vorgelegte  P'lücbe 
nicht  längs  der  ganzen,  dnrch  ihren  Beruh rungspnnkt  gehenden  Er- 
zeugenden derselben.    Eine  Ansnahme  hienon  findet  nar  für  r  =  x a 
statt;   d.  h.    nnr  die  Tangentialebenen   in    den  Ourcbschnittspanktcn 
des  in   Rede  stehenden   Cono-Cunens  (37)  mit  der    .^Z-Ebeue   be-    — 
rflhren  denselben   längs    der  ganzen ,  durch    ihren    DerUhrnngspnukt^ 
gehenden   Erzengcndeu.     Diese  Tangentialebenen   &ind  ungleich  i 
Directorebene  paiaUel  nud  schneiden  aus  der  vorgelegten  Fläche  i 
die  betreffende  oncugendc  Gerade  aus. 

Ein  anderer  speciollcr  Fall   ergiebt  sich  für  :  •=  0,  und   zwi 
crhftlt  mau  dafür  aus  der  Gleichung  (43): 

In  den  Punkt^-n  der  aingnlären  Kante  des  geraden  hyperbolischere -^»e^ 
Cono-Cuneus  (37)  giebt  es  demnach  im  Allgemeinen  je  zwei  Tangoutia) —  «"jil« 
ebenen,  welche  dnrch  die  A'-Äse  gehen  nud  mit  der  JZ-Ebene  ent— ^*'«l-l 
gf gengesetzt    gleiche  Winkel  bilden.     Analug   dem  Itesnltato   heiiEK^K  .m  { 
geraden  elliptischen  Cono-Cnneus  folgt,  dass   diese  Tangential  eben  enE^^ 
aus   der  vor^elegteu  P'lüchu   ausser  der  singulärcn  Kaute  zwei  bq-^elh 
beiden  Seiten  der  Directorebcne  liegende,  von  derselben  gloich  wci-i^* 
entfernte  erzeugende  Geraden  ausschneiden. 

Jede  dnrch  die   singulare  Kaute  gehende  Ebene  ist  mithin 
Allgemeinen  eine  Tangentialebene  des  geteilten  geraden  byperholiscbe  -a 
Cono-Cnneus. 

Für  die  Gleichungen  der  Nurmale  im  Punkte  xyi  des  voc=^ 
gelegten  Cono-Cuneas  (37)  erhält  man,  wenn  r^,  y„  i,  die  lau/eod^ 

Cordinaton  sind: 


5  16. 
Betrachten  wir  jctat  in  der  Gleichung: 
(44)  /•=cV-**(i^*-«') 


c  als  variabel,  so  stellt  dieselbe  eine  Scbaar  von  geteilten  j 
hyperbolischen  Cono-Cuneis  dar.    Alle  Flächen  dieser  Schaar  geb^ 
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^rch  die  X-Axe  und  berühren  sieb  in  den  beiden  Geraden  x  —  ±_a, 
V  =  0.    Sie  besitzen  also  keine  eigentliche  einhüllende  Fläche. 

Anders  verLalt  fs  sicli,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (44)  e  als 
wnitaiit,  a  dagegen  als  variabel  annebmen.  Wenden  wir  hierauf  das 
>u  9  8.  erhaltene  Besultat  an,  so  crbillt  man  als  Gleichung  der  ein- 
hOllondcn  Fläche  der  vorgelegten  Flächcnschaar : 

icy — «  ^0 
cj-|-w  —  0 

^as  sinii  aber  die  Gleichungen  (40).  Die  einhüllende  Fläche  der 
»orgelegten  Flüclienscbaar  besteht  dcmuach  ans  den  beiden  hyper- 
holischen  Paraboloideu ,  auf  denen  die  Asymptoten  aller  Hyperbeln 
des  geteilten  geraden  hyperbolischen  Couo-Cuuens  (37)  liegen. 

Far  die  erste  Schaar  von  geradiiuigcu  Flächen,  welche  durch  die 
Gleichuug  (44)  dargestellt  wird,  wollen  wir  noch  die  Orthogooal- 
fl  Heben  bestimmcD.  Angenommen,  eine  dieser  Orthogonal  Bächen 
habe  die  Gleichung  ip  =  0,  dann  sind  die  cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Normale  derselben  mit  den  drei  Coordinatenaien  bildet,  bezüglich 
proportional ; 

V*p         Oip         v*p 


Feroer  sind  die  cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  einer  FlBcho 
der  vorgelegten  Flächouscbaar  mit  den  drei  Coorilinatenaxen  bildet, 
hezQglich  proportional: 

3F.     aF.     dF 

dx  '     Sy  '      dx' 

*^  diese  beiden  Normalen  nach  der  obigen  Bedingung  auf  einander 
*®okrecht  stehen,  so  erhält  mau: 

(■■451  ®^  ??_L?^'  ^'j.?^    ^  =  0 

Bx    dx'Sy    dy       d»     dt 

**te«»n  wir  hierin  für  s-.  5-.  -5-  ihre  Werte  und  eliminiren  dann«" 

OX      Oy       03  ' 

^Seilen  der  erhaltenen  Gleichung  und  der  Gleichung  (44)  der  ge- 

'***iiicn  Flächenschaar .  dann  orgiebt  sich  als  partielle  Difforential- 
'®*oiiiing  der  gesachteu  OrthogoualHäcben: 

Nach    der    Lagrange'scheu    Rcduction    der    linearen    partiellen 
"^«reutialgleichungen   erster  Orduung  auf  ein  System  gewöhnlicher 


308  Pabsti  Die  Cono-Cunei, 

Differentialgleichaugen    gelangt   man   zum   allgemeinen   Integral  d 
Gleichung  (46)  durch  Integration  von: 

€ix  idy:  dz  =  xyz :  —  z{x^  —  a^)'y  («*  —  ä*) 

Daraus  folgt 

dxidy  '^  xy:  —  (jc*  —  a*) 
x*-\-y*  —  2a*lga?  =  c^ 
dyidz'^  —  zxy 

Die  Orthogonalflächen  der  vorgelegten  Flächenschoar  sind   demnocIT  "^ 
enthalten  in  der  Gleichung: 

(47)  F{x^ + y *  —  2a«  lg  x,  y « +z^)'^0 

Zu  dcmselhen  Resultat  gelangt  man  hei  der  Betrachtung  der  Ortho-  ^:=m 
gonalflächeu  der  Schaar  von  geraden  elliptischen  Cono-Guneis,  welch»  m:± 
durch  die  Gleichung: 

(48)  F=  c»y«— a2(a2_jp2)  «  q 


dargestellt  werden,  wenn  c  variabel  und  a  constant  ist.    Denn  seta^e  :m, 

dF  dF  dF 
man  in  die  Bedingungsgleichung  (45)  für  ö^.  «p»   g-    die    aus    de^s»  j^ 

Gleichung  (48)  folgenden  Werte  ein  und  oliminirt  dann  c*  zwischc^:^  ^^^ 
(48)  und  der  erhaltenen  Gleichung,  so  rcsultirt  als  partiolle  Differcntia.^r-^y, 
glcichung  der  betrefifendcn  Orthogonalflächen: 


oder: 


OW  VW  ucp 

^y^f^'+^ia'-x^j^-^yia^-x^)  ^  -  0 


d.  i.  aber  die  Gleichung  (46).  Daraus  fliesst  der  Satz:  Ist  c  variatz»el, 
hat  dagegen  a  einen  constanten  Wert,  so  schneiden  die  Orthogot»  ^^' 
flächen  der  durch  die  Gleichung  (44)  dargestellten  Schaar  von  ^^ 
teilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneis  die  durch  die  GloicU^-*'"^ 
(48)  dargestellte  Schaar  von  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  r«^  ^^^ 
winklig. 

§  17. 

Unsere   nächste  Aufgabe  sei   die  Cubatur  des   geteilton  gorai^  ^^ 
hyberbolischon  Cono-Cuneus  (37).    Es  ergiebt  sich : 

F  =  /      /  ydxdz  =  -    /  dxVx*~^^^    1  zdz 


Beachten  t 
U9)  ober  in: 


r,  ilaes : 


=  =g*  (a-(|'  —  n*)  ist,  SO  geUt  die  Gieicbung  1 


-i~^s{'- 


^) 


Von  diesem  Volumen  gelten  analoge  Sätite  wie  von  denijeDigoii  1 
geraden  elliptischen  Cono-Cuneas.    Wir  wollen  diese  hier  nicht  ] 
erat  entwickeln,  sondern  auf  eine  andere  Betrat' htnngsw  ei  sc  oingehen. 

L&sst  man  längs  einer  durch  die  Ebene  x  -^  Xf,   aus  der  vor- 
Bolegten   Flacbo  (37)   ausgeschnittenen    Geraden   eine   gerade  Linie  | 
parallel  der  .W-Ebenc  so  hingleiten,  dftss  sie  stets  durch  die  Z-Axo  i 
geht,   to   erzeugt   sie    ein   hyperbolisches   Paraboloid,   welches   der 
Gleichung: 

cy  =  3-1 

{teuügt.    Fitr  das  Voinmcu   V  zwischen  den  Ebenen  x  >=  i^,  >  = 
dor  22-Ebene  und  dem  jtugehOrigeo  Teil  dieser  Flache  crhftlt  mi 


Slithiu  resultirt: 


(51) 


I''- 


'":f'^C 


'■^+yv—^ 


^^zeicbnen  wir  fenicr  den  Hyperhelsector  OPA  {Fi|;.  1,)  c 
■**>  wenn  die  Hyperbel  der  Gluichang  (38)  genügt,  und  wi 
*D  ftlr  A  setzt;  _ 


=■) 


(5:>> 

"emnach  (-cht  die  Gleichung  (ül)  über  in; 

h.  bei  constant«m  Jq  und  variablem  j-y  vorhalten  sich  die  Volumina  p 
'*©    die  zugehörigen  Hjperbelsectoren. 

Vir  haben  im   g  14.  gesehen,  dasa  die  Ebeue  :  —  e  aus  dem 
^toillca  geraden  hyiierbolischen  Cono-Cunens  (37)  eine  gleicbseltige   ' 
yperbcl    mit  dem  halben   Parameter  «   ausschneidet.     Setzei 
I  =— «  in  die  Gleichungen  (62)  und  (53)  ein.  so  erhalten  wir; 


-t.-«C^+^:-'-°')] 
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Hieran  wollen  wir  einigo  Bemerkuag<>n  üliPr  Sumiuea  md  B 
renzoQ  von  v  knüpfen ,  wenn  r.^  versühiedeno  Wcrto  amuminL 
sich  aas  dcu  GleichuDgen  (ö4)  orgiebt,  haben  wir  dazu   aar  die 
sprechenden  Seetoren  «  zu  betrachten. 

Unter    den    gemachten    YoranSHetznngon    iilBBt    sich    die   i« 
OMchnng  in  (54)  auch  so  schreiben: 


.,..(^; 


d.  h.  der  Soctor  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  dem  tilll 
Quadrat  dcB  halben  Parameters  multiplicirt  mit  dem  namrlichen  1 
garithiuus  von  dem  Quotiontcu  aus  der  Snmmo  der  zagehÖrigoD  B 
coordinaten  dividirt  durch  den  halben  Parameter. 

Ana  der  Gleichang  (55)  folgt: 

Ist  nun:  2»  —  *'  und  sind  a',  y'  die  Zum  Sector  •'  zugcbdri 
Endcüordi Daten,  so  ist  demnach : 

(56)  »■+,'- ^t-- 

Daraus  fliesst  der  Satz:  Die  Summe  der  Coordinaten  des  dopf 
len  Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die  vierte  Proportiot 
zum  halben  Parameter  derselben  und  der  Summe  der  Coordia 
des  einfachen  Sectors. 

Es  ist  aber:  i'*—y'*  —  a*.    Mitbin  erhält   man  aus  der 
chnug  (56): 

(57)  ^'^^J* 

Den  vorigen  Satz  kauo  man  daher  auch  so  aassprechen; 
Abscissc  des  doppelten  Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  is 
\-ierte  Proporlionale  zum  halben  Parameter  derselben  und  der  V^* 
bindungslinie  des  Endpunktes  der  Ordinate  des  einfachen  Sectors  * 
dem  Hyperbelmittelpnnkt. 

Um  mithin  den  Sector  OP,A  (Fig.  1.)  zu  verdoppeln,  consl«» 
man  die  vierte  Proportionale  zu    0.1   und   Oi', ,   trage  dieselbe 
OA  von  O  aus  bis  Q,  ab,  errichte  iu  Ö»  die  Senkrechte  /■,Q,  auf ' 
t  M  ist  Sector  OJ\A  =■  2  8ect.  OF^A. 


.-  Di*  V«no-Ciinti. 
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Damit   ist  zugl^itL   diu  AnTgabo  geldst,  eiuun  gogcboueu    Sector 
f  ){loichseitigcu  Hyperbel  zu  balbircn.    Den»  nach  der  Gleicbung 

r)  ist 

n  daher  den  Soctor  OI'tA  zu  h&lbiren,  uonatniire  mau  über  OQ, 
i  Durchmcsacr  oinun  Halbkreis,  welchor  die  Subdtcltangento  der 
nurbcl  iu  R  achnoidet,  mache  0I\  ^  OR,  m  ist 

SecL  OP^A  —  iScct.  OPfA. 

Aus  der  GIcichuug  (öäj  folgt  noch,  wenn  man  y*  =  x^  —  a'  setzt: 

9)  .■  =  mo  +  /| 

Beacht«t  man  feruer,  dass  der  KrllinmDDgsradius  für  dio  gloich- 
itigc  Ujporbel 

(»*  +  !'')* 
e  "  — ^» — 

ergiebt  sich  nach  der  Gleichung  (57): 

ötiV  —  op,.e 

.,h.  in  WorI«n:  OQ,  ist  die  mittlere  Proportionale  zq  OP,  oad 
n  Krflmniiingsradics  in  r,. 

Zugleich  ist  klar,  dass  fUr  den  Scheitel  der  gleichseitigen  lly- 
rbel  der  Krflmmaugsradias  gleich  dem  halben  Parameter  derselben  ist 

Die  Relation  (56)  litast  sich  leicht  Terallgcmeiuorn.    Ist  nämlich 
—=■  n.»  und  gehört  ««  zu  den  Endcoordiuatea  z,,,  f»,  so  erhält  man: 


fWts  rösnltirt  der  Satz:  Die  Summe  der  Coordinaten  des  n-fachen, 
'tora  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  der  »ten  Potenz  der 
*»no  der  Coordinaten  des  einfachen  Sectors  dividtrt  durch  die 
■^llte  Potenz  des  halben  Parameters  derselben. 

,  Sind  ferner  dio  beiden  Sectorcn  f,  nnd  s^  gegeben,  welche  be- 
ficli  sa  den  Coordinaten  x, ,  y,  und  zj ,  ji,  gehören,  so  ist  nach  (55) : 


,...(! 


•('i+y.)(«t+y»A 


«i+«s  =  i 


,  "  ig,  wobei  »-^  zn  den  Coordinaten  zj,  y^  gehört, 
1  die  Relation: 
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(61)  a^3  +  ^3  = a 

d.  h.  in  Worten:     Ist  die  Sommo  zweier  Sectoren  s^  und  s^  einer 
gleichseitigen  Hyperbel   gleich    einem    dritten   Sector  «j,  so  ist  die 
Summe  der  Coordinaten  dieses  dritten  Sectors  die  vierte  Proportionale 
zum  halben  Parameter  und  den  beiden  Summen  aus  den  Coordinaten 
der  beiden  zu  summirenden  Sectoren. 

Setzt  man:  ^Jh  +  yA^El+J^l  „  e,  so  erhält  man: 

a  ' 


'3 


2c 


Um  daher  einen  Sector  «3  zu  finden  (Fig.  2.),  welcher  gleich  der 
Summe  der  beiden  Sectoren  0/\  A  und  OP2  A  ist,  construiro  man  die 
vierte  Proportionale  OS  zu  OA,  OQ^  +  QiPi  «  OE^  und  0(22+ OiA 
=  072g ,  halbire  ^>S  in  2\  trage  ^*S'  von  S  aus  auf  SO  bis  ü  ab, 
ziehe  durch  U  die  Parallele  UV  zu  Or,  mache  OQ^  «=  SV,  errichte 
in  Q3  die  Senkrechte  PqQ^  auf  OO3 ,  so  ist  Sect.  OP^A  der  gesuchte 
Sector. 

Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe   gelöst:    Es  sei  ein  beliebigö^ 
Punkt  Pg  2iuf  dem  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gegeben,  i»*^ 
bestimme  hierzu  einen  Punkt  P^  so,  dass  der  Sector  OP^P^  glei^V^ 
einem  gegebenen  Sector  OP^A  ist. 

Durch  Wiederholung  derselben  Operation  lässt  sich  die  Gleicha^^t: 
(61)  verallgeraeiueru.  Sind  die  Hyperbelsectoren  .^j,  ä^,...-^»  gegeb*^^ 
und  ist: 

so  ist,  wenn  die  Sectoren  bezticlich  zu  den  Endcoordinaten  a-^,   £/ 
'21  ^2»  •••'n+i,  yu+\  gehören: 

(bJ)  fl-n  +  l+^^w+l  =  ^-^i 

Aus  der  Gleichung  (61)  folgt  ferner: 

(63)  ^,  +  y,  =  ^  y^ « 

d.  h.  iu  Worten:  Ist  der  Sector  ^j  oiner  gloichscitigcu  Hyperbel  gloi- 
der  Differenz  *..  —  ,<f.>  zweier  Seeturen,  so  ist  die  Summe  der  Coor^- 
nate«  von  6j  die  vierte  Proportionale  zu  der  Summe  der  CoordiuaC^ 
von  «.>,   der  Summe   der  Coordinaten   von  .v..  und   dem   halben  Pa'Ä." 
moter  der  Hyperbel. 

Daraus  ergiebt  sich  eine  der  vorigen  ähnliche  Construction. 


Pahst:  Die  Cono-Cunei.  313 

§  18. 

Vir  wollen  jetzt  einige  Beziehungen  an  der   gleichseitigen  Hy- 
1  entwickeln,  wenn  die  Punkte  P^  und  P^  (Fig.  3.)  so  auf  dem 
rbelbogen  Hegen,  dass  O,  A^  Q^  und  Q^  vier  harmonische  Punkte 
Man  hat  demnach  die  Proportion: 

in  ferner  die  Relationen  statt: 

Sect.   O/'s  -4  «  i  Sect  OP^  A 
Sect.  OP^A=^i  Sect,  OP^A, 

Igt  zunächst  aus  (58): 


OP^^  =  OA .  OQg 

O'pj  «  }  (OA .  OQg-f  O^ .  OQ2) 

Ö7^  ==  J(0.4.  0Q,  +  O^.  Qj  Qsj+  OQi.  OQ2-.IQ,.  OQ5J) 

(8  folgt  mit  Anwendung  der  Proportion  (64): 

'Öl{*  =  iOQ,(OA+OQ^) 
(oD)   ist  nun:    i  OAiOA  +  OQ^)  =  ÖQ^^,  folglich  erhält  man: 


OP^^.OA^  OQ1.OQ4« 

eil    wir   hierauf  noch   die   Gleichung   (58)   an,    nach   welcher 
Qi  =  or/  ist,  so  resultirt: 


OP^^OA^^  OP^^^OQ^^ 
OQ^iOP^  =   0^:0^3 

er  Figur  3.  folgt,  wenn  R  der  Durchschnittspunkt  der  Scheitel. 

itc  mit  OP^  ist: 

OQ^iOP^  =  OA'.OR 

joideu  Proportionen  ergiebt  sich: 

OP3  =  OR 

>araus  fliesst  der  Satz:  Ist  der  Sector  OP^A  die  Hälfte  des 
rs  OI\jA  und  liegen  J\  und  P^  so  auf  dem  Bogen  der  gleich- 
*n  Hyperbel,  dass  die  senkrecht  darunter  liegenden  Punkte  Q^ 
Lj  mit  dem  Mittelpunkt  O  und  dem  Scheitel  .1  der  Hyperbel 
»armonisclie  Punkte  bilden,  so  schneidet  die  Scheiteltangento 
er  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  O  mit  P^  ein  Stück  OR 
Elches  die  niittlcro  Proportionale  zu  OA  und  OQj  ist. 


(  Pah*l!  DU  CnwChmL 

Zugk'ii-Ii  gellt  bier&aB  hervor:  Wciiu  O,  A,  Q,  nnil  U^  * 
"raoniache  Punkts  sind,  nui!  man  lialbirt  den  Sector  or,jl,  ■ 
Sect. OP^^  -=  jSect  OPfA  ist,  bo   hat   man  damit  aucli  den  t 
UP-^A  halbirt,   denn   mau   bat  nur    01^=^011   za  macben, 
jSect.  01\A  =  } Sect.  OP^A. 

DtGso  Beziobungea  lassen  sieb  za  ciuer  CoQstraction  von  P 
Beiner  tcl(--ichseitigcn  Hyijcrbcl  verwenden,   wenn  der  Mittdpail 
und  der  Scheitel  A  derselben  gegeben  sind.    Man  wählt  näinl 
hArmouische  Punkte  O,  A,  (J,  nnd  U„  coustniirt  über  OQx  n 
als  DurchmesseT  Halbkreise,  welche  die  in^lanf  0.4  errichtete  t| 
rechte  in  R  nnd  R^  schneiden,    tragt   ORy  von  O  ans  auf  0R% 
BP«  ab,  so  ist  ^4  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Andererseits  lässt  sich  bieraaf,  wenn  die  gleichseitige  HypcrM  I' 

begeben  ist,  eine  Construction  dos   zu  A  zugeordneten  vierten  ha^ 

moiiischen  Punktos  iw   O,  A  nnd  (j,  gründen,   wie  auch  eine  C^iB- 

niction  des  zu  O  conjugirten  vierten  harmontscbeu  Pnnhtes  zn  0, 

I  und  Q}. 

Constmirt  man  ferner  in   P^  unter  Beibehaltung  derselben  I 
flingüugcn  die  Tangente  P^T  an  die  gleicbseiügo  Hyperbel,  aoJ~ 

^■  =  ('.-3'+»' 

ii^    -         ^i 
iDa  aber  die  Bedingung  besteht: 

Secl.  OPiA  =  JSect.  OP^A, 


mfiti  folgt  nach  (50) : 
KaIso: 


^^ithiu  erhält  man: 


'      ~  OA+OQ,  I 
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LnweDdoag  der  Proportion  (64)  ergiebt  sii'h  hieraus: 

*       "  ÖÄ  +  Otit 

P^*  =.  ^Q,.OQ,  —  OA.QiQ, 

DVMiB  ttiosst  der  SaU:  Siod  O,  A,  Q,  und  Q,  vier  barmotiiscbe 

i  anf  dev  Aie  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  und  bestimmt  man 

1  soC  acta  Hyperbclbugcu ,  dass :  Sect  y/',J  =  i  Sect  fJ/',-!  ist, 

n  ist  die  Taugente  iu  l\  die  mittlere  Proportionale  zwiscUen  AQ^ 

1  OQ,  oder  zwischen  t».l  und  Q,Qi 

Wir  bab*"!!  \orbiii  erhalten: 


0.d+Q 


^Q, 


Adj.AQt 


4.  h. 


wenn  man  die  Proportion  (G4)  berttcksichtigt..    Mithin  resnltirt: 
OQ,"  :  Q^*  —  OA  :  AQ^ 
Fällt  man  von  Q«  die  Senkrechte  <4^  &uf  ^Ai  so  ist: 
Öy^*  :  (4^4*  —  OAr :  W^ 
Ans  btiUen  Proportionen  ci^ebt  sich: 

OA  zAQi  =  OX:  JVP^ 
AM  U  (?,  Tj 


Hierauf  kann  mau,  wenn  die  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  ist,  eine 
Coustruction  des  zu  O  coujugirloa  vierten  harmuuisohen  Punktes  zu 
O,  .1  und  Qj  grUnduu.  Mau  constniire  Über  Oii^  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis,  welcher  die  Seheitel tangente  in  if,  schneidet,  mache 
Or^  —  Oll,,  fiille  von  Pt  diu  Scukreuhto  J'^Q^  aul"  OÖ,  und  von  (4 
die  Senkrechte  ti^N  auf  Ol\;  ziehe  durch  J«  die  Parallele  zu  .l.v, 
fto  schneidet  üiesu  Parallele  die  Hypcrbelaxo  in  dem  zu  O  zugeordneten 
Tiortvu  harraonischoa  Punkt  Q,. 


Qehoii  wir  uuu  zur  DoliAollttRii  ' 
lerbolischen   Codo-Cq' 


I    gcradiMi  hy- 
ivir    hierbei    als 
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Leitlinie  dieGolbe  Uypcrbel  wie  beim  gclpilltn  geraden  hypcrboÜBä 

o-CuneuB : 


als  Dircctorcbcnc  demnach  die  .Y^J^Ebono  und  ilio   f-Aie  aU  i 
Ire  Kaute,   so   mttsscn   die  crzcugcndeü  Oeradüu  den   Gleicliaog 
konügen : 

)  dass  man  als  Glcichnag   des  in  Rede  stehenden  Cono-Caneiu  I 
rkfilt: 


Aus  dieser  Gloichnng  gelit  hervor,  dass  *  jeden  beliebi^eo 7at 

_  uiebmen   kann.     Ferner   fulgt   daraus,   dass  jede   zur  Jr-Ebe» 

parallele  Ebene  deu  einfachen   geraden  hy[icrboli8chen  Cono-Ctmeu 

(67)  in  einer  Ilyperbcl  achneidet,  deren  Mittelpunkt  auf  der  ä-A« 

liegt,   und  deren  Äxos  bezüglich   in  die  Ebenen  der  xt  und  detj* 

fcUen.    Darin  stimmen  die  beiden  geraden  byperboÜBcben  Cono-CnW 

ftliorein.    Während  aber  beim  geteilten  alle  ftusgeBchnitlonen  HjpB- 

>ein  dieselbe  reelle  Axe  haben ,  wachsen  beim  einfachen  diew  Aun 

"proportional   dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene  von  der  siogi- 

lären  Kante.     Die  reellen  Aien  der  Hyperbeln  des  einfachen  gersitei 

hyperbolischen  Cono-Cnnous  verhalten   sich  also  genau  so  wie  iW 

maginflreu    der   Hyperbeln  des   geteilten,   und  nmgekehrt  sind  ^ 

Umaginären   Äsen  der  Hyperbeln  des  einfachen  einander  gleich  nt 

^e  reellen  derjenigen  des  geteilten. 

Hieraus  folgt,  dass  beim  einfachen  geraden  hyperbolischen  C«» 

^ineus  (67)  die  Scheitel  dar  ausgeschnitteneu  Hyperbeln  von  i  •■■ 

=  0  sich  einander  uäbern,  bis  sie  für  i  =  0  zaBammenfaliÄ 

Während  die  Enlfernniig  der  Scheitel  der  Hyperbeln   des   getölW 

wnstant  bleibt.    Die  beiden  Teile  des  einfachen  geraden  hyperhfr 

Bachen  Cono-fJuneuB   (67)  liegen  daher  nicht  von  einander  getraut 

jiondern    treffen  in  der  singulären  Kante  zusammen,  womit  die  B<" 

Ixeichnnng  „einfach"  zusammenhängt. 

Die  beiden  geraden  hyperbolischen  Couo-Cnnei  unterscheid« 
sich  in  Betroff  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  noch  darin,  ihM  bei« 
geteilten  die  Zweige  der  Hyperbeln  sich  von  ihrer  reellen  Axe  BÖ 
wachsendem  Abstände  von  der  singalftreu  Kante  entfernen,  wifc»' 
sie  umgekehrt  beim   einfacheu  sich  mit  wachsendem   AVr-'nl^  -" 

singulären  Kante  ihrer  reellen  Axe  nähern. 
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iche  gerade  hyperboiiscbe  Cono-Cnneus  stimmt  wieder 
giiteilten  übcroiu,  ilass  auch  bei  ihm  die  HrennpouklP 
aosgescIiniltcDeD   Hypcrbclo   auf  ciuer  Hyperbel  liogea,   deren 
NctiiiDg  ist; 

Hittelpankt  dieser  Hyperbel  ist  demuach  der  CoordiDalonaufaug, 
re  reelle  Axe  2a  liegt  in  der  X-Axe,  ihre  imaginäre  2  -  in  der 
Ata. 

BerficksiL'biigoii  wir  hierbei  die  Gleichung  (39),  so  resultirt  der 
:  Scbncidon  sich  die  beiden  geraden  by]>urboliBcben  Couo-Cuiiei, 
reo  sluguliire  Kanten  in  einer  Ebeuo  liegen  uud  auC  einander  senk- 
cbt  stellen,  iu  einer  gleich  seit  igcu  Hyperbel,  so  liegen  die  Bremi- 
lukto  der  durch  Ebeueu  iiarallcl  dieacr  Burcb schnitt«! i nie  aus  ihnen 
isgescbmttcueii  Hyperbeln  auf  eiucr  und  derselben  Hyperbel. 

Die  Asymptoten  einer  durch  eine  Ebene  paiaiki  der  JJ'-Ebene 
dem  einfachen   geraden  hyperbolischen  Cono-Cnueus  (67)  auBgo- 

Rien  Hjperpcl  genügen  der  Gleichung: 
inpl«tcu  aller  dieser  ausgeschnittenen  Hyperbeln  liegen  dem- 
auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloideu; 


.  + -I 


ö) 


BTtaascbeu   wir  in  diesen  Gleichungen  g  mit  x. 


* 


lind  aber  die  Flächen,  nnf  denen  die  Asymptoten  der  Hyperbeln 
dafacheu  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuucus  (67)  liegen,  wenn 

I  denselben  um  die  Z-Axe  um  ^  dreht. 

Mit  Berüeksichtignug  der  Gleichungen  (iU)  reaultirt  dalier  der 
I:  Sclineideu  sich  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Couo-Cunci, 
in  siugulüre  Kanten  in  einer  Ebene  liegen  nnd  auf  einander  senk- 
in einer  gleich  seit  igen  Hyperbel',   und  dreht  man  den 

um   ö<  so  liegen  die  Asymptoten  der  aus  beiden 
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Flftclion  durch  Ebenca  parallel  ihrer  Durcbschuittsliuie  ausgeschnitte- 
nen Hjri>erbeliJ  auf  deoaelben  beiden  bypoi'bolJ scheu  Paraboloiden. 

Da  diese  Paruboloide,  wie  beim  geteilten  geraden  LyperboUscbeD 
Couo-Cnucus  nachgewiesen  worden  ist,  zugleich  die  eiobüllende  FIßche 
der  Schaar  tou  Cono-Cniieis  bilden,  welche  durch  ihre  Gleichnug 
dargestellt  wird,  wenn  der  Parameter  der  aas  einer  solchen  Flüclio 
auBgeschnitlenen  gleichseitigen  Hyperbel  variabel  ist,  so  kann  inaih. 
diesen  Satz  auch  so  deuten: 

Sebneideu  sich  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Ciiae^B 
deren  singuUro  Kanten  in  einer  Ebene  liegen  und  auf  einander  senl^= 
recht  stehen,  in  ciuer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  halben  Par^^ 
meter  a,  so  bestehen  die  einhüllenden  Flflcben  der  beiden  Flächci^^ 
scboaren,  welche  durch  die  Gleichungen  der  beiden  Cono-Cunei  da^c: 
gestellt  werden,  wenn  «  variabel  ist,  und  der  eine  um  die  •Z.Axe  u«:3 

a   gedreht  wird,   ans  denselben  beideu  hyperbolischen  Paraboloidecs- 


Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Paukte zyi  dea^ 

fachen  geraden  hyperbelischen  Cono-Cunens  (67)  ergiebt  sich, 
i,  f/,  i  die  laufenden  Coordinalen  sind: 

(71,  t4--'^'''^-" 

Von  derselben  gelten  analoge  Beziehungen  wie  von  derjenige 
geteilten  liyperhoüschen  Cono-Cuneus.  Die  Bertthruugspankte  i 
jenigen  Tangcntialbenen,  welche  die  vorgelegte  Flache  (67)  Unga  e 
ganzen  Erzeugenden  berühren,  liegen  auf  den  Durchsclinittslinien  der 
^2-Ebene  mit  der  Fläche.  In  den  Punkten  der  singnJäron  Kante  ^ebt 
es  ebenfalls  je  zwei  Tangentialebeucn ,  welche  dnrch  die  siDgolfire 
Kante  gehen  und  mit  der  rz-£benc  entgegengesetzt  gleiche  WiiUcd 
bilden. 

Betrachten  wir  jetzt  das  Volumen  V  zwischen  den  Ebenen 
y  ^  0,  y  '"  sot  "'"Hl  "^  '^  0  und  dem  zugehörigen  Teile  des  ein- 
fachen geraden  hyperbolischen  Cono-Cnueus  (67),  so  erhalt  man  für 
dasselbe : 


(72) 


( ka  yy7+^+i^''g(^°+^^'"''+-) } 


ÄEt  Berttcksicbtigung  der  Gleichung  (67)   lässt  sich  diese  Gleichung 
auch  80  schreiben; 
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ferner  folgt  aas  der  Gleichung  (50),   wenn   man  darin:   Vx^i^  —  a' 
iurch  -^  ersetzt: 

«0 

(74)        F  «Kyo^ 4r^n      a^       >) 

Vertauschen  wir  in  (73)  a;  mit  y^  d.  h.  drehen  wir  den  einfachen 


TT 


geraden  hyperholischon  Cono-Cunens  (67)  am  die  Z-Axo  am  ,^  ,  so 
g^ht  diese  Gleichung  üher  in: 

(73a)        F='Kyo«o+-4-lßi^— ;^^ j 

Setzen  wir  hierin  a  «  &,  so  resoltirt: 

K+  F'  -  Kyo«o 

Daraos  iliesst  der  Satz:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyper- 
bolischen Cono-Cunei,  deren  singulare  Kanton  in  einer  Ebene  liegen 
und  auf  einander  senkrecht  stehen ,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 

n 
ood  dreht  man  den  einen  um  die  Z-Axe  um  ö  )    ^^  ^^^  ^^^  Summe 

der  za  denselben  Coordinateu  scq^  po^  zq  gehörenden  Volumina  der 
beiden  Flächen  gleich  dem  halben  Volumen  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipedons  mit  den  Kanten  xq^  y^^  z^. 
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^  fc  -— Ar,  ^  (f*— l)(y-"«)^,  woraus  folgt,  dass  die  beiden  Kegel- 
*clttutte  sich  doppelt  berühren,  mit  a\  als  Bertihrungssehne. 

Sehen  wir  nach,  ob  diese  Beziehung,  die  sich  als  notwendig  her- 
^stellte,  auch  hinreichend  ist? 

Es  seien  k  und  k^  in  doppelter  Berührung.     Bei  passend  ge- 
wähltem Coordinatensystem  seien  ihre  Gleichungen: 

k  =  |*+2i;f  =-0       k^  =  ll^-{'27ii  =  0 
öer  Punkt  1  habe  die  Coordinaten    0,  i;i,    f, 

»»  2       „         „  „  §2,    7^21    i%' 

k  gehöre  zur  {a^^h^c^'^  k^  zur  (aii»3C2)-Collinoation. 
Dann  wird 

a^-"     ^l+fs^  +  ^st  =*  0   ,(Polare  von  2  bis  k) 
«^  -     ^«f+fe^+^f  "^  ö    (Polare  von  2  bei  k{) 

Nun  ist   aber  3   einerseits  der  Pol  von  ö^   bei    kil^i^^  ri^^  l^\ 

"^^ic^rerseits  der  Pol  von  ac  bei  ^1(7,  %»  fe)»  also  muss 

Z«  —  1    folglich    /  —  —  1 
8®iu.      (i  =1 1  würde  k^  mit  ä  identisch  machen). 
I>ie  Bedingungen  sind  also: 

^)      k  und  A:^  sollen  sich  doppelt  berühren ; 

.  ")      die  Summe  der  beiden  Factoren   (/),  wodurch  k-\-Uc^  sich  in 
"öeare  Factoren  zerlegt,  muss  =  0  sein. 

I>ann  kann  man  den  Punkt  2   ganz  beliebig,  den  Punkt  1  auf 
^'^  Berührungssehne  annehmen,  dann  erst  bestimmt  sich  3  eindeutig 
'^^   dsss  123  in  Bezug  auf  k  und  k^  dasselbe  Dreieck  zum  polar- 
^^^Proken  besitzt 

2.    Die  Dreiecke  sind  vierfach  colliuear,  wenn  A  «  |*  =  v  ist, 

rA<fcS-j-;ti;*-|-^«*+2y2+2zic-f-2ary=0  gehört  zur  (aiÄ2<^3)"Collection 

'»^A«,+y*+zH-2iy«+2;«r+2a-y=0         „         „  (a^Vs)         m 

■^^^«+iy«+z2+2y^+2A^.f2x2/«0         „         „  (a^h^c^)         „^ 

^^^M-yH-^*+23^^+2Äa;+2Aa-i^=0        „         „  {a^h^c^) 

■•  1,  Fbys.    2.  Beihe,  Teil  U.  ^^ 


MitutOfn. 


t,-t„=(i-l){y-;)(-2*4-y-{-s) 


woraus  man  ganz  deutlich  die  gcgoascitigQ'Lage  der  vier  Eegclschniue 
sieht.  Wenn  man  noch  beachtet,  dass  die  Taugeuto  an  Q  vom 
geinoinacliaftlichoii  Puukle  (1,  I,  1)  dor  Beruh raugs seh ueu  vou  i  asd 

t„  t  nnd  il-j,  /,■  und  t,  sind: 


*+"»  +  ""- 


üdI)  kanu  man  die  Ergebnisse 


{«  eine  coniplexo  dritte  Eiiihoitswu 
aussprechen: 

Die  binäre  kubische  Form,  die  ^  Ü  gesot?:t  die  drei  Ccrahmncr^- 
sehnen  (y  — s  -=  0,  s— «  —  0,  x-y  =  \i)  darstellt,  hat  die  erie»"^^ 
geudon  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  *■,,  fr,,  t^  (— 23--[-j/  +  - ==  "■ 
a^— 2j-fi  =  0,  T  +  j  —  2j  =  0)  zur  kubischen  Covariauto,  und  ^t3o 
Tangenten  zur  Hesse'acheu  Covariante, 

Wenn  man  aber  diese  Tangenten  und  die  zugehörige  Berahmo  -«P 
sehue  zn  Coordiuatenaxen  wählt,  werden  die  Gleichungen  einfacli-^^ 


k  =  S*+2.ii;=-  0  0 


=  £*+2,,J  =  0 


die  Gleichungen  erscheinen  in  reeller   Form ,   wenn  man  statt   »^  —  { 

resii.  mit  »j  +  £i  und  —i;+£i  proportionale  Grössen  cinflihrl. 

Der  Punkt  1    kann  auf  der  Geraden  ))  — £  =  U  beliebig  ge«*-™" 

worden,  dadurch  aber  bestimmt  sich  IS.I  eindeutig  bo,  dass  die    =•*"' 
gehörigen  polarrociproken  Dreiecke  identisch  werden, 

3.    Dia   Dreiecke   sind  in    («jijCs)  -,  {a^b.^e^)  -,  (oBJ,f^)-C<»*"' 
neationen,  wenn  k^v  =  1  ist. 

t,=lx'+f(9*+vr*+2ji+2Är+2xy=0  gehört  zu    {a,V3)-ColliJieat'*'" 

is=x^Hv^''-|-vJ!*+2fiVji+2v^ic+23Tj=0     „    „      ("a*!"»)-        « 

Diese  Kegelschnittte  borülireii  sicli  im  Allgemeinen  niclit. 
iüohen  wir  die  beiden  ersten  auf  ihr  gemoiuschaftlichea  Poldi 
Ihre  Gleichungen  seien: 


iftietlliH, 

aordinaten  vod  1.  seien  {„  »j,,  f,.     Dana  sind; 
HirdinateD  von  3:    /£,,  rni;,,  ii£ 


Kirdüuiten  voi 


l' 


(Polare  von  1  bei  *,) 
(Polare  von  1  bei  A-,] 

(Po!  von  ab  bei  i,) 
(Pol  von  bc  bei  k,] 


m  aber  wird  oc  einorscits: 

t-f,s+m*r;,T,  +  n*£,J;— 0    (als  die  Pülare  von  3  bei  t, 

rseita: 


'-+: 


f  =  0     (als  ilio  Polnro  von  2  bei  t,) 


s  also  sein 

p  =.  nfi  =  ii'    (=  1.  wie  wir  annebmen) 
prei  wesentlich  verscbicdcuo  Falle  sind  zn  nnterBcbeideu : 


I 


».E|"  +  ,>  +  J'  =  0 

'.s  !■+,=  +  »■£» -0 
aber  nicht  in  reelle  Form  übergeführt  werden. 


l,  =  p+..  ,.+.£.  _0 

ütltr  Fall  tritt  ein,  wenn  die  kabiscbe  Gleichung,  deren  Wnr- 
m,  n  sind,  eine  reine  Gluichnng  wird.  Dies  bedingt  das 
litigo  VcrBchwinden  der  boidun  wohl  bekanuton  simultanen 
nten,  die  bei  Salmon  mit  0  und  S'  bezcichnot  werden. 

den  obigen  drei  Kegelschnitten  kann  ein  vierter  anf  dreierlei 
beBÜmmi  werden,  dass  dn^  System  der  vier  Kegelscboitte 
1  iiolarreciproko  Dreiecke  zuliiast.     Diese  Kegelschnitte  sind: 


Die  sechs  Eegdacbnittfl  endlich  bilden  ein  System,  in  Bezog  i 
welcbcs  die  Droiecko  123  nnd  abe: 

sechsfach  polorreciprok  sind. 

Unter  den  6  Kegelschnitten   gieht    es    liüchstens  vier  reelle, 
beiden  Dreiecke  sind  immer  imaginär. 

KlaoBenburg  (Ungarn)  ISSi  Febraar. 


Heber  drei  geometrische  KrelsUrter. 

Bei  der  Constniction  von  Dreiecken  aus  gegebenen  Stüc 
Bpi€ilt  die  Lehre  von  den  gcomctriBchen  Üertern  eine  wichtige  Ro 
Wenn  ich  ira  folgenden  auf  drei  soklie  Oerter  die  Aufmerksamkei^i^ 
lenke,  so  hin  ich  weit  entfernt  zu  behauiiten,  dasa  dieselben  nicl^.-^ 
schon  anderweitig  bekannt  seien;  indessen  habe  ich  sie  in  keiee*^ 
der  bekannteren  Werke  über  elementare  Geometrie  angetroffen.  Autü 
dürfte  die  analytische  Ableitung  derselben,  wenigstens  meines  WisBecka, 
mir  eigentümhch  sein.  Ich  gehe  nun  an  die  Formiüimug  der  Ktm.S- 
gabc: 

„Wenn  bei  constauter  Basis  und  constantcm  Radius  des  oo 
schriebcnen  Kreises  eines  Dreieckes  der  Scheitel  des  Dreieckes  »ich 
längs  der  Peripherie  des  Kreises  bewegt,  so  ist  die  Frage  nadi  d*" 
geometrischen  Ocrtern,  welche  der  Schweniunkl  des  Dreieckes.  «»*' 
Durchschuittspnnkt  seiner  Höhen  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Di"^*" 
ecke  eingeschriebenen  Kreises  beschreiben." 

Das  System  reclitwinkligor  Coordinatcn  werde  für  alle  drei  FÄ-*^ 
so  gelegt,  dass  die  A'-Axo  mit  der  Basis  des  Dreieckes  zosamn»**** 
fiilll,  während  die  K-Äxe  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kr»*^*'^ 
enthält.  Der  Pnnkt  A  der  Basis  habe  die  Coordinaten  (—p,  0),  ^* 
Punkt  B  (-\-F,  U).  Der  Scheitel  des  Dreieckes  besitze  die  vi 
Coordinatcn  (a;,,  yj);  endlich  sei  die  Gleichnng  des  Kreises 


1^' 
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p  and  q  sind  an  die  Bcdingang  gobanden: 

p*  +  q^  «  r« 

l<{immt  man  för  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  S  ^  uud  i/, 
so  ist  bekanntlich 

^3         ^  "  3 

Da  nnn  x^  und  yj  einem  Pnnkte  des  Kreises  angehören,  also 
die  Gleichung  (1)  identisch  erfOUen  mOssen,  so  ergibt  sich  für  den 
geometrischen  Ort  als  Gleichung 


('-I)+'-(0' 


ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfer- 
nung I  sich  befindet,  und  dessen  Radius  gleich  dem  dritten  Teile 
des  Radius  des  umschriebenen  Kreises  ist. 

Es  sei  ff  der  Schnittpunkt  der  Höhen,  seine  Coordinaten  |  und 
?;  flbrigens  sei  alles  wie  zuvor;  für  I  und  17  findet  sich: 

-Ans  der  Gleichung  (1)  aber  folgt: 

«üthin  !»'-'.' =  y.*- 2m 

^^d  daher  also  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

^-  i.  ein  Kreis,  der  mit  dem  umschriebenen  gleichen  Radius  bat,  und 
^^sacn  Mütdpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfernung  —q  liegt. 

Etwas  schwieriger  gestaltet  sich  der  Beweis  für  den  dritten  P  all 
^^U  geometrischen  Ort  des  SCttelpnnktes  des  eingeschriebenen  Kroi/scs 
^Qtr^end,  da  das  Auftreten  von  WmsdlggBww  weülftofige  Rech- 
'^Utigen  notwendig  macht.    Indeaai  iai  i  dorch  einige 

^^nljiudie  geometrische  BeHndOngm  kb  glanbe, 

^Ö^Iichgt  einÜMdi  zu  gestaltaL 


Aqb  der  bokanoten  Gleiubaag   fttr   die  Grosso   des  RaiÜds  äft  1 
bnem  Dreiecks  eingescbriebenon  Kreises  folgt  fUr  cur  —>  >]  der  Wiirt 


2g -g, 


2p+v'y,»+{',-p)*+Vyi''+(^i+r)' 


Schafft  man  die  Wurzelzeichen  weg,   nnil  drückt  mit  Hilfe  dor  ({ 
chuDg  (1)  allo  ü*,  dnrch    >/,  ans,   eo  resultirt  folgende  Bcdi 
gleichang : 

")     J'. ^=^— 

Andrereeitfi  mnss  der  Punkt  m  aus  leicht  einzusehenden  Gründen  iniinkT 
auf  der  Geraden  CO'  liegen,  deren  Gleichung  tautet: 


Eliminirt  man  mit  Hilfe  von  (1}   aus  (ß)  die  GrSase  x,,   setit 
i  =^  I  und  s  ^  ri  aus  der  Gleichung  (er),  so  wird 

-P*  ±pVr''  —  q^  +  ^,(r  +  >j)   .  gi  +  r  — g 


li  gehöriger  Bednction  folgt  hieraus 


gemäss  (n),   so  ändet  sit-li 


reetzt  man  hierin  deu  Wert  y,  durch  i 
I  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

d.  i.  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  unteren  Duruhsclinitt  de% 
umschriebenen  Kreises  mit  der  Ordinatenaxo  liegt  (O'),  und  destatt 
Radius  gleich  ist  AO'. 

Der  Beweis  für  den  letzteren  Ort  lässt  sich  auch  unschwer  lyo- 

thotisch  führen.    BeKcichnet  man  nämlich  die  Dreiecks  Winkel  in  % 
wohuter  Weise  mit  ti,  ß,  y,  so  ii 


Nennt  man  einen  Basiswinkel    dt 
AuO'  1^,  so  ist  wegen 

Wkl.  AO'  C : 


■   gleich  scheu  kl  igen  DrQ 


8»! 


und  daher 


=  90"- 


ß+y 


;.  i.  w. 


Es  wurde  mich  za  weit  Atbren  allo  Falle  anzuführen,  iu  denou 
vontehoDde  Oerter  aehr  einfache  und  elegante  Drcieckscenatracticmen 
wlnaben;  es  genüge  nur  für  den  letzten  Fall  drei  Aufgaben  dieser 
An  aaznfuhren: 

Von  einem  Dreiecke  seien  die  Radien  des  um-  und  eingeschrie- 
benen Kreises  und  die  Basis  oder  ihr  GegenwinkL-I  gegeben;  oder: 
inem  Dreiecke  sei  die  Basis,  die  Summe  der  Scheitel  selten  und 
der  Badins  des  oingcsch riebeneu  Kreises  fjogeben.  In  diesen  Fällen 
rlaubt  der  letzte  geometrische  Ort  eine  weit  einfachere  Constraction 
]s  dies  mit  Hilfo  der  Rechnung  und  uachheriger  Constrnction  der 
«rechneten  Formel  gescheiten  kann. 

Karl  Zelbr, 
Assistent  der  k.  k.  Stomwarto  zu  Wieu. 


l'ebvr  die  tollkommenen  Zahlen,  In^besundere  Über  die  bis  Jetzt 
»tteifelliarten  Fltlle  2*'',(2"  — 1),  2«,(2i'-l)  und  2".(2M  — l). 

1d  einem  Aufsatze  von  Krafft  über  die  numeri  perfecti  (Comm. 
Tutrop.  T.  VII.  p.  7—14.)  giebt  dieser  im  Ganzen  zehn  solcher  Zahlen 
ut,  als  die  einzigen  bekannten.  Die  vollkommenen  Zahlen  (numori 
iH'rfccti)  sind  bekauntlich  solche,  für  welche  die  Teilersnmme  der 
^'  gleich  dieser  Zahl  solbat  ist.  Dia  einfachste  dieser  Zahlen  ist 
=  l-)-24-iJ;  die  allgemeine  Formel  ist  2''(2"-H  — 1)  ^  iV  und 
^Ä*"  mit  der  Bedingung,  dass  der  zweite  Factor  eine  Primzahl  ist. 
*let  man  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung  dio  Divisarensumme 
»  a".(2''+i  — 1),  so  erhält  man  für  dieso  (2-+' —1).2"+',  mithin 
'  XJoppelte  von  iV'.  Zieht  mau  von  der  Divisoren  summe  VV  selbst 
Qm  die  Summe  der  aliiinuteu  Teiler  zu  erhalteu,  so  Ist  letztere 
»nach  gleich  iV. 

Die  von  Krafft  anf geehrten  ishB  DuiiAri  pcrfcctl  sind  nun 
t^»— 1),2»{2'-1),  2*(2^  — 1),2*^— W,3"(2"-l),  2'«(2"-l). 
Ca«— 1),  2äO(2W_l),  2»"(2"— a      ^'^" 
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Für  die  Zahlen  2"—!  bis  2'"— 1  ist  ihre  I 
zahlen  sofort  zu  constaiiren ;  2"  — 1  =  21.174836-17  hat  L.  1 
als  Pritn/abl  frwipscn,  uml  ich  fand  dies  dadnrch  bestätigt,  da»  N 
die  vier  zuBanimengehürigeu  Formendasseii  (1,  0, 13398);  (22,0, fi 
(»8,  U,  231);  42,  0,  319)  nur  eine  oiuzige  ([aadratischc  Uarsh^ol'l 
möglich  iät,  iiftfiilich  22.TOOl'-}-60Ü.132f>'.  Enlcr  selbst  bat  4 
Nachweis  dadurch  gQUefert,  dass  er  dio  Zahl  dnrcb  slimmtliche  ^^M 
zahlfiu  vou  den  ciuzig  möglichen  Formen  248i-F-l  und  246 1 -|' ~ 
bis  zu  der  Quadratwurzel  bin  dividirtc,  uhno  dass  irgeud  einmal  & 
Divisor  aufging. 

In  Betreff  der  Zahlen  2"  — 1    nnd  2"  — 1   bemerkt  Kraft, 
Eulcr  in  cinor  gelegentlichen  Bomerknng  diese  für  Primzahlen  erkll 
habe.     Ich    fand   mich   nun   bewogen,   nachdem   ich   Bcbun 
2"  — 1  =  223.616318177  und  2*3  —  1  =  431,  204085fi8497  gefilDd 
hatte '),  auch  jene  beiden  einer  Prüfung  zu  unterwerfen.    Es  sri  i 
gestattet,  das  hierbei   beobachtote  Verfahren   fUr   eine   der 
etwa  2*'— 1  kurz  anzugeben. 

Barch  Ausziehung  der  Quadratwnrzelaus2''—1=  1407374883553^^*^ 
findet  mau  2'!  — l  =  llb63283«-j-4817238.1i'. 


Da  nun  jeder  Prim-Diviaor  von  2"—!,  wenn  n  eine 
ist,  die  Form  2n!+I  haben  muas,  also  für2*'^l  die  Form  94e+"- 
mit  anderen  Worten ,  da  joder  Divisor  =  1  (47)  ist ,  so  muss  am 
—47  (juadratischer  Rest  jedes  Divisors  soin.  Es  kam  also  di 
an,  aus  obiger  rinadraliacheu  Darstellung,  deren  Dclerniinani^^"' 
—  4817238  ist,  eine  andere  zu  gewinnen,  deren  Dcterininante  dd-»-^^ 
Factor  47  enthielt.  Setzt  mau  zu  dem  Ende  (11803283  — o)'  sta*'-'' 
11863283',  so  hat  mau  als  Ausgleich  zu  dem  »weiten  Glied^M' 
2.n863283«~e^  zu  aiidircn.  Für  n -=  12  wird  dauu  der  neiM^Tia 
Wert  des  zweiten  Gliodos  =0(47)  und  die  weitereu  Werte  für  i— ^"i 
unter  welchen  diese  Congruenz  fortbesteht,  sind  durch  die  For«^^^ 
47ic-|-2  bestimmt.    So  findet  man  unter  anderen 

2*i_i  =ll863081''+2.3.43.47(629-) 

Behält  man  jetzt  für  die  Determinante  die  Factoren  3.43.47  hei,  ^^ 
muss  von  da  an  für  a  die  Form  6ü63j--j-1643  gebraucht  werdt*--- 
damit  das  zweite  Glied  =  0(3.43.47)  bleibt.  Es  ergiebt  sich  dan^ 
femer  als  Darstellung 

2"— 1  -11843249*4-2.3.43.47.17.37.73.853. 


1)  Znr  Zeit  war  mir  anbekiuiat,  dAti  Kraäi  ii 
beiden  Zerlcgungea  Ecboa  angiebt. 


Auf  dicsu  Ix'iijea  OarsLclInngcn  soll  sieb  die  Untersuchung  im 
itercti  Vorhufu  grQuUcu.  Das  zweite  Glied  oder  genauer  goaproi'liea, 
r  Coeftidont  dor  zweiten  Glieder  ist  unter  HiozunaLmo  des  Vor- 
ieheus  ( — )  iii  bcidou  F&lkm  nichts  anderes,  als  die  Dettiriiiioaute'. 
^tgt  mau  noch,  da-^s  S*''  —  !  mit  3  multiplicirt  aich  schreiben 
Bt  (2")*  — 2.1",  dasf  also  —2  fOr  sämmtliche  Divisoren  Kost  soin 
m,  ao  könaeii  diese  nur  den  Formen  8«  -|- 1  oder  8n  -f  4  angehören. 
i  also  JV=2*'— 1,  und  /"  ein  Factor  von   jV,  so  folgt  ans  der 

rien  Da.tst(!lliuig,  daas  ( ;.  1  und  (  r,,|  zugleich  =  -f  1  oder  =  —1 

i,  dajaL-j  Slots  =-|-l  ist, 

ADS  der  zweiteo  DirstoUnng  orgieht  sich  dann   ferner,  dass  für 

I        (Ä).(3;).Q-(i) 

AnxalU  der  Kichlresto  eine  gerade  sein  niuss,    Die  Auzahl  der 
gUcheu  Priiudivisoren   iat  somit  wesentlich   verringert,  uud   man 
let,  wenn   man   flir   die   znrQckbleibondo   dio    Division    ausfuhrt, 
=  2361.598ö-J819377.    lu  ähnlicher  Weise  findet  man 
2*'— I  -  2iy9023 255551  =  lS7ä7.1646U363. 
ElulUcb  untersuchte  ich  noch  2^^— 1  und  fand  dies  gleich 
,  9007109254:740991  =69431.129  728784  761, 
ISofig  sei  erwüliut,  dass  in  allen  diesen  Zerlegnngen  der  zweite 
itor,  sowol  wi(!  der  erste  Primzahlen  siud. 

Als  Resultat  der  Untersuchungen  ergicbt  sich  demnach,  doss  die 
teimnderfoIgeudeoZahlen2"— 1,  2"— 1,  2"  — 1,  2*-  — l,  2"  — 1 
Uh  Primzableu  sind  uud   dass  also  dio  voilliODimencn  Zahleu  bis 
auf  die  bckanutea  acht  beschränkt  bleiben  müssen,  nämlich 


-1),2'(2»- 


■1),2*(26— 1),  2"(2'  — 1),2'«{2' 
218(2'»  — 1),  2">(2S'  — 1). 


-1),2"'(2" 


■1), 


Zur  Aual))*e  sehr  grrosser  Zahlen. 

.'  In  dem  Foli^eudeu  möchte  idi  vurläuhg  nur  kurz  eine  Methode 

f^bca,  nulchü  die  Scbwiet  igkeiten  der  Analyse  sehr  grosser  Zahlen 

)  bedeutend  vermindert    Ich  habe  hierbei  Zahlen  im  Auge, 

I  Ober  1<J0U  Million  hinüusguben ;  denn  bis  zu  dieser  Grouze 
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und  in  manchen  Fäiku  auch  noch  darüber  hinaus  verdienen  dl)^  f 
mir  der  Mehrzahl  nach  erst  gefundenen  ccal60  Dotenninanten,  wel^zJ:^ie 
sämtlich  für  die  entaprccheuden  Zahle ngatton gen   nur  Darsiel I an ^^^eo 
in  der  Form  (m,  o,  n)  zulassen,  bei  weitem  der  Vorzug. 

Die  Hethode  besteht  wesentlich  darin,  eine  Anzahl  von  cinfac^fa« 
möglichen  Determinanten  auf  leichte  Weise  kq  gewinnen,  vern&.-Ose 
deren  sich  die  in  Frage  kommenden  Primdivisoreu  je  auf  diu  H^ä-l/tu 
ruducireu  lassen,  so  dass  also  beispielsweise  sich  deren  Anzahl  bei 
10  Determinauteu  bis  auf  den  1024teu  Teil  vermindert.  Ich  ^ege 
iU  ihrer  Auseinandersetzung  eine  bestimmte  Zahl  zu  Grunde,  um  □ 
liurz  fassen  zu  ktluneu;  es  sei  dies 


N  ^ 


--  1844(iJ44073  709-5äH>I7 


N=  {4294%7  2yG  — tt)'  +  (8ö89934&92  — o)b  +  1 

und  nennt  das  erste  Glied  rechts  A,  die  beiden  anderen  zugamnsc 
geuummen  ü,  die  beiden  Teile  ü,  und  U^,  so  haudelt  es  sich  darucn. 
ü  als  ein  Product  m.a...b''  darzustellen,  wobei  dann,  jenachdein  -* 
positiv  oder  negativ  ist,  die  gesuciite  Determiuant«  ^i«n,..  vri^d 
Die  Primzahlen  m,  n...  und  ebenso   die  Functionen   von  b*  köoxi^ 

n  nr  solche  seiu,  für  welche  I     ).  I '-  1   u.   s.    w.    =  + 1    ist.         I» 

nuserem  Falle  ist  dies  Eunachst  13,  Man  hat  aber  i*,  ^äCl^'- 
Setzt  man  daher  (5— n)o  ^  — 1(13),  damit  das  ganze  li  durcb  13 
teilbar  wird,  oder  auch  statt  5  die  Kongruente  Zahl  —  c,  so  ist  die 
Congruenz  o*-[-Öt(^  l  (13)  zu  lösen.  Es  sei  zu  diesem  Zwo*^ 
(.  =  —4+=,  so  crgiebt  sich  i'  — 4  =  0(13)  und  s  -  ±  ü,  «!*" 
£<=  — 4±2oder  =^  13«4-7  oder  11.  Ferner  hat  man  2*,  =57(i3')- 
Setzt  man  wieder  (57  — B)a  =  —  1(13")  oder  ((»4-112b  =  IC*^'' 
und  o  =  — 504-1!,  so  tiudct  man  ;*  — 95  =  0{13")  und  i  —  ±i:  ^'' 
also  o  =  —  56  +  67  =  13=b-1-11  oder  46. 

Für  B  =  13«  +  7  oder  11  oder  für  a  =  l3*u-|-U  oder  46  v*'*'*' 
also  Ji  stets  den  Factor  13,  resp.  13-  haben.  Bestimmt  man  ***" 
Wert  von  o  iu  gleicher  Weise  fllr  die  übrigen  hierher  gehOr»!?*"' 
Primzahlen  bis  liX)  oder  200,  so  lassen  sich  leicht  Combinatio***^" 
tiudeu,  um  gleichzeitig  eine  Auzahl  von  bestimmten  Factorenx"^^ 
von  deren  Quadraten  iu  B  einzofuhrcn,  so  dass  die  neuen,  sich  tt^^iM 
ergebenden  Factercn  nicht  zu  gross  werden.  Diese  selbst  kann  i 
dann,  da  sich  die  Wurzeln  der  betreffenden  Cougrnenz  sofort  ei^b 
selbst  mit  in  die  Reibe  der  Übrigen  aufnehmen.  Jenachdom  i 
den  Wert  für  a  positiv  oder  negativ  goHiilill  bat,  wird  <lto  1 
minante  negativ  resp.  positiv. 
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^jenigcn  Factorcn  m  ausgeschlossen  waren,  für  welche 
L  ist,  so  setze  man  ferner 

=  2  «  2(3037 000499-of)2+2(6074(X)0998  —  a)« 

+  11857053615 

wieder  die  Teile  rechts  A  und  5,  resp.  B^  und  B^, 

(2N\ 
—  I  =  -j- 1  ist. 

st  3.  Man  hat  ^i  =  1  (3)  und  i?»  =  0  (3),  also  ist  die 
2  (a2 -f- 2o)  =  0  (3)  oder  a»+2«  =  0(3)  zu  lösen.  Zu 
3ci  «  =  —  1  -f-Ä,  dann  ist  ä  =  +  1,  woraus  «  =»  3t*+0 
t.  Ferner  B^  =  l  (3-)  und  i^g  =  6  (3-),  mithin  2  (a=*  +  2a) 
er  «^  +  2«  =  3  (3*).    Man  erhält  a  =  32« + 1  oder  6  u.  s.  w. 

:h  kann  man  noch  für 

797  000  521  —  «)« + 3  (4  959  401 048  —  «) «  +  7  531 927  889 

•fahren,  wohei  jedesmal  eine  Anzahl  der  früheren  Prim- 
ritt, um  durch  andere  ersetzt  zu  werden.  Es  ist  wol  kaum 
smerkeu,  dass  die  rechte  Seite  der  jedesmaligen  Congruenz 
rmeu  ist,  dass  sie  sich  zunächst  durch  den  gewählten 
i  a.A  teilen  lässt 

^se  Weise  erhielt  ich  für  die  vorliegende  Zahl  unter  anderen 
itermiuanten ,  deren  Vorzeichen  weggelassen  ist,  weil  die 
er  Form  47t  +  l  ist. 

3.11.67.157.673 

3.13.31.599.1069 

13.17.29.317.421 

3.5.13.97.563.757 

13.191.2777 

41 . 97 . 1597 

3.5.397.2113 

3.7.19.421.3041 

13.163.193.1091  u.  s.  w. 

>m  Canon  arithmoticus  von  C.  G.  J.  Jacohi  kann  mau  ohno 
ir  die  Primzahlen  bis  1000  die  quadratischen  Reste  eut- 
1  benutzt  man  die  Dcterminanteu  mit  grösseren  Factoren 
Endo  hin,  so  machen  auch  diese  keine  besonderen 
iten. 


Dies  ist  in  karzca  Umrisacu  dis  Mclhode,  um  die  Z 
xn  fiudcn;  wie  dieselbe  bonatzt  wird,  um  die  uicbt  ^»«igiwtea  hä-J 
zahlen  anszuschliessen,  kanu  als  bekannt  roraasgeset»  wenien. 

Was   DUO   den  speciell  vorliegenden  Fall  nnderweJt  bethS.  i 
hatte  ich  srhou   früher  fostgostellt,  doss  2^*^-1-1   kein«  PrinmU  bt  J 
und  ich  verniut«to  ferner  auf  Grund  einiger  UnteraKbnngft,  i 
,  dner  der  Factoren  nicht  allzu  hoch  sein  wQrdo.    ^[eiD(^  I 
KitTPckte  sich  daher  mit  Hälfe  obiger  Oeterminaol^ii  auf  dir  t 
f  Wa  4U0ÜÜ0,   UDd  ich  blieb  zuletzt  bei  den  Zahlen   211 » 

i  274177   stehen,  deren  letzte  ein  Divisor  \on  2"+l  iit  ) 
l  nftrolicta,  wie  bereits  von  M.  Lendr;  (Uondcs  3.  siiw  Ul)  | 


mden; 


18446744073709551617  = 


Bis  jetzt  kennt  man  von  Jen  Zahlen  2*  -f- 
gesetzte : 


274177. G7  280  421 310721 
ier  als 


2«*  -j-i  mit  dem  Factor  641. 
_2''*-i-l  mit  dem  Factor  11468D 


(L.    Enlcr.      M^moires    de   Bort^ 
Anu^e  1772). 

i  Bulletin  de  1'  Äc.  des  säen^ 
St.  Petersburg  1878  b.   187^ 
J.  Per¥0uchiae._ 
+  1  mit  dem  Factor  274177. 


Idirect  analysirt  sind  die  erste  und  letzt«. 

Beiläufig  erwähne  ich  noch  die  beiden  Darstelinngon  als  f 

oicr  Quadrate. 


M  +  l. 


4294  967  2%ä_|.i 

4016803  256*-f  1  43ö  793  759*. 


Bremen,  Mttrz  18^5. 


Bemerkungren  Uher  GlelohangEHuflltganf. 


Dicv    Methoden,    Gieiehuugon  aufzulösen,    wie    sohr  1 
Einzelnen  von  einander  abweichen  mögen,  habeu  doch  dl 


insam:  Sie  benihea  sämtlich  in  letzter  Instanz  auf  irgend  ciuem 
aulliGhen  Process,  der  zur  Grenze  fflhrL  [DasB  der  ProceBs  iu 
ondern  F^en  auch  abbrechen  kann,  ist  bekannt.]  Dieses  gilt  fUr 
<  sogeDounteu  exacten  Methoden,  welche  in  der  Rednction  der 
lichnn^eu  der  vier  ersten  Grado  aufWurzetgrösscn  bestehen,  ganz 
mao,  wie  bei  dem  Ncwtou'schen  Nfiherungs verfahren  oder  bei 
Jnmge's  Entwicklung  einer  Wurxel  der  Gleichung  iu  einen  Ketten- 
h. 

Die  folgende  Bemerkung  bezieht  sich  auf  alle  derartige  Algo- 
nen  nnd  hat  den  ZMcek,  die  Uberans  grosse  Mann  ich  faltigkeit 
Bk))arer  Metboden  der  GleicbungsauflOsung  zu  veranschaulichen. 

Sei /(z  =  0  die  Oleicbaug,   um  deren  Aufltiaang  es 
ch  bandelt,   so  bringe  man   dieselbe  auf  irgend  eine 
e  auf  die  Form 

IS  sich  auf  unendlich  viele  Art«n  bewerkstelligen  Itlsst.] 

Alsdann  wähle  man  einen  beliebigen  Anfangswert 
and  bilde  dann  vermitteUt  der  Function  <p  sncces- 
ro  die  Reihe  von  Werten: 


ireist    sich    sich    die   gefnndei 

bestimmten  Grenzwert  zustro 

at  der  Grenzwert  eine  Wurzel   d( 


I    Reibe    als    eine 

3nUo  Zahlenfolge, 
gegebenen  Glei- 


Rehauptung   folgt  nnmiltelcor  ans  den  Pr&- 


Die  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  kann   entweder 
Ted  in  Angriff  genommen,  also  ein  dazu  dienlicher  unendlicher 
aa^estellt  werden,  oder  man  redncirt  die  gegebene  Glei- 
it  auf  eine   andere,   deren  Auflösung   bereits  bekannt 
Istttere  Verfahren ,  die  Reduction ,  ist  es  nun ,   welches 
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rorzagswcise  gemeint  wird,  wenn  mau  von  der  i 
chuDgen  spricht.  Mau  weiss,  auf  wie  man nich faltige  Weise  sich  «Jie 
Keduction  der  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  auf  Wune! grossen, 
also  auf  die  biuomischo  Gleichuni;  x"  =  tf,  bewerkstelligen  läast. 

Das  hohe  lutereseo  dieser  Rednctionen   (AnSösnugcn)  fQr    «San 
Mathematiker  ist  wohl  voruehmlich  in  dem  Umstände  begrOudet,  iaiss 

die  Fnuution  V"'  nur  von  der  einzigen  Variabela  u-  abhä^^i^ 
falls  man  uämlicb  den  Wurielexpononton  n  uiclit  ebonfülls  als  eL~»tn 
raramatcr  des  Problems  ansehen  will. 

Mau  kaim  aber  aucli,  wie  seit  Jerrard's  Entdeckung  betreffs 
Gleichung  fünften  Grades  bekannt  ist,  die  Gleichungen  der  fünf" 
sten  Grade  auf  Fuuctioncu  von  uur  einer  Variaboln  znrackfflli- 
iiämlich  auf  die  triuomisclien  Gleichungen  a"  —  i  =  ic. 

Allerdings  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  rlie  Auffassung 
Wurzeln  der  Gleichung  s" — ^  =  ip  als  FunctioDeu  nur  eines 
ranietcrs  als  eine  kOnsUiche,  cigentliefa  nicht  ganz  zutreffende  a 
aehfii  werden  rnnss;  denn."  ist  im  Allgemeinen  eine  compleic  GrLSssH 

und  eine  Function  f{u-\-io)  einer   complexen  Veränderlichen  u f-« 

wird,  wenn  mau  die  Berechnung  durehfuhrt,  in  den  meisten  FiS-Ucn 
(nicht  immer)  doch  schliesslich  von  Functionen  zweier  Argnm*3Dto 
abhängig. 


Die    Function  >'<" 
Form  briugen: 


dagegen  lUsst  s 


,  auf     di« 


.y^„,J(^'"+-«3- 


also  das  l'roduct  zweier  Functionen  je  einca  linearen  Ärgum* 
darstellen,  und  hierin  allein  beruht  meines  Eracbteus  der  tfaeorelie 
Vor;!ng  der  Keduction   einer  Gleichung  auf  Wurzelgrössen   vor      ^'^^ 
RedufAtion  auf  boHebige  andere  Functionen  nur  eines  com]desen      .^^^ 
gnnients,  wie  beispiels weise  auf  die  Wurzeln  der  Gleichung  :"—•.= 


Der  folgende  Algorithmus,  weicher  zur  Berechnung  der  Wufa^*^"^ 
der  Gleichung  z"  —  z  =  "■  dient,  scheint   mir  aus  nieiiroron  GrUi** 
bomcrkenswort. 

Berechnet  man  vermittelst  der  Formel 


=v..+« 


,n  vou  L-iuem  biBliubigeu  AnfangBwerte  z«,  aDBgplit  aud  cüicii 

I  vou  den  n  Worzelwortou  y,  aber  ateta  donselbon,  bo- 
ccessivo  die  Rciho  z^.  :,,  %  Sj,,  ,.,,  n,  ...,  so  convergirl 
:a  oinom  bostimmton  Greuxwort,  und  dieser  ist  eine  Wnvitol 
■eoen  Gleichung. 

ch  im  Besitz  eiuuB  allgfineineu  und  stringcnten  Beweises 
han|)tUDg  uocb  nicht  bin,  an  würo  03  nicht  nadenkbar  (wie- 
iDwabrsc heinlich),  dass  dieselbe  noch  eingeschrilnkt  weiden 


äcbt  geuügt  Folgendes  zur  Verification  derselben. 

Ir  ip  =;  0  ist  der  Satz  richtig.  Sei  nämlich  %  =;  e,,!^""  di'r 
Anfangswert,  so  folgt  leicht,  wenn  man  jedosnia!  ileii 
n  Wurzel  werte  wählt. 


=X^: 


+  : 


;  für  V  -  0,  1,  2,  ...  n  — 1  in  der  Tat  n-1  der  nWurzcln 
hnng  b"  —  >  =  0.  Die  Wnrzel  s  =  0  folgt  freilich  hieraus 
d  bleibt  demnach   auf  dieBem  Wege  unerreich- 

a  ist  leicht  far  einen  bcliobigeu  positiven  reellen  Wert  ip 
Wurzel  der  Gleichung  auf  diesomSWege  nuraeriscb  /.u  be- 


ipiel.    :"— =  =  100,  also  s  —  VlüTr-fi". 
loizc  willkürlich  r,,  =  lOOl,  so  folgt: 

I,  =  4,0576 

s,  =  2,5320 

«3  =  2,5245 

34  =  2,5244. 

ist  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  so  genau,  als  es  sicU 
it  fünfstelliger  Logarithmen  ausfuhren  lüsst,  gefunden. 

lerkung.    Far  comploxe  Grössen  verliert  dieser  Algo- 
iel  von  seiner  Einfachheit,   weil  die  jedesmalige  Separation   ' 
len  ond  Imaginären   Umstände  macht.     Alan  könnte  dem- 
ier Beine  Einfachheit  erhalten,  wenn  man  im  Besitz  einer 


1 
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Tafel  wäre,  in  welcher  die  Logorithmen  complcxer  Zahlen  (ftr 
die  Basis  10)  zusammengestellt  sind.  Die  Aufgabe,  eine  derartige 
Tafel  zu  construiren  ist,  wenn  man  sich  auf  eine  geringe  Anzahl  von 
Decimalstellen  beschränkt,  ganz  gut  durchführbar,  und  würden  solche 
Tafeln  bei  der  steigenden  Wichtigkeit  der  Theorie  der  conformea 
Abbildungen  für  die  Physik  auch  sonst  von  Nutzen  sein. 

4. 

Der  soeben  betrachtete  Algorithmus  kann  mit  Leichtigkeit  auf 
jede  beliebige  Gleichung  ausgedehnt  werden,  indem  mau  sie  auf  die 
Form  bringt: 

n  

derselbe  ist  aber  nur  einer  unter  vielen,  welcher  freilich  durch  den 
Umstand,  dass  er  n-deutig  ist  und  daher  (falls  er  converglrt)  sämt- 
liche Wurzeln  der  Gleichung  geben  kann,  einen  Vorzug  vor  andern 
zu  haben  scheint 

Um  zu  zeigen,  dass  auch  andere  Formeln  zur  Grenze  führen 
können,  möge  das  Beispiel 

Ä«— 22  — 35  =  0 
betrachtet  werden.    Hieraus  folgt  unter  Andern: 

'     z 

Die  Benutzung  dieser  Formel  liefert  für  den  willkürlichen  An- 
fangswert zq  =  00 : 

Äo=QO,  22-19,5,  24=11,4,  2^=7,8,  2io-*-7,4,  2,sj-7,2,  2,4=7,1 

«1=2,    23=3,7,    25=5,        39=6,5,  2i,=6,7,  2,3=6,9,  2i5==6,93 

Also  nähert  sich  diese  Folge  von  Werten  der  Wurzel  2  =  7. 

^2 35 

Benutzt  man  dagegen  die  Formel  2  =  — 0 —  beispielsweise  mit 

20  =  7,1 ,  so  d  i  V  e  r  g  i  r  t  der  Algorithmus . 

Die  Frage,  wann  derartige  Algorithmen  convergiren  und  wann 
sie  divergircn  involvirt  meines  Erachteus  ein  höchst  intercsstantes 
Problem  [falls  dasselbe  noch  nicht  gelöst  sein  sollte]. 

Königsberg,  Sept  1884.  Th.  Sanio. 
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XVL 

Die  Cono-Cunei. 

Von 

Carl  Pab8t 


7 ortsetiniig  Ton  Nr.  XIY. 


IT.  Absehnltt. 

Der  elliptische  and  die  hyperbolischen 
Scheitel- Cono-Cunei. 

§  21. 

Bevor  wir  in  der  Betrachtang  der  geraden  Cono-Canei  fort- 
fahren and  zam  geraden  parabolischen  Cono-Caneus  übergehen,  wollen 
wir  ans  za  den  elliptischen  and  den  hyperbolischen  Scheitel-Cono- 
Conei  wenden. 

Was  zanftchst  den  elliptischen  Scheitel-Cono-Canens 
betrifft,  so  nehmen  wir  hierbei  als  Gleichungen  der  Leitellipse: 

a*       +  Ä»'  =  ^ 

^  Z^Ebene  demnach  als  Directorebene  und  als  singulare 
^^^^<ite  die  r-Axe.  Die  erzeugenden  Geraden  müssen  mithin  den 
Oieichnngen  genügen: 

X  =  u.z;    y  =  V, 
I  «k  Gleichung  des  in  Rede  stehenden  Cono-Cuneus  er- 


:  Dir  CbnD-Cann. 


(-:■)■ 


Aaa   diesex  Gleichung  folgt,  dass  die  Torgelegt«  FU 
wie   der  gerade    elliptische    Couo-CuneuB   vom    vierlea 
Ferner  stiinmcu  die  beiden   elliptischen  Cono-Canei  dari 
dass  Jode  zur  JC  Y-Kbeae  parallele  Ebene  aus  ihnen  eine  Elli| 
schneidet,  deren  eine  Äxa  für  alle  ausgescbnitteueu  Ellipseit  o 
ist,  und  dercu  andere  Axe  proportional  dem  Abstände  der  b 
den  Ebene  von  der  singnlSreu  Kante  wächst.     Ein  Kreis  i 

dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cnneus  (76)  für  s ai 

Diejenigen  Ellipsen    dos   vorgelegten   Cono-Cuneos   (76).  <l 
Entfernung  von  der  singulären  Kante  ahsolote  kleiner  als  - 
ben  ihre  grossen  Axeu  -=  2b   in  einer  Ebene ,   welche  dnrek  i 
gnifire   Kante   geht  nnd  mit  der  Ellipsenebene  einen  Winkd'l 

ilcsaen  trigonometrische  Tangente  gleich       ist,    ihre   kleinea 
=  2-a     in    der    JTZ-Ebone;   diejenigen    dagegen,     deren 

von  der  singulären  Kante  absolute  yrOsser  als   -     ist,    hal 

grossen  Axen   ^2-z  iu   der   XZ-Ebeue,   und   ihre  kleinea' 
eben  beschriebenen,  durch  die  singulare  Kante  gebenden 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  gerade  elliptische  Cono-Cimm  1 
der  elliptische  Scheitel-C'ono-Cuneus  sich  darin  nuterscheidc^ 
dass  bei  jenem  die  Mittelpunkte  der  ausgeschnittenen  Ellipsen  a^A 
einer  Geraden  liegen,  dir  auf  der  Ellipse  nebe  ne  senkrecht  stelfc-  ' 
während  bei  diesem  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  d^s; 
Ellipsen  eine  Gerade  ist,  welche  mit  der  Elüpsenebene  einen  » 
Winket  bildet.  Bei  beiden  Cono-Cuneis  gehen  diese  Geraden  d 
die  singulilre  Kante  und  stehen  auf  derselben  senkrecht. 

Ferner  ergiebt  sich  für   die  Projectiou   der  Dnrcbschnittl 
der  Ebene  a-  =  *  mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  r^-Ebo 


■©■'(^:'-) 


;  Vit  Cü.,o-CuM. 


0,  Eo  giebt  es  demnach  nur  reelle  Werte  vou  y,  wean 
•  0  ist,  und  umgekehrt  ist  t  <  0 1  so  giobt  es  iinr  reelle  Werte 
y,  weiiu  I  ■<  0  ist.  D.  li.  die  DurchacLQiltscurve  liegt  eotweder 
der  positiven  oder  auf  der  uegativeu  Seite  der  s-Axe,  nicht  aber 
beiden   lagleich.     Sie  schneidet  die   »-Axe   im   Punkte  » =  0, 

ä.  Ist  a<lö->  wenn  jt>-Oist,  so  giebt  es  keine  reellen 
rte  ftlr  y,  Die  Curve  liegt  symmetrisch  zur  «-Axe  und  erstreckt 
k  Ton  *^<2^  bie  «— cc.  Sie  ist  iu  allen  ihren  Puaktcn  couvei 
ih  der  r-Axe  hin;  in  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  der  i-Axe 
ihre  Tangente  der  I'-Axc  parallel. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  elliptische  Scheitel-Cono-Cuneus 
)  nur  in  i  Octanten  liegt,  während  der  gerade  elliptische  Couo- 

leas  (17)  eich  in  allen  8  Octanten  erstreckt. 

Die  auf  der  Bingularen  Kante  senkrecht  stehende  Ebene  y  =  h 
meidet  aus  dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (70)  die  beideu 
lügenden  ans,    deren    Projectionen    auf  die    .Y'Z- Ebene  der  Glci- 


a(b±ib*'-^h*) 


wt  bähe 


s  n. 


babeu  im  vorigen  S  gesehen,  dass  jede  zur  XI -Ebene 
lllole  Ebene  aus  dora  elliptischen  Scheitel -Cono-Cuncus  {70)  eine 
lipae  ausschneidet.  Betrachten  wir  die  beiden  Ellipsen  in  den  Eutfer- 
igen  6,  und  k^  von  der  BinguUren  Kante,  so  crgiebt  sieh,    wenn 

^  -  ist,  für  das  AxenvcrhtlUniss  der  zu  A,  zugehürigeu    Ellipse 

Bod  wenn  A,  <^-    ist,    für  das  AxenverhUltuiss  der  zu  h^  zu- 

Mrigen  Ellipse:        .     Sollen  diese  beiden   Vcrliütttihse   einander 
Ich  Min,  Go  erhält  man  demnach  die  Relation: 


ht.K 


=  (■)' 


^ns  war  -   die  Entfernung   des  Ercisscbnittcs   von   der    singu- 

B  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  <76).     Mithin  re- 
:  Diejenigen  beiden  Ellipsen  des  elliptischen  Scheitel- 
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Cono-CtineuB ,  welche  so  auf  dieser  Fläcbe  liegen,  duss  dss 
ihrer  Abstände  vou  der  Biiigulären   Kaiite  glt'ich   dem  QuaJrat 
Entfernung   des  RreisschniUea  von  derselbeu  Kuate  ist,  haben  du- 
selbe  Äxonverhältnisä. 

Es  ist  dies  derselbe  Satz,  den  wir  beim  geraden  ellipÜidHO 
Cono-CuueuE  in  §  10  nachgewiesen  haben.  Hieraus  ergeben 
auch  dieselben  Beziehungen  in  Bezug  auf  die  EntfernuDgeu  der  beJdn 
Ellipsen  vou  dem  Kreisschnitte  wie  dort. 

Betrachtet   inau   fcraer   die   Brennpunkte   der   ansges^nil 
EUipHCD,  so  geht  aus  dem  vorigen  §  hervor,  dass  die  BrennpBiAH 
deijenigen  Ellipsen,  deren  Absland  von  der  singuIiLren  Kaute  abioldl 

gleich  oder  kleiner  als    -    ist,   in  einer  durch   die   singnläre   Sinti 

gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  ^-Axe  einen  Winkel  bildet, 

dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  -  ist.     Der   Abstaud 


K'-(")- 


solchen  Brennpunktes  von  der   A'Z-Ebene  ist 


FOr  den  geometrischen  Ort  dieser  Brennpunkte  ergiebt  sich  il 
nach  die  Ellipse: 


(79) 


+  .-o  =  i 


6»  ^6'' 


Vergleichen  wir  hiermit  das  Resultat  (21)  in  S  10. ,  so  folgt  dV 
Satz:  Sind  der  gerade  elliptische  Cono-Cunens  und  der  eUlj 
Scheitel-Cono-Cuneus,  deren  singulare  Kanten  in  eiuer  Ehe 
und  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  beschaffeu,  dass  eine 
selbe  Ebene  aus  jedem  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a  ansscl 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Brennpunklc  der  Ellipsen  dm 
raden  Cono-Cnneus,  deren  Abstand  von  der  Hognläreu  Kante  sbsolitt 
gleich  oder  kleiner  als  der  des  Kreises  derselben  FlScbe  ist,  ^^'i^ 
dem  geometrischeu  Ort  der  Brennpunkte  der  ontsprechondcn  EUipw 
des   elliptischen  Scheitel-Conu-Cunous, 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  den  geomelriacben  Ort  •'*  I 
Brennpunkte  derjenigen  Ellipsen  des  elliptischen  Scheitel -Cono*''**  [ 
nous  (76),    deren  Abstand  von  der  siugulAren  Kante  absolute  g'Ü''  I 

bc 
oder  grösser  als  -  ist: 

(80)  j»  — 2"^-4-i»-0 

.  h.   die  in  Rede  stehenden   Brennpunkte  liegen  In  der  J 


igt. 


G«ben  wir  jetzt  zur  Bctrachtang  der  Tangcotialebene  im 
hte  rjfi  des  elli|itiBcben  Sclieitet-Coao-Cuncua  (76)  Über,  so  er- 
wir  als  deren  GleicbuDg,    woiiu  |,  ij,  £  die  lanfendon  Coor- 
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■  Hypprl'ß'.  deren  Mittelpunkt  der  Coordinat<>naufaug,  deren 
nnd    deren    imaginäre    Axc 


")(ä-)+(9'"'-»)-  {;('-") 


j(»'-s')j(t-=)-o 


mit  BerfickGichügnng  der  Gleichnng  (76): 

>  ('-r)^+(3'»<'-)-i"(-?) 

FOr   x^O   erhält  man  bieraus:    1*^0,    d.  h,   der  vorgelegte 
ro-Cooens  berührt  die  iXEbcne.    Ferner  ergiebt  sieb  für  a  — 0; 


1  = 


a(i±Vi'-ff'U 


h.  In  den  Funkten  der  singulären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tan- 
btitlebeneu  an  den  elliptiBcben  Scbcitel-Cono-CuneuB ,  welche  sich 
der  aingnlärou  Kante  schneiden.  Diese  Tangentialebenen  schneiden 
Allgemeinen,  ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen  Cono-Cunens, 
zwei  erzengende  Geraden  aua  der  Fläche  ans. 

Diejenigen  Tangentialebenen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  längs 
ganzen,  dnrch  ihren  BerUhrnngspunkt  gehenden  Erzeugenden  be- 
ben,  haben  ihre  Bertthrungspunkte  auf  den  Geradeu,   welche  den 
tadinatan  genügen:    einerseits    y  =  +6,    andererseits  je  =  0  und 

■=■2    «.     Es  giobt  demnach,   ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen 

Ho-CaneiiB,  auch  hier  \  Erzeugende,  in  welchen  die  Tangcntial- 
den  elliptischen  Schdtel-Cono-Caneus  längs  der  gauzeu  Er- 
DgcDden  berühren.    Die  ersteren   diowr  Tangentialebenen   haben, 
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wie  sich  nach  kurzer  Ueberlegung  zeigt,  die  Eigenschaft,  d« 
aus  dem  vorgelegten  Cono-Cuneus  nur  die  botro£fendea  Erzeqgi 
schneiden,  während  die  Durchschnittscurve  der  anderen  mit  der  F 
(76)  aus  der  Erzeugenden  und  der  singulären  Kante  besteht 

Schliesslich  erhält  man  für  das  Volumen  F  zwischen  des 
nen  y  =  0,  y  =  yo>  «  =  %  ^^^  dem  zugehörigen  Teil  des  eüiptis 
Scheitel-Cono-Cuneus  (76): 


V^PP{x^-x^)dy€U 


0        0 

Aus  der  Gleichung  (76)  ergiebt  sich: 
folglich: 


s 


Demnach  resultirt: 

0  0 

(82)      r  =  ^J  {  bo  ih*'^^*  +  ii^arcsin  (^o)} 

Von  diesen  Volumen  gelten  dieselben  Sätze  wie  von  derojei 
des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus. 


§  24. 

Um  jetzt  die   Gleichung  des   einfachen   hyperbolisc 

Scheitel-Cono-Cuneus  abzuleiten,  nehmen  wir  als  Gleicha 

der  Leithj-perbel : 

ix  —  ö)^       y^ 

(83)  l  ~~a^~  "  b^^^ 


Nach  der  Definition   des  §  3.  muss   dann  die    1-Axe  sing' 
Kante,  die  A'Z-Ebene  Dircctorebcno  werden,  so  dass  man  als 
chung  des  betreffenden  Cono-Cuneus  erhält: 

(  -""  V 
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:  Gteichiing  goht  znnilchst  hervor,  daes  die  Plächo 
i6t«dc8  uar  symmetriach  zar  XZ-Ebane  liegt.  Ausserdom 
ibüich,  dasa  x,  y  und  i  alle  belicbigeu  Werte  anuohmeu  können. 

e  IUI  Xy-Ebeae  pEirallele  Ebene  scbneidet   Terner  ans  dem  . 
in  liyperbotischen  Scheitel-Coao-Cunona  (84)   im  Allgemeinea'i 

-perbel  mit  den  Halbaxen    - :  und  6  aus.    Die  reellea  Axea" 

lyperbeln  liegen  in  der  -YZ-Ebcne  nnd  wachsen  proportioiutl 
istande  der  schnoidoDden  Ebene  von  der  siugulären  Kante; 
ginüren  Äiiea  dagegen  sind  für  alle   ausgeschnittenen  Uypor- 
2b  nnd  liegea  in  einer  durch    diu  singulare  Kaute  gehenden  J 
welche  mit  der  i^-Axe  einen  Winkel  bildet,   dessen  trigono- 

lie  Taugoute  gleich  -,  ist. 

raus  folgt,  dsss  dio  Mitlolpnnkte  der  Hyperbeln  des  einfachen 
iliscken  Scb eitel -Cono-Cnneus  [Si)  in  der  ^CZ-£bouo  liegen 
IT  tat  dner  Geraden,  welche  dnrch  den  Coordinatcnaufang 
d  mit  der  Hyperbelebcne  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigeno- 

lie  Tangent«  gleich  -  ist. 


Ihrend  also  bei  den  geraden  hyperbolischen  CoDo-Cnneis  d 
rische  Ort  der  Mittelpunkte  ihrer  Hyperbeln  eine  Gerade  ist,  i 
durch  die  singulare  Kante  geht  und  auf  der  Hyperbelebcne  scnk- 
teht,  schneidet  die  Gerade,  anf  welcher  die  Mittelpunkte  der 
«In  des  einfachou  hyperbolischen  Scb  eitel -Cono-Cunous  liegen, 
Ig  singulare  Kante  dieser  Fläche  rechtwinklig,  bildet  aber  mit 
perbelebene  einen  schiefen  Winkel. 

raer  Tolgt  aus  ditsen  Erörterungen,  dasB  die  Scheitel  der  aus 
rgelegten  Fläche  ausguschnittenun  Hyperbeln  sich  von  a  =  x 
•  0  einander  nähern,  bis  sie  für  i^O  zusammenfallen.  Diese 
ihaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Cnneus  mit  dem  geraden  oin- 
hyper bolischen  Cono-Cnneus  gemein.  Während  aber  bei  diesem 
keitel  anf  zwei  Geradon  Hegen ,  welche  durch  die  singnläro 
[eben  und  mit  der  Hyperbelebene  gleiche,  schiefe  Winkel  bilden, 
bei  dem  einfachen  hyperbolischen  Scheitel- Cono-Cunens  die 
1  auf  zwei  Geraden,  welche  sich  zwar  in  der  singnlären  Kante 
len  und  anf  derselben  senkrecht  stehen ,  von  denen  aber  die 
Den  rechten,  die  andere  einen  schiefen  Winkel  mit  der  Hyper- 
le  bildet 

u  der  Gleichung  (84)  ergiebt  steh  ausserdem,  dass  die  znr 
eue  parallele  Ebene,  deren  Abatand  vod  aar  sin^tililren  Kante 
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bsolat«  gleich  -  ist.   eine  gleichseitige  Hyperbel   mit   dem  taftWj 

Parameter  b  ans  dem  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-CnBa 
(84)  aoBscbueidct. 

Ziehen  wir  nun  die  Breunpnnktc  der  ansgeschnittönen  Hyp 
in  Betracht,  so  resultirt  aua  dem  Gesagten,  dass  sie  sämmtlicb  ibI 
.XZ-Ebene  liegen.    Die   EDtfemung   eines  solchen  Brcnnpanktci  ■ 


r  Z-Axe  ist:  "^±l/{^=)'  +  *'■ 
rsolben  erhält  man  demnach: 


Für   den    goometriBchen  I 


m 


-Aä-O 


l  h.  in  Worten:  Der  geomctriche  Ort  der  Brcnnpnnktc  aller  E 
belli,  welche  dnrcb  Ebenen  parallel  der  A'F-Ebene  ans  dem  ointactin 
hyperbolischen  Scheilcl-Coun-Cunens  (81)  ans^jOscLnitten  werden,  iit 
eine  Hyperbel  in  der  JTZ-Ebene,  deren  Mittelpunkt  dc-r  Coordinatet- 
anfong  ist 

Was  schliosBlich  die  Asymptoten  einer  Bolcbon  ansgcschlüttcnco 
rperbel  betrifft,  so  genfigen  dieselben  der  Gleichung; 


=:ts(-"-; 


He  liegen  mitbin  auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloidcai 


'  ai/f{-l>[ca: — oi)  ■»  0 


Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Tangentialobeue  im 
^nkte  xyz  des  einfachen  hyperbolischen  Scheitcl-Cono-CnDOtia  ( 
&1b  Gleichnng  derselben  resnltirt: 


;')«-')-(E)' »<'-»>-  ]-c{'-"-) 


+  pri (»■+»■)    !£--)- 


Pabilt  Dil   Con. 


=  ü  ergiobt  ßich  Meraos  mit  BerückBJchtigmig  der  Glei- 


lu  jodGra  PnDlvtfl  der  singulllreii   Kante  giobt  es  jo  zwoi  Tau- 

tDtialcbcDen  an  die  vorgelegte  Flilche,  'wckhe  durch  die  siugul&re 

4Dte  gehen.    Es  gilt  domnach  auch  von  dem  eiiifacheu  hyperboli- 

chen  Scheitel- Con o-Cu neos  d<:r  Satz,   dass  jede  durch  die  siDgaläro 

te  gebende  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  ist. 

Diejenigen  Punkte,  in  dcnin  dlo  Tangentialehcne  den  einfachen 
^bolischeu  Scheitel-Cono-Cuuens  (84)  längs  der  ganzen,  durch 
h;n  BerOhmngspunkt  gebenden  Erzeugenden  berührt,  gehören  zu 
=  0,  d.  h.  sie  liegen  auf  den  DurcbschnittsHuien  der  Fläche  mit 
K  XZ-£bene.    Dafttr  ergiebt  sich  nun : 

p      ;:k 

■  folgt  daraus,  dasa  die  l'iT.Kheno  hier  ebenso  wie  beim  elliptischen 
ihcitel-CoDO^Cuncus  (76)  eine  Tangentialebene  ist. 

Schneidet  man  schliesslich  den  einfachen  hyperboiiachen  Scheitel- 
mo-CaneuB  (84)  durch  die  Ebenen  y  =  y^,  =  =  =o,  so  ergiebt  sich 
r  (JaaVolumen  zwischen  den  Ebenen  j  =  0,  j  =  jig,  :  =  «u  und 

zugehörigen  Teil  dir  Fläche  einerseits: 

\\  -  /      f  r^dlfdj 
rerseits : 

Vt—  I     f  jr^ilyih, 

j*io  aus  der  Olcichung  (84)  folgt: 


',- i{iy'-\-h*-h) 


Ptbin  erhalt  iimti : 


»)     »' 


Zur  Uatcrsucbaiig  des  gctciUen  hyperboliBchcn  Scttl 
U-Cono-Caocus  uehniou  wir  an,  dio  Loitbypcrbcl  werde  di 
)  Gleicbuagou  dargestellt: 


ISS   goniilSB   den   Erörterangen   dos  |    3.   die    KZ-Bi 
Dircctorcbonc  nnd  die  .V-Axö  siugnlfire  Eaute  werden,  so  i 
als  Gleichung  des  betreffenden  Cono-Cunena  erhält: 

i  diüstT  Gleichung  folgt,  dass  der  gct^iltD  hyiierbolische  Sdwsld- 
Cono-Cuueus  (90)  vom  vierten  Grade  ist  und  symmetrisch  zur  ^'^ 
Ebene  liegt.  Für  val.&bs.j;  <;  a  giebt  es  keine  reellen  Werte  fir  9 
nnd  :.  Die  vorgelegte  Fläche  besteht  demnach  aus  znei,  anf  bcidc^ 
Seiteu  der  KZ-Ebone  liegenden,  von  einander  gelxenoten  Teilen,  ~ 
her  die  Bezeichnung  „gotoill"  entnommen  ist. 


dmSl 


Ferner  geht  ans  der  Gleichung  (90)  hervor,  dass  jede  mr  XT- 
e  Ebene  die  vorgelegto  Fläche  iu  einer  Hyperbel  schneidet, 

!eälöÄxe=2a,derenimaginilrcAx6— 2    s  ist.    Eine  gleichseitige Hy- ' 

perbel  wird  demnach  aus  dem  geteilten  hyperbolischen  Seheitel-C 
hineus  (90)  durch  eine  Ebeue  parallel  der  Xl'-Ebono  auBgescbn^ 

^en  Abstand  von  der  siuguläron  Kante  absolute  gleich 

Dio  imaginären  A^icn   der  ausgesohDittenea  Hyperbeln  lieg 

■  F^-Ebene   nnd  wachsen  proportional  dem  Abstände  der  s 

denden  Ebeue  von  der  singulärcn  Kante-,  die  reellen  dagegen  i 


Pah»li  Dit  CcflD- rufin. 

isgescliiiittcDen   Hyperbel»  gleich   2a  and  HegcD  in  einer 
WL'lcho  ihtrcL  die  singulare  Kante  gebt,  nnd  wctcbc  mit  der 
[ypcrbulcbcnc  einun  Winkel  bildnt,  liessen  trigonometriäcbo  Tangente 

leicb     ist 

Aach  bicrbci  ist  der  gGomotrische  Ort  der  Millclpnokte  der  aus- 
pjBchtiitteDeo  llyporbeln,  wie  sieb  aus  dem  Gesagten  ergibt,  eine  ge- 
ide  Lfoie.  welcbo  durch  die  dn^ulilro  Kante  gebt,  auf  derselben 
enkrecbt  steht,   mit  der  Uyperbelebcne  aber  einen  Winkel   bitdeli 

bisea  trigonome triebe  Tangente  gleich  z  ist.    Es  ist  dies  ein«  ana- 

Bge  Dozichnng,  wie  wir  sie  bei  dem  oinfacben  bypcrbolischon  Schei- 
d-Cono-CoDcus  nachgewiesen  haben.  Da  dieselbe  Relation  ancb  von 
tem  elliptischen  Scb eitel- Cono-Cnneos  gilt,  so  bezeichnet  dieselbe 
ta  Aarchgreifendes  Unterscheidungsmerkmal  zwischen  den  geraden 
nd  den  Sehet tel- Co no-Cunois,  vorausgesetzt,  dass  der  Leitkegelscbnitt 
Inen  Mittelpoukt  bat. 

Weil  die  reellen  Axcn  der  aus  dem  geteilten  byperboliscbeu 
Icheitcl-Cono-Cuueus  (90)  ausgeschnittenen  Hyperbeln  in  einer  durch 
Be  singulare   Kaute  gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  Ü-Ase 

nnen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  ist, 
)  liegen  auch  die  Breunpnnltte  der  lly|ierbelu  in  dieser  Ebene.  Ftlr 
ia  Entfernung  eines  solchen  Brennpunkts  von  der  l'Z-Ebene  erhält 

lan  aus  der  Gleichung  (90):  l/a»  +  (  jj  .  Die  Brounpankte  lie- 
len  demnach  in  der  bescbriöbonen  Ebene  auf  der  Curve: 

h.  D(T  geopL'trische  Ort  der  Brennpunkte  der  durch  Ebenen 
irallt^  der  A~)'-Ebene  ans  dem  geteilten  byperboliscbeu  Scheitel- 
»no-Cnneus  (9())  ausgeschnitteneu  Hyperbeln   ist  eine  Hyperbel  mit 

1  Coordinateuanrang  als  Mittelpunkt,  dcrcu  reelle  Axe  '^  2a  und 

en  imoginbe  Axe  -^  2  -.    ist. 
Ane   der  Vergluichnng   ^on   (90)   nnd   (Ol)    folgt,      wenn    mau 


Bczeicbneu  wir  ;  mit  e',  wobei  e',  wie  aus  dem  Obigen  l 
gellt,  die  Gntfcrnunt;  der  gleichseitigen  Hyperbel  dos  geteilten 
boliBchen  Schoitet-Cono-Cuncns  (90)  von  b einer  singularen 
bedeutet,  so  gebt  die  Gleichung  (92)  Über  in: 


Daraus  fliesBt  der  Satz :  Diejenige  zur  JTy-Ebene  parallele  Elwtf 
deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  die  vierte  Proportionale  s 
dem  halben  Paranietor  und  dem  Abstände  der  gleichseitigen  Hyperb-  ■* 

dos  geteilten  hyperbolischen  Schcitel-Cono-Cuuens  von  dessen  singi^^^ 
IRrer  Kante  ist,    schneidet  aus  dicGer  Fläche   eine    Hyperbel  an*-*"' 
welche   gleich   ist   dem   geometrischen  Orte   der  Brennpunkte  alle^^^, 
durch  Ebenen  parallel  der  JTy-Ebene  ans  dieser  Fläche  ausgesdiniL^ 
leuen  Hyperbeln. 


Diese  EigeuBcbaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Cunous  mit  dem 
teilten  hyperbolischen  Cono-Cuueus  gemeioHam. 

Die   Asymptoten   einer   Hyperbel    des   geteilten  bj^perbolischeB 
Scheitfil-Cono-Cuueus  (90)  genUgen  der  Gleichung: 


JwJ^^ 


I 


Die  Asymptoten   aller  Hyperbeln  der  vorgelegten  Fläche 
demnach  auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden : 

!bx3  —  a(cy  —  bn)  =0 
63:a  +  a(c»-i»)  =  0 

Dreht  man  den  vorgelegten  Cono-Cuneus  um  die  Z-AxB  um  , 
dass  die  positive  X-Ane  in  die  negative   K-Axe  fällt,   dann  hat  nr 
nur  j  mit  i  zu  vertauschen;  alles  üebrige  bleibt  nugeändcrt. 
wir  diese  Vertauschung  in  den  Gleichungen  (93)  aus,   eo  gehen  di] 
selben  Über  in: 

*S'«-i(ci-M=0 

b>jz-\-a(cx-hz)  =  0 

Beachten  wir  hierbei  die  Gleichungen  (86)  im  §  24.,  so  rcsul**'^ 
der  Satz:  Haben  der  einfache  nnd  der  geteilte  hyperbolische  Scheit«*' 
Cono-Cnneus  dieselbe  singulare  Kante  und  dieselbe  Dircctorebene  u*"" 
sind  sie  so  beBchaffen,  dass  eiue  und  dieselbe  Ebene  aus  dou  bei^^" 
Flächen  je  eine  gloichHcitige  Hyperbel  mit  dem  halben  t 


ieit«I- 

US  dou  beitl®"      I 
1  Paramelei*   **     1 


g  27. 


Pabtl:  DU  Cona-CHn«i. 

isschneidet,  so  liegen  die  Äsymptoteii  der  aas  beiden  FiacbeQ  aua- 
Mchnitteoen  Hyperbeln  auf  denselben  beiden  byperboliBcbea  Fara- 
»loiden. 

£s  ist  dies  ein  analogor  Satz ,  wie  wir  ihn  von  den  beiden  ge- 
kden  hyperbolischen  Cono-Cuneis  im  §  19.  nachgewiesen  haben, 

Zugleich  ergiobt  sich  hicruns,  dass  die  geraden  hypcrboliscbeu 
nao-Cnnei  nnd  die  hyperbolischen  Scbeitel-Cono-Cuuei  das  mit  ein- 
ader  gemGinsam  haben,  dass  die  Asymptoten  der  aus  ihnen  ausge- 
Llmitteupn  Hyperbeln  auf  je  zwei  hyperbolischen  Puraholoideu  liegen. 

^^Br Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyi  des  ge- 
lilien  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  erhält  mau: 

j^Ä-.)-(»-'.)(l-»)+[^,  («'-«•) 

»«©"'«-"-(»-;•)■'+['?,.(''-'■•) 

^^fr  «  —  0  gehl  diese  Gleichung  Hber,  wenn  man  für  y~  -e 
;nen  Wert  aus  (90)  setzt,  in 

"!=  ^~~^ -i 

b.  in  den  Punkten  der  singni&ren  Kante  giebt  es  jo  zwei  Tangen- 
ilebenen  an  die  vorgelegte  Fllkche. 

Dieee  Eigenschaft  haben  mithin  die  geraden  olliptischeu  und 
perbolischen  Cono-Cunei  mit  den  elliptischen  und  den  hyperboli- 
tien  Scheitel-Cono-Coneis  gemeinsam. 

Femer  ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Ebenen  k  -=  i«  den 
teilten  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (90)  längs  einer  ganzen 
raeogenden  berühren. 


Aas  der  Oleichnng  (90)  folgt ; 


350 


PabMt:  Dk  Coma-Omm. 


Demnach  erhält  man  für  das  Volumen  V  nriichen  den  EtaM 
fl;  =  ffo9  «  =  «^  and  dem  zogehOrigen  Teil  des  Torgdegtea  Co«»- 
Conens: 


26 
ac 


Cdx  -^x^-^a^  r 


(96) 


Nun  iat  aber,  wie  sich  aas  (90)  ergiebt; 

yv-«»-^;(<«6-*«b)- 


Demnach  geht  die  Gleichung  (95)  über  in: 

m    r-^'{j.5(^-?.) 


Femer  folgt  aus  der  Gleichung  (88)  des  §  25. ,  wenn  man  darii^  ^ 


Vyo*  +  **  den  aus  (84)  sich  ergebenden  Wert: 


setzt: 


('•-;*) 


(«)  ■"-^"ij-si'*-:-) 


\ 


ahzt 


m 


Vertauscht  man  in  der  letzteren  Gleichung  x  mit  y  und  sct^^ 
(96)  und  (97)  a  =  &,  so  resultirt: 


V+V  =  iro3o(^yo  *-^^) 


Eine  analoge  Beziehung  hat  sich  für  die  beiden  geraden  hyperb^ 
sehen  Cono>Cunei  im  §  20.  ergeben. 


PaiMli  hit  Cona-Cun, 


V.  Abschnitt. 


ie  beiden  parabolischen  Cono-Cunei. 


In  dieaem  AbscLniUe  wollen  wir  de»  gcradeu  paraboliscbeu  V.oao- 
neos  nnd  deu  paraboliacli&n  Scbeitel-CoDo-Cuueus  betracbteu.  Da 
>BC  beiden  Flficheo  von  Uocbboim  ansfUbrlicb  behandelt  worden 
d  (Gmaerts  Archiv  T.  53,  pag.  350—363  und  T.  55.  pag.  35 
&8],  Bo  wollen  wir  hier  nur  die  baapts&cblicbsloD  Eigenschaften 
rselben  knrz  ableiten.  Was  zunächst  den  geraden  paraboli- 
lien  Cono-CnneuH  betrifft,  so  nehmen  wir  ala  Gleichnngen  der 
Itparabeh 

!■  I"=« 

Bdann  ist,  wie  sich  aus  den  Erlitutorongen  der  Einleitung  ergiebt, 
I  X-Aie  singoltlre  Kant«,  die  r^-Ebeue  Directorobene ,  so  dass 
ui  als  Gleichung  des  botreffenden  Cono-Cuaeus  erhält: 

Hieraus  gebt  zanächst  hervor,  dass  dieser  ConoCuneua  im  Gegen- 
t2  in  den  bisher  behandelten  vom  dritten  Grade  ist.  Foruex  folgt 
s  der  Gleichung  (99),  dass  jede  zur  A'i-EbeDC  parailelo  Ebene 
*  vorgele^  Fläche  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Parameter 

«3» 

Mch2-,    ist,  d,  h,  die  Paramutor  der  ausgeschnittoaen    Parabeln 

cfasen  proportional  dem  Quadrat^^i  des  Abstandes  der  sthueidenden 
eite  von  der  singuläreu  Kaute. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  der  ausgescbnittäncn  Parabeln  in 
■"itcht,  so  MTgiebt  sich  zunUcbat,  dass  dieselben  in  der  ,^Z-Ebene 
l^n.    Die  Entfernung  eines  solchen  Breanpanktes  von  der  Z-Aie 

^j-.    Für  den  geometriscben  Ort  aller  dieser  Brennpunkte  er- 

t   man  demnach: 

3>  =»  =  2  -  IE 


i 


ti,  in  Worten:  Der  geometri sehe  Ort.  der  Brennpunkte  aller  Para- 
te, welche  durch   Ebenen  parallel  dur  A'l'-Ebene  aus  dem  ( 
"uboUschen  Cono-Cuneus  (99)  ausgeacbnitteu  werdi 
■Uikder   X^ Ebene,  deren   Scheitel  d«  C 

Hl 


Pabtl:  JJle  CoiufCmtL 

md  deren  Axe  in  üie  singnlUre  Kiuite  des  Conü-Cani'ns  W.I  1 
iBibe  Parameter   dieser  Parabel  ist  die  vierte  Proportiouile  ni 

Ana   der   Vergleichnng  Ton   (99)  and   (100)  folgt,   ' 


1      " 


-aus  fli^sst  der  Satzi  Diejenige  zur  JfF-Ebene  paraltde  E 
d^en  Abstand  von  der  eingulären  Kante  die  vierte   Propo 
zn  p  nnd  c  ist,  schneidet  ans  dem  geraden  paraboliscliini  CüHO-CaR 
(99)  eine   Parabel   aus,  welclio   gleich  ist  der  Parabel, 
die  Brennpunkte  aller  durch  Kbcneu  paraliol  der  A"l'-Ebone  aas  lüi 
[Cono-Cnnena  ansgeschnittenea  Parabeln  liegen. 


^■-Altg< 
^^P  zeue< 
I  mit 

i 

I 


Beachtet  man  hierbei,  dass  2  -   der  Parameter  der  belri-ffirailf 

P  I 

'arabel  ist,  so  kann  man  diese  Relationen  auch  so  deuten:  Dicjeiip 
mr  JF-Ebcne  parallele  Ebene,  deren  Abstand  von  der  siupillt*" 
Kante  die  vierte  Proportionale  zn  p  nnd  c  ist,  schneidet  aus  d^ 
geraden  parabolischen  Cono-CnneuB  (99)  eine  Parabel  aus,  der* 
Parameter  gleich  dem  doppelten  Abstände  der  Parabel  von  der  9**" 
gulären  Kante  ist. 

Als  Projcction  der  Durchs chnittscurve  der  Ebene  x  = 
vorgelegten  Fl&che  auf  die  I'^Ebcne  ergiebt  sieb: 


^  =  ± 


V-^ph" 


1 


Daraus  folgt,   dass  jede  der  Directorebenc    par&Ucle  Ebene 
Allgemeinen  aus  dem  geraden   parabolischen  Cono-Cuneus  zwei  ^S 
zeugende  ausschneidet,  welche  durch  die  singulare  Kante  gehen  n 
mit  der  A'Z-Ebeno  cntgopengeactzt  gleiche  Winkel  bilden.    Für  A===' 
fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  eine  einzige  zusammen. 

Erwähnt  sei  hier  noch,    dass  jede  dnrch  die    singulare 
gehende  Ebene  den  vorgelegtea  Cono-Cuueua  in  einer  Geraden  s 
^iet,  dcun  man  erhält  fUr 


Hierin  unterscheidet  sich  der  gerade  parabolische  Cono-fl 

von  den  bisher  betrachteten  Flüchen   und,    wie  sich   i 


H,  aocli  von  dem  imraboliachcn  Schoilel-Cono-Ouuoug,  dran  auB 
ben  schneidet  jede  durch  dio  siugulüre  Kante  gehende  Ebene  im 
Remeinen  zwei  gerade  Linien. 

I  Um  schliesalich  die  Durchschnittacurve  dpa  vorgelegten  Cuno- 
lieas  mit  einer  durch  die  if-Axe  gehenden  Ebene,  welclie  mit  der 
IÜkc  den  Winkel  91  bildet,  zu  nnterandieu,  wenden  wir  die  Coor- 
lalentransfurmation  an: 


II 

I  AU  6k 


Setien  wir  dann   y 
irton  Durch  seh  n  i  tiscurve ; 


I  Jede  durch  die  if-Axo  geticnde  Ebene  schneidet  demnach  den 
nden  panboIisiThcn  Cono-Coneus  (99)  irj  einer  Parabel,  der«i 
beilel  der  Coordinatenaufang  ist,  und  ii< 

|Bt.    Die  Brennweite  eii 

h&lt  man  fUr  den  geomctriacbcn  Ort  der  ßrenu|iunkto  dieser  Fa- 
lbeln In  Pnlarcoordinatcn : 


8p  cos  V 
?(hl winklige  CoorUinaten 


l^se  Gleichung  stellt  eine  Ciasoide  dar,  welche  die  X-Kxo  im  Coor- 
kaieDaofang  iK^rUhrt  nnd  welche  sich  auf  der  positiven  und  auf  der 

11011  Seite  der  r*Axe  der  Geradon  x  = 


Als  Gleichunjt  der  Tangentialebene  im  Pnnkt«  a-j/?  des  ge- 
len  paraholiaciicn  fono-Coneus  (99)  erhält  man ,  wenn  i ,  >/,  ^  die 
Ifenden  Coordinatcn  bedeuten : 


- 

')- 

'Vn 

-,)+VI{ 

ps 

•d- 

')- 

.vi+2i»*5 

t.lMi 

*,  T>il 

1 

w 

^^B      tHmaa  folgt  far  7  =  0 : 1  =  0;  A.  h.  die  t>tre<torrfc(u  m 
^^^en  K^rsdcn  paraboüsdiPD  C«iK>-OMien  (99). 


fohist 


k 


Peraer  erbftlt  maa  für  i 


,  =  ^^^f 


[n  dun  Punkten  der  Biogal&ren  Kxnte  gi^bt  es  je  zwd  Tu-J 
Ki'niiaU'lK'nrn  an  den  vorgelegten  Cono-Oniteas ,  nelcbr  sirli  in  dl 
«tnKul^BU  Kaute  sclincideu  und  mit  der  .TZ-Ebene  eDlgegengn 
gleiche  Winkel  bilden.  Ka  aind  dies  die  in  {lOii  des  rorigea  j  bl 
tracbtcten  Kbonon.  Diese  Tangentialebenen  scbadden  mitbii  « 
drn  geraden  parabolischen  Couo-Cunens  (99)  die  sinfalAre  K 
tliHl  eiut!  Krzcugencte  dcasclbeu. 

Im  AllgcuiGineu  bestobt  die  DBrchschnittscurve  der  Tan^eptiil' 
Hio  mit  dorn   vorgelegten   Cono-Caneus  aus    der  durcb  ttiret  Be-     | 
ribrungtjiuiikt  gebenden  Erzengenden  desselben   und  aus  einer  i^'     j 
rabcl,   deren  l'rojeclion  auf  die  A"Z-Ebene  als  Parameter  die  tifrt*'     j 
Pro|iortiouale  /.u   4z  and  ;  bat,  wenn  r,  y,  j  diu  Cuürdinaten ^ 
BorUbruu|{S|iunkteB  sind. 

Si'liui^lden  wir  nun  den  geraden  paraboliscben  Cono-CuDeu  C^^ 
.Srcb  die  Ebenen  j  =  r^,  z  —  i^,  so  erhält  man  fKr  das  V  o  I  u  tO  *' 
^  twivvhun  diesen  Ebenen,  der  JVZ-Ebene  nud  dem  lagchörigen  T^^ 
lullten 


-ff' 


y'jp 


f^""/ 


i'Vaf. 


—  i^yo«b 


Das  Volumen  zwischen  den  Ebenen  «  =■  »■g,  y  =  0,  i  =  »,  und  d 
zugcliürigtn   Teile  des   geraden   parabolischen  Cono-Cnneaa  (99) 
duntnucb  gleich  dem  dritten  Teil  eines  rechtwinkligen  ParalJefepi.^^ 
dons  mit  den  Kauten  r„,  u»,  %. 


Nun  ist:  ju-u-i/o  =^  F,  wenn  F  den  3:ugebürigen  Teil  der  bfp\ 
zenden  Parabel  bedeutet;  also: 


(107)  r=iF=o. 

welchen  Salz  wir  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  haben. 


tf.   Ihr  Coifi-Canri 


r 


§  30. 

Wir  konunen  jetzt  zar  Betractitung  des  letzteu  in  der  Einleitung 
inirten  Cono-Cuneua,  <\e.a  paraboliscIiGu    Scliettcl-Cono-  . 
nens.    NehmeD   wir   hiorbtii   ala    Leitparabt'I   dicaelbe  wio  beim 
iilon  parabolischen  Cono-Cunous,  nämlii;li: 


■-2p. 


Directorebene   dymnadi    liie    .Y^-Ebene,   als    siiigulüro  Kaulo  illc 
:e,  so  erhält  man  ah  GK'icbuiig  der  vorgoleßten  Flitdie: 


j  Der  parabolische  Schcitül-Cono-Cuueua  ist  milbin  obenao  wie 
Br  gerade  parabolische  Cono-Cuneus  eine  Flache  dritten  Grades. 

'  Ferner  fogt  ans  di-r  Qloichuug  (lOÖ),  dass  Jude  zur  ,Yr-Ebeiio 
Iraliele  Ebene  den  vorgelegten  Couo-Cniieus  in  einer  Parabel 
linuidct,  deren  Axe  iu  lier  XZ-Ebeuo  und  duren  Sclioit«!  anf  der 
LAxo   liegt       Der    Parameter    einer    solchen    Parabel    ist    gleich 

^,  d.Ii.  nr  ist  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  der  scbnoi- 
|udcn  Ebene  von  der  siugnUrcn  Kante.  Hierin  nuterschoidet  sich 
»■  paralKiliBcho  Sdeiiel-Cono-Cuneus  von  dem  geraden  paraboli- 
^en  CoDo-Cmiena. 

Für  den  geometriacheu   Ort  der  Brennpunkte  der  aus  der  vor- 
legten Flache  aiisgegcbnit tonen  Parabeln  erhiklt  mau  domuach: 

BS)  ,.-•: 

I  b.  der  geometrische  Ort  der  ßrcnnpuukto  aller  Parabeln,  welche 
Itrch  Ebenen  parallel  der  Al-EbeDC  aus  dem  parabolischen  Scheitel- 
"  o-Cnnens  (108)  ausgeschnitten  wenlen.  ist  eine  gleichseitige  Hy 
tobel  in  der  .XZ-Ebene,  deren  Asymptoten  die  Axen  der  e  und  der 
I  Bind,  und  deren  ExcentrieitUt  die  mittlere  Froiiortionale  lu  2p  und 


ferner  wird  dnrch  die  Ebene  y  =  h  aus  <lom  parabolischen 
leilel-Couu-Cuuens  (l<>ä)  eine  Curve  ausgeschnitten,  als  deren 
qjection  anf  die  A'2- Ebene  man  erhält: 


n» 


Daraus  folgt,  dass  jede  zur  Directorebeoe  paraUele  Ebate  mit 
pambolischeu  ScIieiteUrono-Coneaa  eine  erzeugeodi»  Gernl«  » 
ftclinuülcl.  Hieria  unterachcidet  sich  dieser  ConO'CaniiaB  voni^ 
lilnhitr  bclracliteteu,  aus  denen  jede  der  Directort^bcae  parallele  El 
Im  Allgemeineu  zwei  Erzeagenden  der  betreffendan  Fläche  i 
^eidet, 

rorgelegtG  CoDO'Cnneus  nuterscheidel  üch  von  dem  n 
FKboliBeheD  Cono-Cunens   auch  dadarcb,  dass  jede  durcli  it 
)tiilare  Kante  gebende  Ebene  im   Allgemeinen  zwei  rnt-nge 
roden   desRelben  anssuhneidct.    Denn   es   crgiebt  siob  kt«  Prcjücl 
iter  Dnrchschniltscurve  der  Ebene  i  ^  <tx   mit  der  FlOcbe  ( 
die  YZ-Ebem: 

(Ul) 

Diese  KigeiiBcbaft  bat  der  parabolische  Scheitel -Cono-CmeiU. ' 
sitbon  im  i  2B.  angedeutet  worden  ist,  mit  den  elliptischen  und  4 
'|ktI)  Uli  sehen  Cono-Cuueis  gemeinsam. 

Ein  Hauptnutemchiod  zwischen  dem  geraden  parabolischen  ( 
lous  und  dem  pBraboHschen  Scheitel-Cono-Cuneus  bestehl  d 
dnrcli  gewisse  Ebenen  aus  dum  Ictztorcu  Hyperbeln 
schultteu  werden,  was  bei  dem  crsteren  nicht  der  Fall  ist.  Zu  d 
gehören  die  durch  die  Z-Axe  gehenden  Ebenen.  Um  die  betreffeBi 
DDrchichiiillscurveu  näher  zu  untersuchen,  wenden  wir  die  C 
dinatuntransformntioii  (103)  an  und  setzen  g'  ^  i).  Alsdann  f 
man  als  Gleichung  einer  Durchschnittscurve : 


2pecoBip 


^      Diese   Durcliscbnittscurve    ist  demnach  eine  gleichseitige  Uyi 
hei,  deren  Asymptoten  die  Axen  der  x'  und  der   :'  sind,  und  dal 

Quadrat  der  Excenlricitlkt  gleich 


Gehen  wir   nnn  zur   Tangentialebene    im   Punkte  i 
parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (lUS)  Über,  so  erhalten  wfa  I 
Gleichung  derselben; 

oder: 
(113) 


'  DaratiB  folgt  für  ,«  =  0:  |  —  0;  d.  h.  der  imraboUsche  Scheitol- 
o-Conoas  (IOC)  borUbrt  die  IZ-Ebeii.:. 

!j    Ferner  ergieht  sich  für  ;  =  0  aus  dsr  Gleichaug  (113): 

fc  Tangenimlebene  in  einem  Punkte  der  siagalilren  Kante  golit 
mnach  dnrcb  diese  Kante.  V.s  giebt  aber,  wie  man  hieraus  er- 
Al,  IQ  einem  Punktf  der  singalärcn  Kante  anr  eine  Tangential- 
eno  an  deu  paraboliai;heu  Seheitel-Cono-Cuneus  nnd  ancb  hierdurch 
Certcheidot  sich  derselbe  von  den  Übrigen  betrachteten  Gono-Cn- 
U. 

Diego  Tangen tialebonoD  sind  die  auUr  (111)  des  vorigen  §  be- 
ichteteo  Ebenen.  Sie  acboeiden  also  aus  dem  parabolischen  Schei- 
-Cono-Cuneus  die  singulare  Kante  und  xwei  erzeugende  Geraden 

Bselbeo  aus. 

Allgemein  orbalt  man  für  die  Projection  der  Dnrcb  ach  nittecnrve 
r  Taugontialobeno  mit  der  vorgelegten  Fläche  aof  die  l'Z-Ebeuc, 
tun  man  ■  aus  der  Gleichung;  (113)  und  der  Gleichung  r]'i=  '2pcS 


Daraus  geht  hervor,  dass  die  Tangcntialebeue  aus  dem  parabo- 
"hon  Scheitel-Cono-CuneuB  im  Allgemeinen  dio  durch  ihren  Bo- 
trungspunkt  gebende  Erzeugende  desselben  und  eiue  gleichseitige 
^KTbcl  auBsohueidet,  deren  Projection  auf  die  VZ-Ebene  die  Ex- 
Itricität  V2i/.:  hat.  Auch  die  Tangentiale  heuen  uphören  daher  z" 
'  oben  erwähnten  Ebenen,  welche  aus  dem  parobuliHchen  Scbeitcl- 
Bo-Cnnens  Hyperbeln  ansBcbneidon. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  dio  Tangentialebene  die  Fläche  im 
Semeioen  nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Beruh mngspunht 
Menden  Erz  engen  den  derselben  berührt.  Eine  Ausnahme  findet 
f  f or  y  =  0  statt;  d,  h.  die  yz-Ebene  berührt  den  parabolischen 
fcoitel-Cono-Cuneas  (108)  längs  der  ganzen  in  ihr  liegenden  Er- 
lie«iiden  desselbeiL 

SchliCHÜch   erhalten   wir  für  da«   Volumen   V  zwischen  den 
yo.  3  *=  ^n.  ■<:  —  0  ond  dem  ESgehörigeu  Teile  der  vor- 


:  Vit   Oine-Cwiti. 


■-f  f.äyd.  -  ^^  fy^d,  y",d. 


■  Ä*uyo»o 


d.  h.    Das  VolnmoD  mit  der  vorgescbri ebenen  Begrenzung  itt 

Idem   seclistQU  Totlc   eines   rechtwinkligen    ParaUopipodons  mll 
bnten  »t,,  ffo.  ^. 
r 
d.  h. 


Wir  haben  beim  geraden  parabolischen  Cono-Cuneos  erh^toiiV 


hrans  folgt: 


d.  b.  in  Worten:  Die  Snmme  der  Tolnmina.   welche  voi 
paraboliscbflQ  Gono-Cnneis  begrenzt  worden,  und  /d  den  Coordinit 
y„,  In  ^hören,  ist  gleieh  der  Hälfte  des  rechtwinkligen  l 

Bpipedons  mit  den  Kanten  y^,  i/,„  ^i,, 


VI.  Abschnitt. 

Die  Fnsspunktenflächon   der  betrachteten  Cono-Cnnei 
für  den  Courdinatenanfang  als  Pol. 

§  32. 

Wenn  mau  von  einem  gegebenen  Funkte  die  Senkrechten  ><>f 
die  Tangentialebenen  einer  gegebenen  FliLcbe  fallt,  so  büJen  ^ 
Fnsspunkte  dieser  Senkrechten  eine  neue  Flüche,  welche  die  Foss- 
pnnkteDllElche  der  gegebenen  Fläche  fllr  den  gegebenen  Paakl  ''> 
Pol  genannt  wird.  Wir  wollen  nnu  in  diesem  Abschnitte  die  Fnss- 
punklendächen  dtir  behandelten  Cono-Cunci  fUr  den  Coordinalonaiifut 
als  Pol  einer  kurzen  Betrachtung  unterwerfen. 

Was  zunächst  den  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 

^trifft,  so  hatten  wir   als  Gleichnng  der  Tangential  ebene  deswlba 
BPbalteu  [§  12.  Gl.  27]: 

temnach  crgiebt  sich  für  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  A 
feen  Coordinatenaufang  geht  und  auf  dieser  TangenlialebOMl 
f recht  steht,  wenn  S,  ij,  £  die  laufenden  Coordinaten  l    '    " 
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inaten   der   Fasspunktc   dieser   Sonkrechtt<ii   müssen    dcu 
Peichangcn   (116)   nod  der  Gleichnn^;   der  betreffenden  Tangcutial- 

Stgcn.    Demnach  folgt  fUr  dieselben: 
Dii 
m 


^_> 


c'x*ga* 
1  =  ■ 


E-- 


irch  EliDÜnatioQ  von  a  >/,  '  ans  diesen  drei  Gleichungen  inil  Hilfe 
'  Gleichung   (17)  ,resn!tirt   die   Gleichung    der    gesnchleu    Fasa- 
Juktenfl&cbe: 


-<^f) 


Die  FnsBpuQkteDfläche  des  geraden  cUiptischeu  Cono-Cuncus  (17) 
Ir  den  CoordiDatenanfang  als  Pol  ist  demnach  eine  Fläche  6ten 
Irades. 

Ein  ahnlicbcB  Resnlut  ergiebt  sich  ffir  den  geteilton  geraden 
fperbolischen  Cono-Caneos  (37): 

k  deiseu  Fnsapunktontl&cho  fflr  den  Courdinatouanfaug  als  Pol  map 

Die  beiden  Gleichungen  (117)  nnd  (Illj}  geben  für  t-^o  über  in: 

Itrmos  folgt  der  Satz;  Die  beiden  Fusspunkt^nflUchen  (117)  und 
16}  nod  der  Cf linder  (119)  scbneiden  sich  in  einer  und  derselben 
irre,  nnd  zwar  in  einer  ebenen  Cnr\c. 

Dioso  Relation  kann  man  auch  so  deub^n :  Sind  der  gerade 
iipüsche  Dod  der  gerade  geteilte  hyperbolische  Cono-Cnneus,  welche 
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dieselbe  fiitiguläro  Kante  babon,  so  beschaffen,  <jaaB  eine  und  At 
selbe  Kbcue  aus  dem  elliptischen  einen  Kreia,  aus  dem  hfpohd 
sehen  eine  gleichseitige  Hyperbel  aasschncidct,  deren  halber  Pll» 
tneter  gleich  dem  Radius  des  Kreises  des  elliptischen  Cuno^^sH 
ist,  so  schneiden  sich  die  beiden  zagebürigcn  Fusspunktenfilcbea  fb 
den  Coordinatenanfang  als  Pol  in  einer  ebeueu  Corve ,  oiid  zwtr  I 
zwei  Kreisen  in  der  JVl'-Ebene  mit  dem  Radius  \a ,  welche  ucb 
Coordinatenanfang  berühren  nnd  rleren  Mittelpunkte  auf  dor  riiii 
läreu  Kante  der  beiden  zugehörigen  Cono-Canci  liegen: 

Ferner  ist  die  Glcichnng  der  Tange ntiatcbonc  dva  gcnden  i 
fachen  hyperbolischen  Cono-Cunens: 


Tlemnach  erhält  man   als   tileichungeu   der    vom  Coordinatcnud^ 
auf  diese  Ebene  gofÄllti'n  Senkrechten! 


Für  die  Coordinaton  des  Fuaspunktcs  dieser  Senkrechten  r 
tirt  mithin: 


I 


i  =  -,<^.+-^i^+,v+<,^ 


Eliminirt  man  x,  y,  :  aus  diesen  drei  Oleicbongen  mit  Hilfe  ^ 
Gleichung  des  zugehörigen  Couo-Cuueus,  so  erhält  man  als  Gltdciul 
der  betreifenden  Fnsspnnktenäftche  dos  geraden  einfachen  hypeil™ 
sehen  Cono-Cunens: 

(120)     (!.+  ,.+£.).  _!'5;!^°!f5 

Auch  diese  Fläche  ist  wie  die  beiden  vorliergebeudeu  vo 


Untersni'he 


3Ö1 


Untersni'heu   wir  nnn   die  Duruhgchnitlacuntu  ilur  dri'i  abgclci- 
PusspuuktcollacbcD   mit   Ebenen ,   wcklm   durch  dio  siugiililrc 
B  des  zugohürigen  Couu-Cuneus  gebe»,     'in  dum  Zwecke  sctzon 
n  den  beiden  Glcichangen  (117)  und  (tl8): 


et- 


mal}. 


diese  Gleichaog  stellt  eine  Ebene  dar.   welche  duruh  dio  JC- 

bIso  dorcb  die  Eiugulllre  Kaute  des  gei-uden  cllipliaclieu  Cono- 

fc^OTl  uud  des  goraik-ii  geteilicn  hypcrbüli sehen  Cono-CunouB 

^^^madnrch  geben  die  betreffenden  beiden  Gleiebuugen  über 


4"+' 


f»+- 


«H-c 


ij»  ±=  X  «f  Vl  —  n»* 


=  ±  «iyi+™ 


Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  Allgcmeiucu  je  zwei  Klliiisca 
welche  sieb  im  Ooordiuatenanraug  berUhreu,  und  deren  Mittei- 
tc auf  der  .V-Axe  liegen.  In  di>r  Gleichung  H'Jl)  ist  diese  Mög- 
ait  an  die  Iledingang  geknapft,  dass  m' <;  1  ist,  während  der 
für  die  andere  Gleichung  fur  jeden  Wert  von  m  gilt. 

Siae  analoge  Beziebnug  ergiebt  sich  fOr  die  Fusspunktenfläche 
des  geradeu  einfachen  hyperbolischen  Cono-Cnnona,  Da  dieser 
-Caociis   die    l'-Axe  zur  singulären   Kante   bat,    so   stellt   die 


Ebene  dar,   welche  durch  diese   singuiüre  Kaute  gebt.    Oal'Ur 
t  mau  aus  der  Gleicbnug  (l'JU): 


Weso  Gleichung   stellt,   wenn  m*>l    ist,   zwei  Ellipsen  dar, 

IB  dch  im  Coordinatetiaufang  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
ir  y-Axe  liegen. 

Lns  diesen  Erürleruugeu  folgt  der  Satz: 

lede  durch  die  siuguliire  Kante  eines  geraden  elliptisebeu  oder 
'bolischen  Ceno-Cnuens  gehende  Ebene  sehncidet  im  Allgemeinen 
1er  FosspankteuDächc  des  betreffenden  Cenu-Cuueus  flLr  den 
linfttenanfaug  als  Pol  zwei  UJiter  sieli  gluichs  EIUpaoQ  ans, 
»  sieb  in  Pol  der  Flache  b 
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§  33. 

Was  ferner   die   Fasspunktenfläche    des   elliptischen   Scbai 
Cono-Cnneus  (76) 

("■)*  ■'*''' 

für  den  Coordinatonanfang  als  Pol  betrifft,  so  hatten  wir  als  G 
chnng  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  desselben  erhalten  [§      ^^* 
Gl.  81]: 


Die  Gleichnngen  der  vom  Coordinatenanfang  anf  diese  Eft^^sne 
gefällten  Senkrechten  sind  demnach: 


a 

X z 

c 


a 

c 


(a   \    ,    o*a  ,  , 


Daraus  folgen  für  die  Coordinaten  des   Fnsspnnktes   dieser  &^^^"* 
rechten  die  Gleichungen: 


(.-;.)(g)V 

(£)V ^. 


f 


(-°-)  +  (ÖV+[-;(--.')+w*'^-^J 
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<cli   EUmination  vod  x,  y,  a  mit  Hilfe  der  Gleichaog  (76)  folgt 
M9  die  GleicboDg  der  gesuchten  FnsspQDkteafläche : 

ZunSchst  gellt  hicraos  hervor,  dasE  die  Pnsspanktcntlächo  ebotiso 
I  die  im  vorigen  §  betrachteten  vom  6leD  Grade  ist.    Kerner  cr- 
ich  aus  der  Gleichnng  (124)  für: 


Daraus  folgt  der  Satz:  Die  dnrcb  die  singnlürc  Kaule  des  elHp- 
hen  Scbeilel-Cono-Cunons  (76)  gehende  Ebene  et+tii  =  0  schneidet 
!  der  zugehörigen  Fusspunktenftäcbt!  (124)  iwei  Ellipsen  aus,  welchß 
i  im  CoordiDatonanfang  berühren,  und  deren  Projectionen  auf  die 


—Ebene  die  Ilalbaxen 


2y*'-)-cä 


und  ö  haben. 


Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  die  Fusspunktenflächo  des 
kachen  hyperbolischen  Scbeitel-Conu-CouGUB  (84): 


den  Coordinatenaufang  als  Pol  die  Gleichung: 


Ferncr  war  die  Tangentialebene    des   getcillen   byporbolisclien 
leitel-Cong-Cuneus  (84): 

en   dt 
enkrei 

a 


folgen  die  Glcicbuugcn   der   durch    den    Coordinatcuanfang 
aaf  dieser  Ebeno  senkrecht  stehenden  Geraden : 


■-.+!(-:■) 
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j(^_„.)+?(,_?.) 


i 


Mithin  gcnttgen  die  Coordinaten  des  Fnsspunktes  dieser  Senkreehtoi 
den  Gleichungen: 


4a\* 


l 


© 


(i^+('-^)■+[a'•"-"■*+K'-^)J" 


rjriy^- 


XX   w 


i  = 


©*•"+('-^)+[s.'■'-»•'+;('-^)] 


t-Eb. 


r- 


Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Fusspunktenflächo  des  geteilten  ^1' 
perbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (90)  für  den  Coordinatenanf***^ 
als  Pol: 

(126)        (J^  +  iy^+f^).  _  "^^^^lict+bnY+hWl 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  f  =  0: 

d.  h.  iu  Worten:    Die  Fusspnnktenüäche  (126)  schneidet  die 
Ebene  iu  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  \a^2^  welche  sich  im  Q^ 
dinatenaufang  berühren,  und  deren  Mittelpunkte  auf  der  JT-Axe  lie^ 

Dreht  man  die  Fläche  (126)  um  die  2:-Axe  um  ^»  so  dass     ^^ 

pobitive  A'-Axe  in  die  negative  y-Axe  fällt,  dann  geht  die  Gleich  ^^° 
derselben  über  in: 

Berücksichtigt  man  hierbei  die  Gleichung  (124)  der  Fusspunkt:^^" 
fläche  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  und  beachtet,  d^^^' 
wenn  mau  a  -=  6  setzt,  die  beiden  Gleichungen  für  cj-j-öl  ==  0  ül^^ 
gehen  in 


■\ 


der  Satsi;  Sind  der  elüptUcbe  uud  der  geteille  hyppr- 
ditche  Scbeitel-Cono-CuDeuR ,  dcreu  aiugulSre  Kanten  auf  eiiiniidor 
ikrscht  Btehon  nnd  in  einer  Ebene  liegen,  so  beschallen .  das?  die 
nie  in  der  Eotfemang  c  von  den  singuläreu  Kanten  aus  dein  ellip- 
ichen  den  Kreis  mit  dem  Radios  a,  ans  dem  bi'perboli sehen  dii- 
eichseitige  Hyperbel  mit  dero  balben  Parameter  n  aassctineidet,  so 
die  Durch  seh  nittscurve  der  Fnsspuuktenfliiche  des  elliptischen 
beitel-Cono-Cnueus  für  den  Coordiiiatenunfang  ala  Pal  mit  der  um 

I  die  Z-Axn  gedrehten  betreffenden  FuBspunktentiacho  des  ge- 
lten hyperboliscben  Scheilel-Cono-Cuneus  aus  zwei  Ellipsen,  welclie 
h  im  Coordinatonaofang  berühren,  und  deren  Projectioncu  auf  dio 


'Ebene  die  Halbaion 


:  und  .j  haben. 
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Wir  wollen  nun  noch  ähnlich  wie  im  vorigen  §  <lie  Durcli- 
nitUcnneu  der  drei  abgeleiteten  FusspunktenUächen  mit  Ebenen, 
che  durch  die  siugulfLre  Kaute  des  zugehürigon  Cono-Cnncus  gehen, 
ersuchen.  Da  der  elliplischc  und  der  eint'aclie  hypciboliHche 
eilel-CQUo-Cnneus  die   r-Axo  zur  siugulilre»  Kante  haben,  so  ist 


Ebene,  welche  dorch  diese  singnläro  Kante  gebt.  Setzen  wir 
n  Wert  von  £  in  die  Oleichungon  (124)  nnd  (125)  ein,  so  geben 
elbeo  Über  in: 


^TOfe  bc 


'-«"  +  >!'=  +  Ä,  Vi -(,„  +  !)- 


beiden  Gleichangen  stellen  im  Allgemeinen  je  zwei  KlHpaet 
weluhe  sich  im  Coordinatenanfang  bcrUbrcn,  und  deren  Mittel- 
ikte  auf  der  y-Äxe  liegen.  Ein  äbnliebes  Kesultat  ergiebt  airh 
die  Fasspunkteuflacbc  (l'JG)  des  goti-iltcn  hyporbeli sehen  Seheilel- 
lO-Cunons.  Dieser  Cono-Ouneus  bat  dio  -V-Axe  zur  singulilrcu 
ite.    Folglich  stellt  die  Gleicbaug 


m*b*+j 
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V-±  "£>'(«.+ l)»  +  l 


(129)      {*+ 

Zugleich  ist  hieraus  ersicbtiicb ,  daas  aus  der  FusspurtktenfläcUe 
(126)  jede  durch  die  singulare  Kaute  deB  zngebörigen  geteilten  hf- 
perbolisclien  Scbeitet-Cono-Cuneus  gehende  Ebene  zwei  Ellipsen  aas- 
Bchuoidet ,  während  bei  den  beiden  vorhergehenden  die  Ebenen  noch 
gewisseu  Beschränkung(?ii  unterworfen  sind. 

DicsD  Resultate  kOnucQ  wir  in  den  Satz  zusammenfassen:  Jede 
durch  die  siognläro  Kante  eiues  elliptischen  oder  eines  hyperbolbcbi«  ^ 
Scheitel-Cono-Cuneus  gebende  Ebene  schneidet  im  Atlgemoineo  in^ 
der  Fusspuubtentläcbe  des  betreffenden  Couo-CuneuB  für  den  Coor-^ 
uatenaiifaug  als  Pol  zwei  sich  gleiche  Ellipsen  aua,  welche  ainh  1^. 
Pol  der  Flache  berllhren. 


M 

«n  irfr  ■ 


ä  34. 

Um  schliesslich  die  betreffenden   Fnsspunktenfl&cbeu  der 
betrachteten  parabolischen  Cono-Cnnei  zu  untersuchen,  so  haben  irfr 
im  §  29.  als  Gleichung   der  Tangentialebene  im  Punkte  xyi  ilnt  f»> 
raden  parnboliscbou  Couo-Cnneus  erhalten: 

Demnach  sind  die  Gleichungen  der  vom  Coordinateikanfang  auf  dii^e 
Ebene  gefällten  Senkrechten: 


^=  £i 

1--2j='' 

80 

dass 

man 

für  den  Fnaspunkt  dieser  Senkrechten  erhält 

i- 

,V  +  t^'+4pV:- 

V  -= 

:  = 

V-v 

pV  +  ,^,-+lpW 

DarauB  folgt  als  Gleichung  der  Fusspuubtenfläche  des  gtiadon  pu** 
holischen  ConoCunens  (99)  für  den  Coordinateuanfaug  als  Pol: 

(130)        !■+,'+[■ -S 


lünac  F Dssp  11  ukton fläche  ist  demu&ch  vom  vierten  Grade,  niihreiid 
die  bisher  betracbleteD  vom  6ten  Grade  siad. 

Ferner  ergiobt  sich  aus  di?r  Gli^iehung  des  geraden  paraboliscboQ 
Cono-Cnneus : 


Setüt  man  diesen  Wert  i 
■e]be  nber  in 


die  GleidiuQg  (1.%)  ein,  so  gebt  die- 


Oarans  folgt  der  Salz:  Der  gerade  parabolische  Cono-Cunens 
<S9),  die  zugobCrige  Fusspnukteufläcbe  (130)  und  die  Kngel  (lai) 
&diiieidea  sieb  in  einer  nnd  donjel))eu  Curve. 

Oder  m.  a.  W,  Die  Durcbgchiiittscurve  dos  geraden  paraUoti- 
•n  Cono-Cuiieus  (yu)  mit  der  zugehjlrigcu  Fussptinktontl liebe  fQr 
«Jen  CoordinatGiianraug  als  Pol  liegt  auf  einer  Kugel  mit  dem  Coor- 
diuataiianfang  als  Uittelpunkt,  deren  Radius  die  vierte  Proportionale 
2n  2p  and  c  ist. 

Ein  ähnliches  Bosoltat  crh&lt  mau  für  den  parabalischea  Schei- 
tel Cono-CuneiiB  (108).  Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte 
afi  desselben  ist  [§  31.  Gl.  113j. 

2pcS-2pz(ij-y)~yi't"0 

Sie  vom  Coordinatenanfang  anf  diese  Ebene  geßülte  Senkrechte  hat 
^moach  die  Gleicbongcn: 


wodurch  man  für  den  Fusapuukt  dieser  Senkrechten  erhält: 


Pitbti:  lilf  Oano-Ouitl. 


Daraus  fulut  als  Gleichung  der  gesufliteii  FusspuiihlcnllSclif : 


'  (jloirliung  fUnfton  Grades. 


Di'pht.  nmii   rni 
lue  /J-Axt'  um  i 


Setzt  I 
I  &bcr  ii 


ilen  parabolisclien  ScIicitol-Cono-CansiK  1 
HO  ist  ilio  Gleichung  desselben: 

'H  =  —  'iv^- 

= '■if. 

rt  in  ilie  Gleichaii^  (132)  ein,  su  K^ht  ijicti.-lb« 


d.  h.  in  Worte»:  Der  um  x  um  die  ZAxe  godrehie  paraliHllsctif 
Scbeitol-Coiio-Cuueus  (108),  die  zugehörige  FusaimulitcntiOcho  (1^1 
mid  die  Kugd  (l^ü)  sehnciden  sich  in  einer  und  derselben  Can*- 

Oder:  Die  DurcbschnJttscurve  des  am  t  um  die  Z-Aw  ff^ 
drehten  imrabolisciien  Scheitcl-Cono-Cuneus  (108)  mit  der  tu'^l^ 
rigen  FDsaiiunktenflHche  (132)  liegt  auf  einer  Kngel  nm  den  Coor 
aiifaug  als  Mittelpunkt,  deren  Radios  die  mittlere  Proponiomlc  n 
2ji  und  e  ist. 


Setzt  r 


i  ferner 


Ctt^i 


Daraus  folgt  der  Satz:  Schneiden  sich  die  beidea  parabolisclien 
Tuiioi,  deren  singulare  Kanten  auf  eiuaudcr  senkrecht  stehen  uod 
eiuer  Elieue  liegen,  in  einer  Parabel,  deren  Parameter  gleich  itW 
AbstauÜD  von  den  singuläron  Kanten  ist,  so  liegt  die  Durcbscbnlt''' 
curve  des  geraden  parabolischen  Cuno-Cuneus  mit  der  lugehtriRB* 
P'usspunlitenflächü  und  die  Dnrcliscbuiltsenrvo  der  Fusspunktanflä'l" 
des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  mit  dem  um  ji  um  die  ^ 
Axe  gedrehten  parabolischen  Scheitel-Conu-Cuneus  auf  eiuer  d<"' 
dorsolben  Kugel  um  den  Coordinatenaufaug  als  Mittelpunkt,  dw*" 
Radius  gleich  dem  Parameter  der  Durchschnitlsparabel  der 
[>-Cunei  ist. 
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Schtiesalicli  wollen  wir  noch  die  DnrchschiiittscDrveu  der  beiden 
•apanktenflichen  (130)  und  (132)  mit  Ebenen,  welche  durch  die 
Bolire  Kaute   des   betreffentlcD   Couo-Cunena  gehen,  nnlorBUctien. 

Schneiden  wir  zu  dem  Ende  die  Fläche  (130)  durch  die  Ebene: 
j  E—  (*1> 

Iche  darch  die  X-Axe,  bIbo  durch  die  singulare  Kante  des  geraden 
nbolischen  Couo-Cunens  (99)  geht,  so  erhält  man  für  die  Pro- 
ition  der  beireffenden  Durcbschnittscurve  auf  die  .V>'-£bene: 


I*} 


^*+(h'+i)V 


2p    ' 


UienuB  folgt,  dass  Jedi.'  durch  die  ainKulAre  Kante  des  geraden 
rabolischoD  Cono-Cuneus  gehende  Ebeue  die  zugoharige  Fusb punkte n- 
iche  in  einer  Ellipse  schneidet,  welche  durch  den  Pol  der  Fuss- 
nkteoätkche  geht  Hierin  unterscheidet  sich  also  die  F  uss|i  unkten - 
ehe  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  von  den  bisher 
trachteten  nnd,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  auch  von  derjenigen 
fe  parabolischen  Scheitcl-Cono-Cuneua ,  aus  denen  jede  durch  die 
Ignlare  Kante  des  betreffenden  Cono-Cuneus  gehende  P^beue  im 
Igemeinen  je  zwei  Ellipsen  ansschueidet 

Um  dies  fOr  die  Fläche  (132)  unchzn weisen,  betrachten  wir  die 
Ircbscbuittscurve  derselben  mit  der  Ebene: 


I  die  T-Axe  singulftre  Kante  des  paraboliBctaen  Scheitol-Cono- Cuueus 
ID6)  iaU  For  die  Projection  der  in  Rode  stehenden  Durc  h  Schnitts - 
^e  tof  die  Xr-Ebono  ergiobt  sich  alsdann: 


Isb) 


li-i-fi^iS*+n'-±>iV^fix: 


omit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist. 

I  Wir  haben  also  gefunden ,  dass  die  FusspunktcnflUcheu  des  ge- 
|den  elliptischen,  der  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei 
id  diejenigen  des  elliptischen  und  der  beiden  hyperbolischen  Scbeitel- 
Bno-Cnnei  vom  6ten  Grade  sind,  während  die  Fusspunkteniläche 
M  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  eine  Flficbe  vierten  Grades, 
lejQuige  des  parabolischen  Scbcitel-Cono-Cunons  eine  Fläche  fünften 
iades  ist. 

Ferner  sümmun  die  Fusspunktenflächeu  des  geraden  elliptisclii 
JODO-Cnneua  und  der  geradeu  hyperbolischen  Cono-Cunei  mit  den 
■^^^etiachteteu  Scheitel-Cono-Cuuei  darin  aberoin,  < 
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i  ilifi  singulare  Kante  Uea  betreffenden  Cono-Cunt-us  gobondo  ] 
.  Allgemeine»  aus  ihnen  Jr  Kw«i  Ellipsen  oussclineidct,  «relchM 
Pol  di*r  Fläche  lnTUliren.  Die  Dnrclisehnittacurvf  der  Fnsg 
[  fliLChe  des  geraden  paratmtiscbcii  Gono-Cnncus  mit  einer  i 
I  singnlare  Kante  dieses  Cono-Cuneus  ecb^nden  Ebene  dageg^ 
I  nur  aus  einer  Ellipse,  welclio  dnrub  den  Pol  der  FusspnnktenHi^ 


VII.  Abwlinltl. 
nie  Meridiancurven  der  Cono-Cui 

S  35, 

Wir  Bcbliessen  hier  eine  knrzo  UeliandlnDg  einer  Art  vonT 
ftuf  den  Cono-Cuncis   an.     Anf  den   Rotationsflächen   antomdK 
man  Meridiane  nnJ  Cnrven  gleicber  Polliühe,    Diese  Termintdogia 
Alfred  Enncper  auf  krunitne  Obcriliichen  abcrti'ajien  und  dioai 
folgendennaasen  dofinirt').    Im  Pnukte  jj/t  oine.r  Flllche  bildo  4 
male  den  Winkel  u  mit  der  ^-Axo,  dnrcb  c  werde  der  Wq 
neichuet,  weli;hen  die  Projoction  der  Normale  auf  die  AT-Eh 
der  Axe  der  x  eiuschliesst.     Einem  bestimmten  Werte  todI 
spricht  auf  der   Fläche  eine  bestimmte  C'urve,  für  welche  j 
variabel  ist.     Dieselbe   heisst   auf  den  Rotationsflacheu   eiq 
gleicher    Pnlhöhe.    Variirt   ?*  allein,  hat   also  b   einen   1 
Werl,  80  entspricht  demselben  eine  Curve,  welche  bei 
fiilchen  den  Namen  Meridian  fuhrt. 

Wir  wollen  in  Folgendem  die  MeridiancuTTon  der  Coi 
betrachten,  Wird  =  als  Function  von  x  und  y  angesehen,  i 
steht  die  Gleichung 

9v 


Mittelat  der  Gleichung  (17)  des  geraden  elli]itisfhen  Conoi 
ergiebt  aicli: 


0  ef-    Alfml   Ennir|ipr;   ..UeVr   Flä^licn  mit  licanndpren  B 
sJCXlX.  6.U.  Her  Ab)iHi>.ltiiLtj.'<:n  ili-r  KHnii:].  G.'sclIsfhRft  I 
kGOItuigrn, 
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Diese  GleichuDg  lässt  erkennen,  dass  die  Projection  der  Meridian- 
car\e  des  geraden  elliptischen  Gono-Cuneus  (17)  aaf  die  Jrr-£bene 
eine  Hyperbel  mit  dem  Coordinatonanfang  als  Mittelpunkt  ist,  deren 
eiue  Axe  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  ^v  bildet,  und  deren  Axen 

böztgiich  gleich:  -^T^TT.Vcosr  und  ^i;rrzVc'ösv  sind. 


cos^t? 


sin  Iv 


Zn   demselben  Resultate    gelangt   man   beim   geraden    geteilten 
hyperbolischen  Cono-Cuncus  (37).    Man  erhält  nämlich: 


tg  V  « - 


x'^  —  a* 
xy 


Daraus  fliesat  der  Satz:  die  Meridiancurvon  des  geraden  ellipti- 
sehen  und  die  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuncus  liegen 
auf  denselben  hyperbolischen  CylinderÜächen. 

Diese  Meridiancurven  sind  Curven  doppelter  Krümmung.  Denn 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste,  wie  in  der  Theorie  der  Curven 
Q&cbgowiesen  wird,  wenn  man  x  als  unabhängige  Veränderliche  an- 
ninamt: 


0 


ilx^ 

<1^y 

dh 

dx^    : 

sein.    Man  erhält  aber  für  die  Meridiancurven  des  geraden   ellipti- 
schen Gono-Cuneus  (17)  als  Wort  dieser  Determinante: 


x^{a^  —  jc*)i  tg*v 

^^^d  für  diejenigen  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37) 

6a*  c 
x^{s^  —  a^)  «  tg^r 

Setzt  man  den  Wert  von  a^—x^  aus  der  Gleichung  (136)  in  die 
^*^ichang  (17),  so  ergiebt  sich: 


c-y  =  xz'tgv 


(137) 

Die  Meridiancurven  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
^^en  demnach  auch  auf  Flächen ,  welche  durch  die  Gleichung  (137) 


Mar- 


der, 


'gestellt  werden.    Es  sind  dies  parabolische   Scheitel-Cono-Cunei, 


^n  Leitlinien  den  Gleichungen: 

3*  =  cy  ctg  i' 


flC  ==  c 


^K* 
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genOgea,  welche  also  die  Jl-Ebeae  zur  Dlrectorubena 
zur  singulärea  Kante  liabeu. 

Eiu  abiiliches  Resnltat  ergiebt   aiuh   für  den   geraden    geteilten 
hyperbolisclien   Cono-Cnneus  (37),   deasen   Meridiancurven    auf    des  , 
Fläclien: 

e*y M»tgf, 

(138)  c>j,-«*lg(«-M 

liegen.  Daraus  geht  licnor,  dass  die  parabolischen  Scheitel-Coo« 
t!unei  der  oben  beschriebenen  Art  sowol  deu  geraden  elliptischei 
Cono-Cnneus  (IT)  ah  auch  deu  geraden  geteilten  hyperbolische 
Cono-Cuneus  (37)  in  Meridian cnrvon  schueideu. 

Femer  erhält  man    für  den   geraden  einfachen    hyperboli8c]ia| 
Cono-Cuneua  (07): 

(133)  yStgi-i-rff+i>'tg-=0 

Die  Mcriiliancurveu  des  gerade»  einfachen  hyperbolischen  Couo-^ 

Cuneufi  ((i7)  liegen  mitbin  ebenso  wie  diejenigen  des  geraden  ellip-      _^ 
tischen  und  des  geraden  geteilten   hyperbolischen  ('ouo-Cuueas  anf     j 
hyperbolischen  CyliDderSäcben,  deren  Axe  die  2-Axe  ist    Die  Spuren  ^ 
dieser   Gylinderfläcben   in  der  A'I-Ebene   siod  Hj-perbeln    mit  äem^^ 
Coordinatenanfang  als  Mittelpuolit,  deren  eine  Axe   mit  der  Ase  dei^ 
«  den  Winkel  |i'  bildet  und  deren  Ai^en  bezüglich 


f   l-|-sinp  f   1  —  sino 


sind. 


(E 


Durch  Substitution   dee  'Wertes  von  j/*+i*  aus   (139)  i 
ergiebt  sich: 

6»c':Etgo  =  — aV* 

(HO)  ,,.^»^.^„.^^ig^|_l.„^ 

Durch  Vertauschung  von  x  mit  y  geht  die  Gleichung  über  i*^- 
tUl)  t«e»;,  =  «*:r.*tg(^  +  '') 

Vergleichen  wir  die  Resultate  (137),  (138)  und  (141),  so  resulür'^ 
der  Satz: 

Die  Meridiancurven  des  geraden  elliptiacbcn,   des   geraden  | 
teilten  und  des  geraden  einfachen  byperboliachen  Cono-Cuneus,  i 
i  Kaule   und   die  Directorebene  gemeinaam  babeti 


welche  so  beachaffon  sind,  dass  eine  Dtid  dicssUic  Elieao  aus  dem 
elliptiachon  einen  Kreis,  aus  den  beiden  hj'perlioHscLcu  Jo  eine 
gleicliseitjgc  Hj*perbel  mit  einem  Parameter  gleich  dem  doppolten 
Radiua  dce  Kreises  des  olliptiBchen  Cono-Cnneus  ausschneidet,  liefen 
auf  denselben  parabolischen  Scheitel-Cono-Cnneis 


Um  nnn  die  Meridtancurven  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cnneus 
(76)  zu  anlersncbon,  so  folgt  ans  der  Gleichung  (TG): 


(HS) 

Mithin  erhält  man 

|»e. 

<l(*H-V**— y») 

8i                u 

a< 

Je.» 

»»        a(l  +  VS>- 

j,'j     %     „(i+ysi_j.)Vj.- 

-y" 

■o    <lus  Bich  ergiebt: 

|143)                        tg» 

xy 

(s+Vs'-,')yi"- 

-»• 

Diese  Gleichong  Bt«llt  eine  Cylinderfläche 

ßten  GradOB 

dar 

lICDIl 

•»»an  erhält  darans: 

**y»CtgS.  +  {6'-s*)'/  =■  2a»ctg»«{««-;,»)(26''-j») 

Wahrend  daher  die  Projcctionen  der  Meridiancurven  des  geraden 
^'liptischen  Cono-l'nnona  (17)  anf  die  -YV'-Ebene  Hyperbeln,  d.  h. 
*^«»iTen  zweiten  Grades  sind,  liegen  die  Meridian caneu  des  elliptischen 
^clioitel-Cono-Cnnens  (76)  anf  Oy linderflächen  6len  Grades. 

Setat  man  für  die  irrationalen  Ausdrucke:  fi  +  Vi* — y^  und 
■^4'— y*  die  ans  der  Glcichang  (142)  folgenden  rationalen,  so  geht 
*ic  Gleichnng  (143)  über  in 


Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  fttr  den  einfacher 
■liBchen  Scheitel-Cono-CunoBB  (84): 


("■)■" 


Man  erhalt  nämlich: 
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xy 


tgt^i  «  — 


(U5) 


xy 


*«<"-'''> -(i+V^i+6r)Vi?+i-* 


Die  Meridiancurven  des  einfachen  hyperbolischon  Schcitel-Co-^ 
Cuneus  (84)  liegen  demnach  ebenso  wie  diejenigen  des  elliptisct^^ 
Scheitel-Cono-Cuueus  (76)  auf  Cylinderflächen    6ten  Grades.    Y^rC^^ 
folgt  aus  der  Gleichung  (145): 

(146)  tg(«-r.)=^-,^g^ 

Aus  der  Yergleichung  von  (144)  und  (146)  resoltirt  der  Sat:*-^^: 
Die  Meridiancurven  des  elliptischen  und  des  einfachen  hyperbolisch^^»^!! 
Scheitel-Cono-Cuneus ,  welche  dieselbe  singulare  Kante  und  dieselUK'be 
Directorebeno  haben,  liegen  auf  denselben  Flächen  dritten  Grades. 

Schliesslich  erhält  man  für  den  geteilten  hyperbolischen  Sdidtc^si- 
Cono-Cuneus  aus  der  Gleichung  (108): 

acy 

z  < 


Demnach  ergiobt  sich: 

3«  ac^y  ,      hz  ac 


also :  

(a  +  ix^'—  a«)  Vx«  —  a« 
tgv  = 


oder: 


(147)  tg  (!+«')  =  ,- 


xy 
xy 


(a  +  Va;«  — a2)yi"*— a« 

Die  Meridiancurven  des  elliptischen  und  der  beiden  hypert>^^ 
sehen  Schoitel-Cono-Cuuei  stimmen  also  darin  überein,  dass  sie  ^ 
Cylinderflächen  6ten  Grades  liegen. 

Ferner  folgt  aus  (147): 

Dreht  man  den  geteilten  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cunc^^^ 
(108)  um  die  Z-Axe  um  n>  so  dass  die  positive -X-Axe  in  die  nc^^" 
tive  F-Axe  fällt,  so  haben  wir  nur  x  mit  y  zu  vertauschen,  aU^^ 


j 
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irige  bleibt  unverändert.    Fähren  wir  diese  Ycrtauschung  in  der 
ichnng  (148)  ans,  so  geht  dieselbe  Aber  in 

'  ^  \2    '      /        a'c^cx — bz) 

Ans  der  Vergleichnng  von  (144),  (146)  und  (149)  resultirt  der  Satz : 

Die  Meridiancurven  des  elliptischen,  des  einfachen  und  des  ge- 
tollten hyperbolischen  Scheitel-Gono-Cuneus,  welche  dieselbe  singulare 
Kci.iite  und  dieselbe  Direetorebene  haben,  und  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  eine  und  dieselbe  Ebene  aus  dem  elliptischen  einen  Kreis, 
aims  den  beiden  hyperbolischen  je  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
oinem  Parameter  gleich  dem  doppelten  Radius  des  Kreises  des  ellip- 
Sclieitel-Cono-Cuneus  ausschneidet,  liegen  auf  denselben  Flächen 
dritten  Orades. 


Es  ist  dies  eine  ganz  ähnliche  Beziehung,  wie  wir  sie  aui  Ende 
d<38  vorigen  §  für  die  drei  entsprechenden  geraden  Cono-Cunei  ab- 
geleitet haben. 


§  37. 

Verfolgen  wir  nun  dieselbe  Untersuchung  für  die  beiden  para- 
^^^lischon  Cono-Cuuei.  Aus  der  Gleichung  (99)  des  geraden  para- 
^c^lischen  Cono-Cuneus  geht  hervor: 


«^X 


so: 


V2px 

Bz 

ey       ^     B%            c 

man: 

2x 

2{c-f-ytgü  =-  0 

ClöO) 

Die  Meridiancurven  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuncus  (99) 
X^egen  demnach  in  Ebenen,  welche  durch  die  Z-Axe  gehen.  Es  sind 
^idithin  zum  Unterschiede  von  den  bisher  betrachteten  ebene  Curven, 
^nd  zwar  Parabeln,  welche  der  Gleichung  genügen: 

,2  2c^ctg^t,        , 

Ein    äbulicbes    Resultat    ergiebt    sich    für    den    parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuueus  (108) : 


Es  folgt  n&mlich  hierane: 

2«+fftef  —  0 

d.  i.  aber  die  Gleichang  (150).  Mithin  resalürt  der  Satz :  Die  Jurcfc 
die  Z-A\e  gobeDden  Ebenen  schneiden  sowol  dea  geraden  p&r^M- 
lischen  Cono-Caneas  (99)  ale  aacb  den  parabolischen  Seh  eitel -Cono- 
Cnneas  (108)  in  Meridianen rvcn, 

Die  Meridian  cur  ven  des  parabolischen  Scheitel -Cono-Cnneus  (HI6) 
wnd  aber,  wie  sieb  ans  den  Erörterungen  des  §  30.  Gl.  (112)  ergiebt, 
Kum  Unterschiede  von  denen  des  geraden  parabolischen  Cono-Cnnotis 
(99)  gleichseitige  Hj'perbeln;  sie  liegen  also  anf  hyperbolischen  Cy- 
linderflachen.  und  hierin  stimmen  sie  mit  den  Meridian cnrven  des 
geraden  ellip^schen  nnd  der  beiden  geraden  hyperbolischen  CoDO- 
Cnnei  H berein. 


I 


Ziehen  wir  schliesslich  allgemein  die  durch  die  Gleichong 

Off  =  ^/(x) 

dargestellten  Flächen  in  Betracht,  so  ergiebt  sich  fUr  dieselben  j 

*  K/'W 

also: 

y/'(»!)tg ..+/(*) -0 

Die  Projectionen  der  Meridiancnrven  der  durch  die  Gleichung 
(4)  dargestellten  Flachen  auf  die  ^V-Ebene  sind  deninacb  im  All- 
gemeinen  Cnrvea  »iten  Grades,  wenn  m  den  Grad  vou /(x)  bedeutet, 
vorausgesetzt  dass/(i)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  bezeichnet. 

Dieser  Satz  gilt  anch,  wenn  die  Leitlinie  der  Fifichs  der  Glei- 
chung: j"  =-/(x)  genügt,  ao  dasa  der  Grad  der  auf  die  A'y-Ebene 
projicirten  Meridiaucurveu  der  Fläche  (4)  von  n  unabhängig  isL 

Denn  ea  ergiebt  sich  für  diesen  Fall: 

y/'(*)tgu+7./(:r)-0 


!  Di»  Cotii>-f\Mi. 


Tm.  AbHchnItt. 


1  der  Couo-Cunei. 


Znm  SchlDB«  wollen  wir  an  bisher  gcfandcno  Resultate  einige  1 
BemerknngeD  anknüpfen,  indom  wir  die  betrachteten  Flächen  otwaa  | 
TenllgemeiDem. 

Wir  andern  zuo&cbst  die  Bedingung,  dass   die  Biugnläre  Kanlfl  | 

einer  Axe  des  Leitkegel  Schnitts  parallel  ial,  dahin  ab,  dasa  eine  Axe  1 

des  Lei tkcgel Schnitts  mit  der  singulären  Kante  den  Winkel  a  bildet,  I 

wahrend  diese  Kante  der  Ebene  des  Loitkegcl Schnitts  parallel  ist  und  1 

durch  die  im  Mittelpunkte  desselben  aof  seiner  Ebene  sonkrccbt  j 
ilehonde  Gerade  geht 

Sind  die  Gleicbangen  des  Leitkegclschnitts : 


dann  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Kcsnchten  Flüche,  wenn  die  Ebeus  j 
«Jer  ji  die  Directorebeue  ist: 


<XS2) 


^ir»i»-}-2B«ays-|-Cc''sf»  -  /J;» 


Daraus  folgt,  dass  jede  tmt  .XI-Ebeoe  parallele  Ebene  die  Fläche  4 
3.  f)3)  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  und  zwar  da  das  charakteri- 
stische Binom  desselben  gleidi  (i(*---4.C)''*:'  ist,  in  einer  Ellipse  ^ 
*«ier   Hyperbel,  je  nachdem   der  Leitkegelschnitt  eine  Ellipse   oder  1 
^i»ie  Hjperhel  ist. 

Um  diesen  Kegelschnitt  näher  zu  nntersiichen,  betrachten  wir  die  J 
^-Ijgeraeinu  Mittolpunlctsgleichnng  eines  solchen; 

Jx'  +  2Bxy +  €,,''=  D 

Wenden  wir  hierauf  die  Coordinatentransformation  au: 

X  =:r'cOS«r-|-y'sino 

y  =  —  z'Bincr-)-j''cosci, 
^^  gebt  diese  Gleichung  über  in 

A'x'*-\-2B'x'y'-'t-C'y*  —  D 

A'=i  A cos* a  —  2Ssin acos «r-|-  Csin' o 
S'=  ivlstn2o  +  ficos2tt— JCaiu2(< 
C'=  ^8in'o+2Bsinoco8«+Cco8'« 


■^obei: 


=  (J  lii'fcrtdioBcdingnng:  tg2a=  (•ZTÄ   Dadurch ergiebt« 


=  iM  +  C) 


3V(C— ^["-flB" 


M'wia  HosultuKj  nul'  die  Gluiuhang  (152)  atigewamU,  liefert: 


=  i(^b'+CVO- 


2^(6'?*—  ,4z*)*  +  4B»c»i' 


Daraas  gebt  hervor,  dass  die  Fläche  (162)  dadnrcli   entstanden* 
gedacht   wei'deii   kann,  daaa   sich   eine  Ellipse   oder   Uyperbel  mit  ' 
variablen  Axcn  paraltol  mit  sich  selbBt  bewegt,  während  ihr  Mitttfc^ 
pnokt  eine  auf  der  Ebene  des  KegelBchnitis  senkrechte  Gerade  J 
schreibt  nnd  ihre  Axen  sich  am  den  Mittulpnnkt  drehen.    Dies&'fl 
vun  Flilchon  unterachoidot  sieb  dadaroh    von  den  Cono-Cnneis,  fl 
hier  beide  Axen  des  beweglichen  Kegelschnitts  variabel  sind,  wSl 
bei  jenen  aar  eine  Axc  sich  itndert.    Sie  liaben  das  mit  den  eUi 
sehen  Cono-Cuneis  gemein,  dass  auch  hierbei  unter  den  anegeschrf 
teuon  Ellipsen  ein  Kreis  vorkommt,  und  zwar  erhitlt  man  denselben} 


(.b' 


-C'^V— 4iJ'r 


(154) 


-=±.(B-\-iB'^-\-A.C) 


Wenn  der  Lei Ikegel schnitt  hierbei   eine  Parabel  ist,  so  ist,  1 
der  Mitteliiunkt  derselben  im  Uuendlicben  liegt,  die  singnläre  Ku 
der  Parabelaxc  parallel,  ihre  Projection  auf  die  Parabelebenc  braucht  - 
aber  nicht  mit  der  Parabelaxe  zusammenzufallen,  soodern  kann  vou  MK 
ihr  um  irgend  eine  Strecke  d  entfernt  sein. 

Um   diesen  Fall   na  untersuchen,  nehmen    wir   als   tiloicbnngöiK^^^ 
der  Leitparabcl : 

(155)  j 


wodurch  wir  als  Gleichungen  der  bctrcffeDden  Fläche  erhaltanil 
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■«)         (y-ry-^p? 


X 


Diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  jede  zur  ^F-Ebene  parallele 
»cne  die  betreffende  Fläche  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Para- 
^ter  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  der  schneidenden 
>cne  von  der  singulären  Kante  wächst.  Die  Axen  dieser  aus- 
schnittenen  Parabeln  sind  der  singulären  Kante  parallel  und  ent- 
mcn  sich  von  der  A'Z-Ebeno  proportional  dem  Abstände  der 
:iueidenden  Ebcno  von  der  JTF-Ebeno.  Diese  Fläche  ist  also  ein 
biefer  parabolischer  Cono-Cuneus. 


§  39. 

Eine  andere  Ycrallgcmoincrung  ist  die,  dass  die  Ebene  dos  Leit- 
'gelschnitts  nicht  der  singulären  Kante  parallel  ist,  sondern  mit  ihr 
n  Winkel  o  bildet  Wir  wollen  hierbei  zunächst  den  specioUen 
x\\  untersuchen,  wo 

z  =»  (a+a;)  tg« 

f)  Gleichungen  der  Leitlinie  sind.    Die  Gleichung  der  betreffenden 
lache  ist  demnach: 

68)  y«  la'\-r)^  tg^  a  =  (r«  —  ar«)  z^ 

Betrachten  wir  die  Durchschnittscurve  dieser  Fläche  vierten 
rades  mit  einer  Ebene  senkrecht  auf  der  X^-Ebene,  welche  mit 
T  JT-Axe  den  Winkel  i/;  bildet  und  von  derselben  das  Stück  c  ab- 
ischncidet,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Coordinatentransformation 

i  wendet: 

!x  =  .r'cos  il)  —  s'sin  ^ 
V     z  =  ctgi|^  +  a;'8int/;-f-2'c0SV; 
d  z' ^  0  setzt,  als  Gleichung  der  dofinirteu  Durchschnittscurve: 
y^ (a  +  a;' COS  !/;)-tg2a  =  (r-— x'^COS^t^)(c  +  x'co8  t/;)^tg2t^ 
Für  c  =  a  geht  diese  Gleichung  über  in 

!a  +  a:'cost^  =  0 
y'^tg^a  =  (r^  —  a;'^C08^t/;)tg2i^ 

Daraus  folgt:  Alle  Ebenen  senkrecht  auf  der  A'Z-Ebene,  welche 
arch  die  in  der  X  F-Ebenc  liegende  Gerade  x  =  —  a  gehen,  schnei- 


i'abft:  Pia  CniB-f^Mti. 


ilia  die  FläcliQ  (158)  in  Etliimen,  doren  Miltclpankl«  anf  der  Z-& 
Hegen,  und  deren  Axen  beEOglich  in  dio  Ebenen  der  xz  and  der  ^ 
fallen. 

I 

Zugleich   ist  ersichtlich:    Wenn  «  >•  r  ist,  ho  besteht  die  b- — — '^.i 

trachtete  Durcbschnittscurve  nur  ans  der  beschriebenen  Ellipse;   M^^&^t< 

dagegen  n  ^  r,  so  orhjtit  man  ausser  dieBor  Ellipse  noch  eine  Gfi 

Unter  den  auBgeachnitteuen  Ellipsen  findet  sich  ein  Kreis 
r.viar  für  siut|>  ^  tg«.    Ein  Kreis  kann  demnach  nur  ans 

(158)  ansgcsfhuitten  werden,  wenn  «=  i   ist. 

Hütten  wir  als  Gleichungen   des  Leitkegelschnitts  allgemein 
genommen : 

(161)  { 

so  bätton  wir  als  Gleichung  der  Fläche  erhalten: 

^      ='.<p,4-,(o  +  ,).,.,  +  (a  +  :r)«.^p,  -=0 

ip,  =  2(Bx  +  E)ytgu 
<p„  =  Cji'tg*« 

FOr  die  Dnrchschuittacnrve  der  obeu  definirtcn  Ebene  mitdii 
Fläche  orgiebt  sieb  fur  c  =  a: 

n+x'c08»f  -=  0 
iH  +  Vi'-^^  +  'Pa'-''^ 

}  Ellipse, 


(162) 


(163) 


Der  ausgcacbnittcnc  Kegelschnitt  ist  also 
oder  Hyperbel,  je  nachdem: 

(if"  — ,'l.C)t5*a.ain*i^  =  C 

ist,  d.  h.  jo  nachdem  dio  Leitlinie  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperl 
ist.  Das  charakteriBtiacho  Binom  verschwindet  allerdings  auch 
VJ  =  a  In  diesem  Falle  erjfiebt  sieb  aber  die  singulare  Kante  ^ 
Dnrchscbnittscnr\'e.  Man  bann  demnach  die  betrachteten  Flächt 
so  entstanden  denken,  dass  sich  ein  variabler  Kegelschnitt  nm  ei^ 
in  seiner  Ebene  liegende  Gerade  dreht,  während  die  Pankto  sein-* 
Poripberie  gerade  Linien  beschreibi'ii,  welche  einer  darch  die  Drohung^ 
axe  gehenden  Ebene  j)arallel  sind  und  durch  eine  anf  dieser  Direcio  - 
ebone  senkrecht  stehende  Gerade  gehen,  welche  die  Drehungsa^ 
schneidet. 


Die  Cono-Cuuoi  gehen  dadurch  hiorans  hervor,  dass  ilio  DrehungB'   ' 
|Kxe    ins  Unendlidie  rQckt. 

^aa  der  Glcichuüg  (158)  ergeheu  sich  folgendo  ?.wei  si>ecielle 
T'Sklle. 

Far  •!  =  0  goht  dieselbe  Ulier  iu 

Ftlr  (i  =  r  ergicht  sich  aus  (158): 
^:ie5)  y'(r  +  i)tg««  =  (r-a.).* 

Wese  IßUten.'  Gleichnug  stellt  eine  Fläclio  drillen  Grades  dar, 
■reiche  die  Eigenschaft  hat,  wie  sich  leicht  nachweisen  lllssl,  dass  die 
[Tangentialebene  aus  ihr  im  Allgcmcinea  die  durcli  ihren  Borllhrungs- 
;><uikt  gehende  Erzeugend«)  der  Fläche  und  eine  Elli|ise  aussehneidet. 


Schliesslich  wollen  wir  noeh  oiito  dritte  Voraussetzung,  welche 
ir  bei  der  Definition  der  Cono-Cunei  gemacht  haben,  fallen  lassei). 
^ir  haben  dort  nämlich  angenommen,  dass  die  singulare  Kaote  anf  1 
*l<ir  Directorebene  senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  bedeutet ,  dass  ' 
^■e  eraeugendeu  Geraden  die  singulare  Kante  rechtwinklig  schneiden. 
'^«trarhten  wir  nun  den  allgemeineren  Fall,  dass  die  Projcctioiien  der 
*-«^engenden  auf  die  J^-Ebene  mit  der  singuläreu  Kante  den  Winkel 
■^     bilden.! 

Diese  Erzengenden  müssen  demnacli  den  Gleichungen  geutligon, 
*^«»n  wir  die  singulare  Kante  wieder  zur  *V-Axo  eines  rechtwinkligen 
'^**<irdinatenBy Sterns  nehmen: 

I     ;r  =  «-f  =  ctg|S 
^^.1  der  Lei tkege) schnitt  allgemein  die  Gleichungen; 

erhält  man  als  Gleichung  der  betreffenden  Flitcbe,  wenn  man 
1— tg«.ctgiJ  =nt;     tgff.ctg^  —  n 


1^7) 


*^«zt: 


l^+£.m]irtg« 


Pahsl 


DU  Co, 


Wir  wollen  nun  nacbwoiscn .    ilass    auch 
Drehung  eines  veräiiderliphen  Kegelschnitts  rntstchcn   kOnnon. 
dorn  Zwenke  liotraclilen  wir  die  Durdischnittscurvo  der  FISebc  (1 « 
mit  einor  auf  der  A'Z-Ehene  senkrecht  stehciideii  Ebene,  welche    : 
der  J-Axe  den  Winkel  ü'  bildet  und  vou  derBelhen  das  Stock  c 
Bchneidet,    i^t  Hülfe  der  TraiiBfortnatiousgleichuugen  (159)  des  v 
gen  S  ergiebt  sirli  als  Gleichung  der  defiuirten  Durcliscbnittscur- 

!(<;+sc'co8V)».9>,'.tg*V' 
+  {c  +  a;'c08  *)(a  +  K'c08  V).  »,'.  Ig  W 
+  (a-\-x'coe^)*.(Pi'=  0 

Wird  1-  —  'f,  so  gebt  diese  Gleichung  liber  in 

(170) 

r     ip,'.  lg*  t).  -f  tp,'.  lg  i)j-f-  ?;/  =■  0 

Ans  den  Gleichungen  (IGS)  gebt  hervor,  dass  ipj',  t»'.  Va'  f^«  ■■ 
tionen  uweiton  Grades  iu  x',  tj  sind.    Mitbin  resullirt  der  Säte.: 

Diejenigen  auf  der  .Y2-Kbono  senkrechten  Ebenen,  welche  d«.*" 
die  in  der  Xl'-Ebeno  liegende  Gerade  e  =  —rt  geben,  schnei«* 
ans  der  Fläche  (166)  im  Allgemeinen  Kegelfichnitte  aas. 

Das  charakteristische  Binom  der  Gleichung  der  Kegelschnitte    *' 

(a*— yl.C){ctgtf.  — ctgß)^ain*^(/.tg'V■l«*<'■ 
Das  Vorzeichen  desselben  hängt  mithin  von  dem  Vorzeichen  "^ 
B*  —  Ä.C  ab,  d.  h,  der  ansgcschnitteue  Kegelscbnitt  ist  eine  Elli^H' 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  uacbdem   der  Leitkegelschnitt  der  Fl^^ii' 
(1G8)  eine  EUipae,  Parabel  oder  Hyperbel  ist 

Ailcrdiugs   verschwindet  das  cbaraktoristisclie  Binom   nucb 
1^1^=0    und   für  ^ -^  ß.     Im    erstcren    Falle    erhält    man    aber 
Dnrchschnittscun'o  die  siuguläre  Kante,  im  zweiten  eine  erw.uifc^s^ 
Gerade  der  Fläche  oder  kein  geometrisches  Gebilde. 

Damit  iat  die  oben  aosgesprocheDc  Behauptung  bewieBen. 
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XVII. 


Das  Sehnen-Tangenten  Viereck. 

Von 

Henn  Dr.  J.  Schumacher. 


In   der  ,^it8cbrift  für  mathematischen   und  naturwissenschaft- 
*chen  Unterricht",  heransgegeben  von  J.  C.  V.  Hoflfmann,  ist  im  8. 
^'^brgang  pag.  502.  Aufgabe  Nummer  48.  von  Herrn  Gchoirarat  Dr. 
^chlömilch  die  nachfolgende  Auf^'abe  gestellt: 

„Die  Vierecke,  welche  einem  Kreise  eingeschrieben  und  zugleich 
'»'^einera  andern  Kreise  umgeschrieben  sind,  bieten  mancherlei  Auf- 
^4^ben  dar,  von  denen  bisher  nur  wenige  (z.  B.  die  Ermittelung  des 

^lAbstandes   der    beiden    Kreiscentrcn)    Beachtung    gefunden    haben. 

^Is  Beispiel  eines  hierher  gehörenden  Problems  sei  folgendes  er- 

„w&hnt:  Aus  drei  gegebenen  Eckpunkten  A^  Z?,  C  eines  solchen  Vier- 

»ecks  den  vierten  Eckpunkt  D  zu  suchen.^' 

„Vierecke  der  genannten  Art  sind  durch  drei  gegebene  Stücke 
„bestimmt;  die  Bearbeitung  der  einzelnen  Fälle  gäbe  eine  kloine 
„Theorie,  die  sich  vielleicht  rein  geometrisch  behandeln  lassen  wird." 

Ich  habe  mich  au  die  Untersuchungen  dieser  besonderen  Art  von 
Vierecken  gemacht,  bin  jedoch  nicht  dem  Rate  des  sehr  geehrten 
Herrn  Aufgabenstellers,  die  sämtlichen  einzelnen  Fälle,  durch  die  ein 
Sehnentangentenviereck  bestimmt  sein  kann,  zu  behandeln,  gefolgt, 
sondern  sachte  nur  die  Eigenschaften  dieser  speciellcn  Gattung  von 
Tierecken  herauszufinden,  durch  welche  ich  leichter  in  den  Stand 
geaetst  n  sein  glaubte,  die  einzelnen  Fälle  eleganter  lösen  zu  können. 


:   Da'  StAntn-Tuigf 


Die  VermutnngSchlömilch's.  dass  die  Bearbeitung  derselben  sidt 
Tiolloicht  rciD  geometrisch  behandeln  lassen  wird,  habe  ich  bcstfttigt 


Die  in  donaellien  Zeitschriften  Über  das  bicentriscUe  Viereck  an- 
gestellten Untersncbungeu  des  Herrn  R.  0.  CoDscutius  aus  Carlsrnhe 
und  jene  dea  Herrn  Dr.  Eheler  aus  Zulichan  habe  icb  nicht  gekannt 
und  wurde  erst,  nachdem  meine  Arbeit  schon  ziemlich  vorgeschritten 
war,  von  Herrn  Kector  Dietsch  auf  dieselben  anfmerksani  gemacht 
Wo  die  Resultate,  namentlich  des  ersten  Herrn,  mit  den  meinlgeo  4 
die  gleichen  sind,  wird  der  verschiedenartige  Weg,  auf  welchem  wir  ~ 
zu  gleichen  Schlüssen  kamen,  die  obige  Behauptung  bestätigen. 

Indem  ich  die  interessanten  Schlussfolgernugcn  des  Herrn  Con-  — 
sentius  vollkommen  anerkenne,  kann  ich  mir  nicht  das  Urteil  ver-  — 
sagen,  dass  genannter  Herr  anf  seinem  Wege  nicht  die  Reichhaltigkeit  .fj 

der  Eigenschaften  erschöpft  hatte,  wie  sie  nur  bei  directer  Uutt-r ■■ 

Buchung  des  Setinon-Tangenten Vierecks  möglich  ist;  denn  die  sieb  «J 
ergebenden  Scblussfolgerungeu  sind  in  der  Tat  so  vielseitig,  dass  icb  «ifl 
nicht  leugne,  manche  in  dieser  Abhaudluug  uuerHähut  gelassen  lam^m 
haben,  die  von  Interesse  sind,  weil  ich  sie  im  Gange  meiner  Betracb —  ' 
lung  fUr  selbstverständlich  gehalten  habe. 

Die  Schuld  an  der  geringeren  Zahl  der  Aufgaben,  die  von  Herr 
Gonsentius  in  dieser  Zeitschrift  gestellt  sind,  tragt  wohl  die  allge 
meinero  also  auch  desto  schwierigere  Behandlnng. 

Meinen  Betrachtungen  legte  ich  die  Kenntnisa  der  zwei  Funda — J 
mentaladtze  des  Sehnen-  und  Tangeuten  Vierecks  zn  Grunde: 


-4 


i  Summe  der  gegenüber  liegen — M 


1}  In  jedem  Sebneuviereck  ist  d 
den  Winkel  =  180". 

2)  In  jedem  Tangen tenviereck  sind  die  Sommen  der  gegenober- 
liegenden  Seiten  einander  gleich. 

Zum  Beweise  meiner  Lehrsfitze  werde  ich  mich  des  rechne riscbeiW  ^ 
und  des  rein  geometrischen    Verfahrens   bedienen    und   demgem 
diese  Arbeit  In  zwei  Teile  zu  teilen  haben,  von  denen  der  eine  das 
geometrische,  der  andere  das  rechnerische  ResUmc  entliftlL    Manche^«*' 
LchrsHtze  werden  sich  in  beiden  Teilen  bestätigt  tindcu. 


Es  sei  das  Sehnen -Tangeatenviereck  A,  U,  C\  D  geguheu  durch« 
den  Radius  des   eingeschriebenen  Kreises  =  d  und  zwei   einer  Seite^-*'^ 
auliegende  Winkel  M  und  ü).     Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  des — ^51 
selben  (M)  mit  den  vier  £ckeu  A,  B,  C,  D,  und  fikUon  wir  anasi 
dem  noch  von  M  aoa  die  Lote  auf  die  Seiten  (Mi, ,  JVf  6, ,  Me^ ,  Md,\.  < 


■o  erfaaltea  wir  die  4  S^ocovierecke  ^fAa^d^,  MBoihi,  ^/CT,«,, 
J^fJ)efd,.  FaBsen  nir  nun  zwei,  welche  gegcnüberliegeude  Eclieu 
oniuheii,  ins  Aage,  etwa  die  Vierecke 


•o  tot 

'olglicl 

folglich 
folglich 
«tid 


MÖa,bi  UDd  MD.l^c„ 
Wkl.  B+o,itfA,  =2Ä 
Wkl.  D-i-ä,M<;  =  2A 

-Wkl.   fi±i)  -2« 

Wkt.  ii,Afb,  +  'liAtr,  -  2« 


ergiebt  sich  TolgeDile  Construction  des  Sehnen-TaogöntfiD- 
aoH  f  Dod  Kwoi  Wiiikeln. 

Ualbire  den  Winkel  A  und  lasse  dessen  Schenkel  den  Kroia  vom 
^^adiits  f  berühren.  Hierauf  ziehe  >/,  u,  und  Afdj  und  trage  an  Mt/, 
*len  Wiukel  B  an.  Die  Schenket  dieses  Winkels  schneiden  auf  dem 
Preise  um  M  den  Berührungspunkt  r,  aus.  An  A/c,  trage  wieder 
4eu  Winkel  ^  an,  von  welchem  der  Schenkel  Mb,  den  vierten  Be- 
^Obruugspunkt  auf  dem  Kreise  nm  Af  ansschDeidet. 

Die  Punkte  a,,  bj,  c,,  if,   sind  die  Bertthrungap unkte  der  Scäten 
«3ea    gesuchten  Vierecks    und  die  Tangenten  in  IhneD  an  deu  Kreis 
Yam  M  schneiden   sich  in  den  Ecken   A,  B,  C,  D,  die  wiederum  auf 
iaem  Kreise  liegen. 

Aiu  der  nachgewiesenen  Eigenschaft  des  Sehne n-Tangenten- 
"^ierecka  folgern  sich  noch  mehrere  andere  CoustrocIioDen ,  die  wir 
Abergehen,  weil  es  uns  nur  um  die  Wirklichkeit  eines  solchen  Vier- 
ecks vorerst  za  tnu  ist 

1s  jedem  Sehnen-Tangentenviereck  ergänzen  sich  die  Bügen  des 
«ingescbri  ebenen  Kreises,  die  zwigcheu  gegen  Üb  ertiegeuden  Winkeln 
«Ses  Vierecks  ABCD  liegen,  zu  einem  Halbkreise. 

Da  Wkl.  o,  Mbt+d,  JVfe,  <»  180"  beträgt,  massen  auch  die  Bögen 

«A  +  'V'i  ■=  160" 
«nd  analog 

Mi  +  Vi  =  18*>" 
betragen. 

I      «Mfe.  I.  KMk.  ■.  Phi«.   a.  Bdh*.  T«U  II.  >% 


:  Diu  Sthntn-TangtnUnvunck. 


Di«!  VerbindongsItDieu  der  B^^rUlirungapaulct«  o,,  2.,,  «„  d, 
ein   neues  Sehuenviereck .   welches  nicht  zugleich  TanKeuteaviureck 
ist,  Qud  (tesseo  Diagonalen  auf  einander  seukrucht  stehen.    Dass  a„ 
£„  e-i,  il,  ein  So  h  neu  viere  ck,  ist  sofort  aus  der  Figur  einzusehen. 

Ist  (f  der  Iladius  des  Kreises  um  3/,  dann  erhalten  wir: 


=  2p cos  ^ 
=  2p  SID  ^ 


e  a  viureck  ^m 


Tnlglich 


Die   Summen   der   gegenüberliegenden    Seiten    sind    somit 
gleich,  wenn  Wkl,  A  =  Ji,  was  hier  bei  Beti-achtnog  des  allgeuieinei 
Falles  nicht  vorausgesetzt  ist. 


Wkl.  dio^c,  -  ia,Mc,  =  in 

Wkl.  ii,ä,/.,  =  lfl,A/6,  =  tfO"— ja 
folglich 

Wkl.  rf,n,B,  +  a,d,ii     "  «»" 

i).  b.  die  Diagonalen   dos   BerQliningschncnvierccks   stehen 
ander  senkrecht. 

Hieraus  folgt  weiter:  Ucschroibt  man   über  den  Seiten   des  Be-^ 
rflhrnugsohncuviei-eckB   eines   Sehnen -Tangenten  Vierecks  Kroise, 
schneiden  sich  dieselben  in  dem  Durchschnitts  punkte  der  Diagonali 
des  Seh nuu-Tangoutou  Vierecks.    Die  Diagunulen  des  erstcreu  terli 
die  Winkel  in  ihre  BoBtandteile. 

Auch  die  L'nikehmug  dieses  Satzes  ist  richtig: 

Errichtet  man  in  einem  Kreise   von  beliebigem  Radius  : 
einander  senkrecht  stehende  Sehnen,  so  schneiden  dieselben  auf  deir**  **" 
Kreise  4  Punkte  ans,  welche  die  Berührungspunkte  der  Seiten  i 
Sehueu -Tangenten Vierecks  sind,   von  welchem  der  Schnittpunkt  dtf^ 
Sehnen  zugleich  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  ist. 

Seien  «,'-]  und  /','/i  diese  Sehnen,  nnd  verbinden  wir  n,,  A,,  C^-' 
»/,  mit  dem  Kreismiltelpunkte  M,  constmiren  wir  femer  die  Tai*^^ 
geuten  in  denselben  Punkten.  si>  schneiden  sich  letztere  in  den  Ecke^^ 
}  fraglichen  Vierecks  A,  B,  t\  O. 


Nnn  ist 


folglich 

folglich 


Nach  der  CouHtruriJon  ist  aber 

i,  J/c,  =  A 
OjMdt  =  C; 


Die  Pole  der  DiagoDaleu  (i,c,  uud  6,(2,  siad  otTenbar  dieScbnitt- 
^nnklc  der  gcgenüberliegendeD  Seiteu  des  Sebneii-Tangentenviereck§, 
X-ftascn  wir  daher  diese  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Scbneii  sich  am  denselben  Punkt  drehi^u,  so  bewegen  sich  ihre  Pole 
Auf  jo  einer  Geraden  fort,  den  Polaren  des  Punktes  x.  Diese  Ge- 
>~aden  müBseu  aber  notwendig  zuHaromenfallen.  Sie  ist  die  dritte 
^Diagonale  des  Vierecke  AltCD. 

Diese  Gorade   bleibt  nun  immer  dieselbe  fUr  alle  Sebncn-Tan- 
S^^^"^'^'**^'^'"^  >  *"   l&og^  wir  den  Punkt    x  und  den  Kreis  um  M  I 
Yestbalten. 

£a  mOasen  daher  die  Verbindangslinien  der  Schnittpunkte  iweier 
^egenob^rliegonder  Seiten  irgend  eines  Sehnen  -  Tangentenvlerecka 
-eile  mit  der  Polaren  von  x  zosammenfallcn. 

Induiii  wir  Dan  diu  beiden  auf  cinaader  senkrecht  stehenden 
Sefanen  <i,r,  und  6,fi,  in  immer  andere  Lagen  übergeben  lussen,  er- 
lialtcu  wir  lauter  neue  S  ebnen -Taugenten  vi  e  recke,  welche  aamtlicb  die 
AdUore  Dbgonalo,  die  Polare  des  Punktes  r,  gemeinscbaftlicb  haben. 
£iite  besondere  Lage  irgend  eines  Sebnenpaares  wird  auch  jene  sein, 
^enn  eine  dieser  Sebneu  ein  DurubmeBser  des  Kreises  um  M  wird. 

Constmiren  wir  in  den  Schnittpunkten  dieses  Durcbmessors  mit 
dem  Kreise  j\f  die  Tangonteu,  so  werden  dieselben  zu  einander  und 
mithin  auch  zu  der  äusseren  Diagonale  parallel.  Da  aber  dieser 
durch  X  gezogene  Durchmesser  auf  den  Tau(;enteu  senkrecht  steht,  so 
ist  damit  auch  die  Logo  dieser  äusseren  Diagonale  Hxirt.  Wir  er- 
halten daher  den  merkwürdigen  Salz: 

,Jn  jedem  Sehncn-Tangontonvicrcck  steht  die  Diagonale,  die 
„man  durch   Verbindung  der  Schuittpunkto  der  verlängerten  Vier- 
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„eckseiteii  erhalt,  auf  jenem  Durchmesser  des  dem  Yiereck  einhf-^»'«* 
„avhriebenen  Kreises  senkrecht,!  welcher  durch  den  Diagonalschuitt— :S:91^ 
„punkt  geht."  ] 

Dns  Seh  DeQ-TatigentcD Viereck  seibat,  durch  welches  wir  auf  obiKeucz  ^^i^l 
Satz  gelangten,  ist  aber  ein  Autiparalielogramm. 

Einige  Eigenschaften  desselben  hat  Herr  Or.  Ehrler  in  der  Hoff — '^Af 
mann'schen  Zeitschrift,  Jahrgang  V.,  [tag,  432.  bereits  verÖffentlicht,„»K3l| 
auf  die  ich  hier  nur  verweisen  will,  ohne  die  betreffenden  Sätze  iuK)KMi^jci 
einmal  zu  recapituliren.  , 

Ein  weiteres  besonderes  Sehnen- Tange ntenvicreck  erhalten  wik-s  'ir; 
durch  Auimhme  jenes  Falles,  wonach  eine  seiner  Diagonalen  durcf -=h  i 
den  Mittelpunkt  des  ihm  umschriebenen  Kreises  geht. 

In  einem  solchen  Viereck  mQsBen  zwei  Winkel  je  90"  betragei^  ^sn 
und  die  Durch  nie  sserdiagonale  die  anderen  Diagonalen  halbiren;  folg-'^^E- 
licb  sind  auch  je  zwei  in  demselben  Endpunkte  der  Durchmeiser~^  <r- 
diogouale  zasammenstosseude  Seiten  einander  gleich.  Die  Constnic-  ^3C-  ^ 
tion  dieses  Vierecks  ist  demnach  die  folgende: 

Wir  construiren  ein  circulares  Sebnenpaar  im  Punkte  ir  iu  det^^w' 
Weise,  dass  die  Liuie  Mj:  den  Winkel  dieses  Sebuenpaares  balbirt.      -  - 

Wir  haben  bisher  den  Mittelpunkt  des  irgend  einem  Sehnen  «zsn- 
Taugentenvierecke  cinbeBcbriebeneu  Kreises,  sowie  den  Scbuittpunk*  :^^t 
(x)  der  Diagonalen  fixirt  und  erfahren,  dass  jedes  durch  x  gehend* *=**•* 
circnlarc  Sehutuiisar  Anlass  zu  einem  bicentrischen  Vierecke  ffibt.       -  '■ 

Wir  treten  nun  der  Frage  nach  dem  Orte  der  Mittelpunkte  de«^^-'"^ 
allen  Sehiien-Tangentenvierecken  umschriebenen  Kreise  nahe,  went«»*" 
sie  denselben  Schnittpunkt  der  Diagonalen  besitzen  und  dumselüet»'^*** 
Kreise  umschrieben  sind.  Wir  beantwort£n  dieselbe  durch  den  fol—  C  A3l■^ 
gendeu  Lehrsatz: 

Alle  biceutriscben  Vierecke,  weiche  demselben  Kreise  umbe—  ä^*** 
schrieben  sind  uud  den  Diagonal  Schnittpunkt  gemeiuichafllicfa  babeur  '^*^''* 
sind  anch  einem  und  demselben  Kreise  einbeschriebeu. 


Beweis. 

Unter  allen  möglichen  Vierecken ,  weiche  den  gestellten  BediH^ 
gnngen  genügen,  nehmen  wir  eines,  etwa  das  Viereck   ABCD  beraiUw^  ' 
Dasselbe  sei  dem  Kreise  JV/,  ein-   und  dem  Kreise  M  umbeschriebe 
und  liabe  zum  Schnittpunkte  der  Diagonalen  den  Punkt  ir. 
die  Polare  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  den  Kre 


*^   folgt  sofort,  dass  sie  mit  jener  des  Pnaktes  7  id  Bezug  auf  den 
Kreis  Jlf  zasamniCDßlllt. 

Dem  nneDdlicb  remen  Punkt  derselben  eutspricbt  aber  im  Kreis 

-^^  ein  Darchmesscr ,   der  dnrcb  x  goht,    im  Kreise  M  eia  Oarcb- 

wer,   der  eboofalls  dorcli  r  geht.    Beide  mQssen  aber  zusammen- 

^■Hcd,  und   es  Itegrn  demnach   die  Pnnkte  r,  M  und  M^   in  einer 

O'eraden. 

Dem  Punkte  M^  nnlspri<'bt  als  Polare  die  unendlicb  ferne  Ge. 
*~adei,  welche  auch  zogleich  Polaro  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  den 
Äreis  M  ist. 

Mögen  wir  daher  statt  des  bicentriscben  Vierecks  irgend  eiu  an- 
deres nebmeD ,  welciies  ebenfalls  dem  Kreise  M,  nmbenchriebon  ist, 
Und  dessen  Diagonalen  sich  im  Punkte  x  schneiden,  so  wird  dasselbe 
Ixnmer  dem  Kreise  M  ein  beschrieben  sein.  Wir  gelangen  daher  zu 
dem  LehraatEc : 

Alle  Seh  nen- Tangenten  Vierecke ,  welche  demselben  Kreise  um- 
^escluieben  sind  und  den  Diagonalscbnittpunkt  gemeinaam  haben, 
Bind  atich  ein  und  domaclben  Kreise  eingeschrieben.  Der  Diagonal- 
Scbatttpuiikt  lieg!  auf  der  Centrale  der  beiden  Kretac. 

Sind  umgekehrt   zwei   Kreise  so  gegeben,  dai^a   der  eine  gauz 
ännerhalb  des  andern  gelegen    ist,   so  ist  es  im  allgemeinen  nicht 
ndglicb ,  ein  Viereck  zn  construiren ,  welches  dem  einen  Kreise  am- 
;eschriebeD,  und  dem  andern  Kreise  eingeschrieben  ist. 

Wenn  aber  ein  solches  Viereck  existirt,  dann  gieht  es  unendlich 
"Viele.  Dieser  Satz  wurde  schon  von  Jakubi  für  Kegelschnitte  he- 
iwiesen.    Uierans  folgt  weiter  der  Satz: 

Alle   Sehnenvierecke ,    welche   domsolbcn   Kreise  eingoschriobeu 
sind,   und  in   welchen  die   Berührungssehnen,   die  alle  durch  einen 
Tankt  gehen,   auf  einander  senkrecht  stehen,   sind  zugleich  einem 
1  demselben  Kreise  amschrieben. 


Ter&nderung  der  Lage  des  Punktes  j-. 

Für  weitere  Untersnubungcn  unseres  biccntri sehen  Vierecks  kanu 
hds  die  Veränderung  der  Lage  des  Punkti*»  j;  dienen. 

Senken    wir    nns  den   Kreis    Af  fest  und  den   Punkt  x    in    der 
gaoitcu  Kreisebene  benunwaudexn,  so  erhalten  wir  für  jede  Lage  eine 
riangentcnvierccko ,  die  immer  dem- 
Ton  denen  eines  die  Eigenschaft  1 
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hat,  dasfi  seine  BortthrungBaebaon   zu  jeuea  eines  gegebenen  paralli 
sind. 

Sei  z,  ein  zweiter  Diagonalsclinittpnulct,  dnrch  wolcfaDn  wir 
ZQ  oc,  bd  parallele  Selmenpaar  a,c„  £,1;,  Eiehsn. 

Nun  igt  der  Pol  von  &,(^  der  Schnitt  der  Taugenten  A,D,  uhwm 
ß,C\,  der  Pol  von  ac  der  Schnitt  der  Tangenteu  AB  und  CD.  D&^I^s  | 
aber  ae  \\  hjil,,  mnss  die  Polaro  des  Schuittpunktes  von  *,rf,  and  o-^=»  ae  [ 
in  Bezog  auf  den  Kreis  At  notwendig  ein  Durchmesser  sein,  der 

1)  durch  den  Schnitt  von  A,/\  und  Ji,C\  und  AB  und  C'Sk-"^^'ß  1 
geht  und 

2)  ZQ  den  Sehnen  Oji;  und  bä  parallel  ist. 

Mögen  wir  nun  das  eine  Sehnenpaar,  wohin  wir  auch   wolloK 
verschieben,  so  bleibt  dieser  Durchmesser  immer  derselbe. 

Aus   demselben  Grunde   ist   die   Polare   des   Schnittpunktes  dei 
Sehnen  bd  und  oiCj   ebenfalls  ein  Darchmesser  des  Kreises  M,  des 
notwendig  anf  dem  zuerst  erhaltenen  senkrecht  steht.    Wir  gelangei« 
daher  zu  dem  folgenden  Satze: 

Alle  Sehnen -Tangenten  Vierecke,  dcrenhümologe  Beruh  rsebncn  pa^^**'  I 
rallel  sind,  und  welche  demselben  Kreise  nmscbrieben  sind,  habcc^»*^i 
dio  Eigenschaft,  dassibre  gegeuü  bort  legen  den  Seiten  sich  auf  zwei  ir^K  ^^i 
einander  senkrechten  Darchraessern  des  Kreises,  den  se  gemeiaKV -'i"*' 
schaftlich  berühren,  schneiden. 

Nun  schneidet  das  Sabncnpaar  (i,-*,  und  V'i  'i'^s  zweite  Sehnet»»:  ^^■i" 
paar  uc  und  hd  in  4  im  Endlichen  uud  2  im  Unendlichen  gelegene  ^^'■'^'^ 
Punkten,  von  denen  jeder  Anlass  zur  Bildung  eines  Sehnen-Tangeicv  ^»cn* 
tenviereckos  giebt.  Die  4  im  Endlichen  gelegenen  DiagonalBchnit»:*-*^'^ 
punkte  liefern  Sehneuvierecke,  von  denen  je  zwei  den  SchnittpnnltÄ  *:*'M 
gegenüber  Hegender  Seiten  geinciuschaftlich  haben.  Es  ist  der  g^^^B»"' 
meinschaftliche  Schnittpunkt  der  Pol  jener  Seite,  in  dereu  Ent»*^*"'' 
punkten  dio  Seiten  des  Vierecks  den  Kreis  M  berühren. 

Halten  wir  das  eine  Sehuenpaar  fest,  uud  verschieben  gleicbEeitf^^*'  'V 
eine   Sehne   parallel,   so   erhalten  wir  lauter  Sohnon-Tangeutenvie  ■^^^f'- 
eckc,    von  welchen  ein   Paar  Gegenseiten  sich  im   Pole  der  fertig     "^ 
Sehne  schneiden,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  audcrn  Gcge  ^e^o- 
Seiten   auf  einem    znr  festen    Sehne   senkrechten    Dorcbmesser  i^^Ber 
Kreise  M  fortrückt 

Hieraus  folgt,  dass  die  Schnitt«  von 


.  B,C,)        (Ä,C„  C,D,)         (C,n„  A,D,)         lA,n„  A^By) 

t  D,  ^o,)      M,o„  fi  c)       (ii,c„  -ö  c )      (vi  o,  Ä,Ci) 

,  fl  C )         (^  fl,    ß  C )  (ß  C,    C  D  )        (C  ß,    J  D  ) 

,  D,Ci)         (O  C,    A,ßi)  {AjB,,  AB)         {AB,    Ö,C,) 

.  wiederam  auf  einem  Kreise  liegen. 

Mittelst  dieser  Betrachtung  küuuon  wir   slLmUidic  bice d tri  sehe  u 
|Bre«ke  in  Clasaen  teilen. 

Wir  ziehen  iu  einem   Kreise  M  eine  beliebige  Sehne  und  er- 
äiten  in  jedem  ihrer  Pankte  eine  zu  ihr  senkrechte  Sehne. 

1  Auf  hckaoute  Weise  können  wir  dann  ein  Sehneu-Tangoaten- 
)reck  conatrnireii.  Jedes  so  erhaltene  Tangenten  Viereck  hat  die 
genachaft.  dass  zwei  seiner  Seiten  sich  im  Pole  der  festen  Sehne 
tincidea,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  Übrigen  Seiten  auf 
n  ZOT  festen  Sehne  senkrechten  Durchmesser  fortrückl. 

An   diese   Untersuchungen   reihen   wir  einige  ConstructioDsauf- 
kb«Il: 

Von  einem  Schnen-Tangentenviereck  ist  gegeben 

1)  der  Diagonalachnittponkt,  die  durch  ihn  gehende  Berohrsehne 
id  der  ihm  eingeschriebene  Kreis. 

2)  der  Schnittpunkt  zweier  gegonüberliegenitcr  Seiten,   der    Bo- 
Dirangspnnkt  auf  einer  derselben  und  der  Diagonal  Schnittpunkt  x. 

Z)  die  Schuittpnukte   zweier  gegen  über  litigunder  Seiten   uud  der 
srnhrponkt  anf  einer  Seite. 

4J  3  BerttbrpuDkte. 


Rein  Euklidischo  Unteranchungcn  über  das 
Sehnen-Tangentenvicrcck. 

Jedes  Sehn  GH-Tangenten  Viereck   liefert   ein   Berflhrungs-Sehnen- 
eruck,  das  der  Hälfte  des  Rechtecks  seiner  Diagonalen  ist 

Ziehen  wir   die  Diagonalen  0,1-,   und  *,(/,,   so   gehen  dieselben 
ot^  X  uud  stehen  in  x  auf  einander  senkrecht. 


Sc  ha 


1  Das  Stlmm-TaHjtnlemiierett. 


3)  e,«,  .dfX  —  2  Je,»rf, 

4)  c,«,  .b,x  —  2<ft,B-c, 
Durch  Addition  von  I)  und  2)  erb&lt  raui: 

„  „  „    3  nnd  4  „ 

I.  +   IL  fl,c,.6,rf,  =  2ajVidi 

Oder 

b^d,.alX=  2^ffl,6,rf, 
Ä,./,.e,i  =  24Vid, 
folglich 

i,(i,  .o,e,  =  2  Viereck  n,^C]i^ 

<I.  h.  das  Prodact  der  Bcrflhrsehnen  eines  Sehnen-Tau genten vi 
ist  gleich  dem  doppelten  Tnbalt  dos  BerQhniDgapanktcnvicrecks. 

Es  folgt  ferner  sofort: 

Verbindet  man  den  Mittolpankt  des  einem   Sebnen-Tan^nt«^^^'' 
Vierecke  eingeschriebenen  Kreises  mit  den  BerUhrpnnktea,  so  erl 
man  4  Sehnenvierecke,  von  denen  je  zwei  gegenüberliegende  ein&nd 
ähnlich  sind, 


Aus  dieser  Aebnlichkoit  folgt: 
a,ff :  p  — 


OiB.diD. 


b^leilt     J 


Diese  ähnlichen  Sehnenvierecke  haben  demnach  noch  die  wciierr 
Eigenschaft,  dass  das  Rechteck  aus  nicht  homologen  Seiteii  de*  ^^°' 
Quadrate  des  Radius  gleich  ist;  ferner  sind  sie  Mcb  Sehne n-TaBgec*"^"" 
tenviereckc-,  daher  der  Satz; 

In  jedem  Sehnen-Tangentenvierecko  liefern  die  Verbindungslinie  ^^^  *" 
des  eingeschriebenen  Kreismittelpunktes  mit  den  BerUhrungspnnktei  ^^^ 
4  S  ebnen -Tangenten  vi  ereck  e ,   von    denen  je  zwei  gegenüberliegend*^^" 
ahnlich  sind,  und  ans  denen  das  ganze  Seh  neu -Tangenten  vi  orecic  siiÄ^^^  I 
zusammensetzt. 

In  jedem  SehncQ-Taugenteiivicreck  berührt  der  eingescbrist 
Kreis  zwei  gegenüberliegende  Seiten  derart,  dass  das  Rechteck  d 
au  der  nämlichen  Diagonale  liegenden  durch  den  Kreis  auf  geg« 
aberliegenilen  Seiten  gemachten  Abschnitte  dem  Qnadrsts  des  E 
dius  iuhaltsgleich  ist. 

Ans 


\f.lit,:    Im,   Sthnt 


kd  analog 

t  b.  Die  Abachnitto,  welche  der  eioeiii  Schnon-TangentoDTierecko 
CBgcschrifbeno  Kroig  anf  gegcnobcrliegcndon  Seiten  macht,  stehen 
k  Proportion. 

Pwir  auf  das  BerUhrnngsBehDenvierock  zurück,   so  finden 
ine  EigcDscb&ft,  die  später  verwertet  werden  kann, 
in 


&  ist  im  Ureieuk  d,<l^x  Act  Winkel 
Wkl.  ,i,n,i  =  ^ 

Wkl.  Ma,b,  ■=  f. 


her  der  Satz: 

l  Jn  dem  BcrübruDgeBchncnvicreck,  das  wir  auch  Polarcuviere^ 
b  Sohuen-Tangeuteuvieroi'ks  hcisacn  könnten,  sind  dessen  Diago- 
Hen  und  die  Vcrbindurtgsliiiie  einer  Ecke  mit  dorn  Kreismitlel- 
Inktc,  welche  in  derselben  Ecke  znsBmmenatosson ,  gegen  die  Bo- 
K^lchen  sie  einen  Pnnkt  gern duschäftl ich  haben,  gleich 
jneigt  Oder:  Die  Winkel halbircnde  des  von  einer  Diagonale  und 
Km  Radios,  welche  sieb  in  derselben  Ecke  UeCTen,  gebildeten 
ikols,  hatbin.   anch   den  Winkel   des  Polarenvierecks   an   dieser 


Uierana  folgt  die  Aehnliubkeit  der  Dreiecke 
OjMp     nnd     Ottltje 
t  verb&lt  sich  daher 


2p 

b.  der  Di agonaldurch schnitt  x  teilt  die  BerUhrsehne  gegenüber- 
Igonder  Bcrährpunkie  des  Sehnen -Tangenten  Vierecks  in  Abschnitte, 
B  denen  jeder  die  4  Proportionale  zu  dem  Durchmesser  des  ein- 
Bchriebeuen  Kreises  und  den  beiden  ihm  anliegenden  BerOfar- 
hnen  ist. 

Man  konnte  nnn  vermuten,  dass  ihQ  Winkelhalbirenden  des  Po- 
>  TW  MX  trafen.  
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Würde  dies  z.  B.  von  den  Winkolhalbirenden  bei  a^  und  h^  d- 
Fall  sein,  so  beständen  die  Proportionen,  wenn  r  Schnittpunkt 
MX  ist 

Q  2  G'^x  —  Mr  :  rX 
analog 

Q  :  b^x  =  Mr  :  rX 
d.   h.  ; 

Q  :  Oj»  =  p  2  b^x 

d.  h. 

(Z^X  ==  b^x 


Dies  würde  voraussetzen,  dass  das  Dreieck   a^xb^  ein  gleichschen^c^Hik- 
liges  wäre,  was  aber  nicht  der  Fall  ist,  da 

Wkl.  arojÄ,  —  I 
und 

Wkl.  arVi  -SO'»-^. 

Aus  der  Gleichheit  beider  Winkel  folgt 

Wkl.  A  -  90<>. 

Daher  erhalten  wir  hieraus  den  neuen  Satz  2 

In  jedem  Sehnen-Tangentenviereck,   in  welchem  eine  Diagons^^^® 
ein  Durchmesser  des  ihm  umschriebenen  Kreises  ist,  bilden  die  ^^t"^' 
rührungspunktc  ein  Sehuouviercck,  welches  zugleich  Tangentenviere^  ^^^^ 
ist,  und  für  welches  der  Mittelpunkt  des  ihm  eingeschriebenen  Kreif^^  ^®^* 
mit  dem  Halbirungspunkte  der  Strecke  MX  zusammenfällt  (dass  au  .^c^cb 
die   Ilalbirungslinien  der  Winkel  bei  </,   und  c,   sich   in  demselb^cr^beu 
Punkte  treffen  müssen,  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise). 

Ganz  analog  folgt,  dass  dyx  ^  c^x  ist  unter  der  yoraassetzuns--^^^ 

Wkl.  A  «  90«. 

Hieraus  folgt  aber  zugleich,  ilass  die  Dreiecke  f?,a-c,  und  OfXbi  glei^  ^cb- 
schenklig  rechtwinklige  sein  müssen,  und  die  Winkolhalbirenden  i^^^Ofl 
«11  ^11  ^'it  ^h  "*  einem  Punkte  von  MX  sich  schneiden;  denn  es  i-^Ss/ 


oder 


oder 


(l^X 

d^x 

•= 

b-^x 

n^x 

=- 

c^x  : 
b^x  : 

xr   : 

r  m 

a:ri 

:  r,m 

xrj  : 

r^m 

^ 

• * 

'  xr 

2  r  m 

r 


1 1i  der  Punbt  r  uail  r,  mtlssiiti  üosammenfallcn. 

D.  b.    Die  Soralirnngssohiicii  eines  Schncu-TaiigeiiTicrocks,  nd- 
ä  einen  recbteu  Winkel  enthält,  bilden  Bclbet  wieder  ein  Sehnon- 
FangentenTiereck. 

Wir  wenden  nns  nun  7,a  einer  andern  Figur,  die  wir  aus  dorn 
t«beDL'D  Sohneu-TangenU'Uvicruck  erhalten,  wenn  wir  dcssvii  Ausscu- 
bkel  balbircu.  Dieselbe  ist  von  ganz  besonderem  Interesse  fUr 
jSBr  gegebenes  Viereck,  weil  wir  durch  dasselbe  vielfache  Eigen- 
paflen  wieder  tinden  werden,  die  sieh  nicht  auf  dem  gewObnüchon 
fege  80  einfach  ergehen. 

Die  Halbiran gslinien  der  Aussonwinkel  dos  gegebenen  Vierecks 
loa  selbst  wieder  ein  Sehne nviereck,  dessen  Seiten  zu  den  Seiten 
Polanierecks  parallel  sind. 

Diese  Eigenschaft  ergiebt  sich  sofort  ans  der  Cousiructioo. 

Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  nenea  Sehnen  Vierecks  mit  a^bfC^d^ 

Voo  Herrn  Consentins  wurdu  bereits  nachgovicscii,  dass  dieses 
iereck  and  tili-  analog  erhaltenen  dem  Polarvierecko  ähnlich  sind. 
m  einer  Recapitulatiun  Ain  noweises,  der  «ich  sofort  orgiebt,  sehe 
li  hier  ab. 

Da  nnn  die  Seiton  des  Vierecks  entsprechend  parallel  sind  und 
I  Vierecke  aJ-^Ciil^  nnd  •'i'',i;tl,  selbst  ähnlich  sind,  müssen  Ate 
irbinduDgsHuien  analoger  Ecken  beider  Vierecke  durch  einen  Punkt, 
B  Aebniichkeitspnukt,  laufen. 

I    Ferner    können    oUe    Eigenschaften   des   einen   auf  das  andere 
vcGt  Dhertrageu  werden. 


Vom  Vierecke  a^iCfd^  gilt : 
1)    Die  Diagonalen  stehen  s 


if  einander  senkrecht. 


2)    Alle  Kreise,  welche  die  Seiten  zu  Durchmessern  haben,  scbnei- 
sicb  in  einem  Pnnkte,  dem  Diagonalschnitt  punkte. 

Eb  lässl  sich  nun  einfach  nachweisen,  dass  der  Diagonalachnitt- 
Okt  dieses  Vierecks  uud  dur  Mittelpunkt  des  dem  Vierecke  ABCD 
;o8cbriebenou  Kreises  ein  nnd  derselbe  ist;  denn  ziehen  wir  d^ 
W  folgt,  dass 

Wki.  ./jAfc, 

dem  vorhergehenden  Lehrsatze),  i 


:  Da*  Sthnrir-TatiginilgHBitrtrIt, 


Wkl.  rfjAft^  =  90". 

bis  müsscio  also  dio  Linien  a,3/  nnd  e^M  Dotwendig  zasamn 
falleu,  weil  ja  daraus  Bich  auch  ergiebt,  dan 

Wkl,  fVVu,+i,A'«i  -  2R. 
Dieser  Lehrsatz  lässt  nna  einige   eelir  intoreEsante  Folgcranj 


4 


1)    Dio  BiagonalCD  des  Tierecks  at£,(V-/,  halbircn  den  Diagonal«" 
dos  Viorecks  iijbje,il,. 


c, ;   h^df  geht  aber  durch  M  und  steht  auf  a^*t 
I  senkrecht;  es  mnss  daher  a,c,  durch  &^  b-^w- 


Es  ist  "2^,  II 
mithin  anch  auf  /■■ 
birt  werden. 

2)  Die  Diagonalen  schneiden  den  Kreis  iu  den  Eckpankt^™ 
eines  Ijuadrates,  von  dessen  Beziehungen  zu  den  übrigen  Polarsehn^^  "" 
Vierecken  spHtcr  die  Rede  seia  wird, 

Den  Untersuchungen  der  Vierecke  biuBicbtlich  ihres  Aebnli«^^-''" 
keitspunktea  geben  ebenralls  zu  einigen  iut«reBsanten  Sätzen  Anl»^^ 

Denken  wir  uds  den  Punkt  x,  —  O  soU  der  AehnlichkeiUpai*  ^ 
künftig  btiissen,  ^  dem  Polarviereck  a^bfCjtl^  angehörig,  so  e^^^^ 
spricht  ihm  im  Vierecke  o,i(C,rf,  der  Punkt  -l/,  und  diesem  als  d^  ™ 
Viereck  n]iiC|''i  angehörig  entspricht  in  a^tjc^  der  Miltelpa*»-*' 
jenes  Kreises,  der  durch  die  4  Ecken  a,,  6„  e,,  ri,  geht  Dersel^'" 
sei  Mf 

Die  Punkte  J/,,  M,  x,  O  müssen  demzufolge  auf  einer  Qet%iA^^° 
liegen,  auf  der  noch  alle  jene  Punkte  gelegen  sind,  welche  dic*^" 
Punkten  in  jenen  Vierecken  entsprechen,   welche  man  erhält,  we*^" 

man  von  a^fCfil^  in  derselben  Weise  Vierecke  construirt,  wie  die»** 
ans  (iji,c,ri,  hervorgegangen  ist 

Dil?  Gerade  M^AfXO  halbirt  die  Verbind  uiigs strecke  der  Mitt*?'" 
punkii'  der  Diagonalen  «tc,  und  fi^i^,  ojb^  nndSjd,;  denn  die  Mitt"- 
punkte  von  «;•.■,  und  Äjc/j,  die  Punkte  M^  und  M,  bilden  ein  Bc*^*' 
eck,  von  welchem  ^r^fl  die  Diagonale  ist. 

Der  Kreis,  welclicr  dem  Viereck  ABCD  umschrieben  ist,  schneiwl 
die  Seiton  dos  Vierecks  n^iCjrf,   ansaer  in  den  Ponklen  ^,  fl,  C*,  ^ 


1  in  4  andera  PunktcD,  die  bdwoI  liiusiclitlich  ihrer  Lage  in  ße- 
l  ufeinander  wie  auch  in  Bezug  auf  die  Soitsa  des  Viercks  a^i^filt 
I  ganz  besonderem  Interesse  sind. 


In  d,  treffen  sieb  die  Seiten  a^,   und  a^,  welche  vom  Kreifl 
p  ABCD  in  den  Punkten  Q  und  T  ge^chnitteD  werden  mögen. 

w 


t  remtge  der  conataatoD  Potenz 


|,  Da  die  beiden  Dreiecke  Aa^ü  aud  Ta^Q  den  Winkel  bei  a, 
laeerdeai  noch  gem<AiuscbafUii^b  haben,  so  lolgl,  dass  diestlbeu  eiu- 
kder  tbnlich  sind. 


JBt  demnach 

Wkl.  TQa,  = 


a,^Ä  = 


^mPfieselbe  Weise   Ifisst   sieb   die    Aebnlichkeit  der   Dreiecke 
r^C  und  ijQIi  nachweisen,  weshalb  die  andere  Gleichung 

I 


Lstebl 

■    Bs  DUI 


Wkl.  4,QÄ  -.  JJCi,  = 
Durcb  AdditJon  resnttirt 

Wkl.  TQat+btQn  ■=  9 
Wkl.  niB  =  äOf. 


Wkl.   J/V»' 


ist,   so   folgt  weiter,    dass  die  Sehoe 


BT  auf  der  Diagonale  (i,f,  senkrecht  steht. 
IfanaU: 


Wir  erhalten  somit  den 


,^albirt  man  die  Aussen  winkel  einea  Sehnen -Tangenten  viorecke, 
>  bilden  die  Halbirungslinien  ein  neues  Sebncnviereok,  dessen 
eiteu  von  dem  dem  Viereck  ABCD  umschriebenen  Kreise  in  4 
■okten  getroffen  werden ,  die  die  Ecken  eines  Bccbtecks  bilden. 
tie  Seilen  dieses  Hechtecks  sind  den  BerUbrseliuen,  welche  Punkte 
)egenaberliegender  Viereckseiten  verbinden,  parallel." 

„Da  das  ßecbteck  dem  Kreise  d/,,  welcher  dem  Viereck  ABCD 
macbrieben  ist,  eiubeschrieben  ist,  so  schneiden  sich  seine  Diago- 
ftlen  im  Hittelpunkte  dieses  Kreises  (Af,)." 

Verbinden  wir  weiter  die  Ecke  B  mit 
^^^Scboittpunkre  mit  dem  Kreise  Jtf„ 
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iiiiic  durch  dio  dor  Ecke  Q  des  Rechtecks  gegenüberliegende  E*^^"' 
.S;  denn  die  Linie  QS  ist  ein  Durchmesser  uniiWkl.  QBS  eiaV^^^' 
ter,  weil  er  über  dem  Dorcbmesaer  QS  steht.  Errichten  wir  nun  i" 
ü  anf  ojA,  ein  Lut,  so  mnss  dieses  notwendig  durch  deu  KreismitC:  *'' 
punkt  M  gehen,  weil  es  den  Winkel  bei  B  halbirt.     Daher  der  Sa^««  ■■ 

Verbindet  man  die  Ecken  eines  bicentrigcben  Vierecks  mit  d^Ejm 
Kiltclpankte  des  ihm  ei  nbe  ach  riebe  nen  Kreises,  und  verlängert  t^t-^n 
diese  Verbindungslinien  bis  zum  Schnitte  des  dem  Sehnen-Tangent^:^"- 
vierecke  umschriebenen  Kreises,  so  bilden  die  4  Schnittpunkte  ^^»« 
Ecken  eines  Recliteckes.    Oder: 

Die  Ecke  eines  biceiitriscben  Vierecks,  der  Mittelpunkt  des  ifc»«* 
Pin  beschriebe  nen  Kreises  und  eine  Ecke  des  Rechtecks  QRST  liej^^^" 
auf  einer  Geraden. 

Ferner  lässt  sich  leicbt  der  folgouüc  Satz  ableiten: 

Die   Diagonalen  dieses  Rechtecks  erscheinen   vom  Mittelpui 
M  aus   unter   demselben  Winkel    wie   die  Diagonalen   des   Sehne 
Tangentcuvierecks  von  demselben  Punkte  aus. 

Es  ist  nun  leicht  einzuseiieu,  dass  die  Ecken  des  Rechtecks  ■ 
de»  Mittelpunkten  der  Seiten  des  Sehnen  Vierecks  zusammenfall« 
denn  die  Seiten  des  Rechtecks  sind  ||  zu  den  Diagonalen  OfCf  a 
'■^iL  und  glfich  der  Hälfte  derselben;  infolge  hievon  ist 


\ 


MQ  =  a,(i=b^Q. 


Es  halbirt  somit  jede  Rechtecksseite  die  Diagonalabschnitte 
Diagonalen  des  Vierecks  Vi''*''ii- 


Mittelpunkt  von 

Gleicbuntj 


der  Mittelpunkt   der  Dingunale   0^«^   and   Q| 
l^'l^;  zielien  wir  nun  l'^li  und  U^T,   so  besteht  v 


tut 

1 


denn  I'^ll  gleirb  und  parallel  ia^b^  und  Q/J'  ist  ebenfalls  gleich 
parallel  iijL^;  folglich  ist  das  Viereck 

ein  Parallelugnimm;  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  dieses  Paral*-^'* 
lograinmes  ist  der  Punkt  M,.    Es  folgt  ans  dieser  Qetrachtung,  d«-*-'**^ 
die  Millelpunkte  der  Diagonalen  a^r^,  b^U  und  der    Mittelpunkt 
dem  Sehnen-Taiigenlonviereeko  amachriebenen  Kreises  in  einer  8< 
Linie  liegen. 


w 


:   Da$   Sehuei-'Janp 


Verbindet  man  nun  3f,  mit  /",  und  Q,,  so  entsteht  das  Rechtock 
lA^Q,,  dessen  mp  Diagonale  P^Q^,  während  die  andere  MM^  ist, 
ist  also  3/,  in  der  Mitte  der  Strcclie  MM^  gelogen. 

Wir  folgern  hierau  den  bereits  in  früheren  Betrncbtungeii  eb- 
[teten  Lehrsatz: 

.J>er  Äehnlichkeitspnnkl  o.  die  Kreiamittelpunkto  M,  Af, ,  Af, 
in  auf  einer  Geradon,  und  zwar  so,  dass  der  Punkt  Af,  die 
cke  MMj  bftlhirt." 

Ans  dem  Parallel ogra mm  77',Ä(i,  folgt  weiter; 

Die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  a^c^  und  i,r/,  sind  von  den 
elpankteo  je  zweier  gegenüberliegender  entsprecliendiT  Seilen 
Vierecks  Of'Vt'k  gleich  weit  entfernt.    Es  ist 


/',  T  —  </i  /;  etc. 

Dieselben  Detracbtungeu  künneu  wir  auf  das  Sehnenvicreuk 
F,(^  Übertragen, 

Die  Mitlelpnnkte  der  Seiten  dieses  Vierecks  bilden  die  Ecken 
s  Rechtecks,  dessen  Diagoualschnittpuukt  mit  dem  Hnlbirnngs- 
it  der  Strecke  AfX  zusammen  füll  l. 


» 


QK  1  Vi, 


iatbirt  QK  den   Winkol   IXib^,  mithin  auch   den   Bogon   ßno. 

hat,  welches  mau  von  A/^,  auf  die  Diogouulc  HD  des  Sehuen- 
leutonvierecka  fällt,  halbirt  cbentalls  den  ßogen  BltU;  es  flillt 
t  dieaes  Lol  mit  der  Diagouolo  Af,H  des  Kecbtccks  zusammen. 

erbBltflu  daher  den  Satz: 

Die  Diagonalen  des  Rechtecks  halbiron  die  Diagonalen  des 
ien-Taufjentetivii.Tocks  und  stehen  auf  denselben  senkrecht.    Oder; 

Der  Mitteliinukt  des  dem  bicentriscbeu  Viereck  umschriebenen 
ses,  der  Mittelpunkt  einer  seiner  Diagonalen  und  zwei  gegentlber- 
nde  Ecken  des  Rechtecks  QNST  liegen  anf  einer  Geraden. 

Wir  wollen  nun  noch  beweisen,  dass  auch  die  Mittelpunkte  der 
onalou  des  Scbueii-Taugenten^ierecks  und  der  Krciamittolpnnkt 
B  wncr  Geraden  liogen.     Der  Mittelpunkt  von   BD  sei  y  und 


lier 


Wir  liabcn  bewiesen,  dasB  die  Dreiecke 
QMS  UDd  MBD 
äbulicli  siuU,  woraus  iolgt,  d^s  auch  die  beides  Dreiecke 

M,MS  und  yMD 
ähnlich  sein  mUsseo.   Die  Aehnliclikeit  derselben  fubri 

Wkl.  SM,M^  Wkl.  J>i,M\ 
feruer  ist  das  Viereck  Afjymi  ein  Sehnen  Viereck.  Ziehen  »ir  in 
demselhen  die  Diagonaleu  ^u  uud  M^x,  so  inilssen  sie  sich  Jim  M 
schneiden;  denn  die  Winkel  SM,M  und  uyr  sind  gleich,  weil  sie  Mti 
demselben  Bogen  stehen.  Es  mass  diininach  ui/  durch  den  Kr^sll- 
mitleipuukt  Af  gehen.    Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

In  jedem  Sei  inen -Tangente  nvicrccke  liegen  die  Uitlelpui».  ^U 
seiner  3  Diagoualon  nnd  der  Mittelpunkt  dea  ihm  ei Dhescli riebe  :^cw> 
Kreises  auf  einer  Geraden. 

Metrische  Beziehungen  im  bicentrischoo  Vierccfc^ 

Wir  gehen  von  einer  Gleichung  für  das  Quadrat  des  dem  Viel «''    I 

einbeschriebenen  Kreises  vom  Radius  9  ans.     Wir  fanden 

p>  =  a,A.b,C. 
Hieraus  folgt  die  Proportion 

AB+DC.DC 

BC.DC  . 
"  AB-ifDC' 
AB  =  0,    BC=  b,     CD 
Gleicbang  die  Form 


d.  h.  6X'  - 


BC-.hiC 
ist  nun   >  der    Umlaug    von    AttVD 


4 


d,   SO   erhalt   die    »orsitbec^"''*' 


2bc 
bfO-^   —i 


analog  ergiebt  sich 
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Indem  wir  die  Werte  aus  diesen  Oleichungen  in 

ntrageo,  erhalten  wir 

^AB.BC.CD.DA 
Q'  -  ii 


=.v 


AB.  BC.  CD.  DA 

Bekanntlich  ist  aber  der  Inhalt  eines  Sehnen-Taugentenvierecks 

»geben  dorch 

I^Vab.BCCD.AÄ; 
ithin 

2/ 

ler,  indem  wir  /  daraus  berechnen,  erhalten  wir  eine  Gleichung, 

^        2 

ie  auch  direct  erhalten  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  in  dem  Sehneu-Tangentenvicrecko  die  BerUlir- 
ihsen  mit  «|  und  /j,  so  gilt  der  leicht  zu  beweisende  Satz: 

Das  Product  der  Berührsehuen  ist  «>  dem  doppelten  Inhalt  des 
ehnenvierecks,  dessen  Inhalt  »  /^  sei 

e,/i  —  2/i  =  2p»  (sin  A  +  sin  B) 

Bezeichnen  wir  mit  C4,  b^^  c^,  d^  die  Grössen 

ann  bestehen  die  Gleichungen 

O]  «  2p  cos  ^- ;    <?i  •=  2p  sm  „ 

-4  A 

&i  «  2p  sin  2  '    t^i  =  2p  cos  ^ 

Für  die  Diagonalen  dieses  Vierecks  resultirt  sofort 

a^C  —  «1  —  S9CO8 — g— 

kreli.  d.  Kafk.  1.  Fkji.    IM  ^^ 
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Wir  wenden  uos  zur  Betracbtung  jenes  Sehucn Vierecks  oiV^ 
deBsen  Seiten  auf  den  Winkel halbirendco  des  Sehnen-Tangeulcnviere^ 
senkrecht  Btehen. 

Zunächst  verweisen  wir  auf  den  Lohrsatü,  dasa  dessen  Diagona.  . 
durch  den  KrGismittcl|>uakt  gehen  und  auf  einander  seukrvclit  suttr. 
mÜEseii.  Dieselheu  schneiden  deinnacli  den  Kreis  am  if  in  c 
Punkten  eines  Quadrates,  dessen  Inhalt  ^  2q^  ist. 

Nun  fanden  wir  für  das  BcrUbrnngsseh  neu  Viereck  ''i''i<'i''i 

a^/jjc^dj  =z  2p*  (sin  .1 4- sin  Ü), 

woraus  folgt,  dass  a^b^c^•l^   zu  dJesom  QuaJrale  in  dorn  Verhaltni-i 

sin  .1  -\-  3)11  B :  1 
steht. 

Uezeichnon  wir  Jen  Radius  des  dem  Sehnenviereck  n^^^il^  i 
schriebenen  Kreises  mit  H  und  den  Mittelimultt  dieses  Kreitips  - 
Mf,  Fallen  wir  nun  von  Af,  ein  Lot  auf  u^c^  und  verhiudeii  ii,  s 
Jl/j,  dann  ergiebt  sieb  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  M^^P 

M^P  =  Äsin 

und  analoi,'  ans  dem  rechtwinkligen  M^^Q 

A-V-B 

Da  alter 

ist,  so  folgt 


Wiewol  dieser  Ausdruck  schon  abgeleitet  wurde,  allerdings  n 
in  der  Abhängigkeit  von  dem  Kailius  B,  so  glaubte   ich   ihn 
einmal  envühuen  zu  müssen,  da  die  Herleituiig  an  ein  anderes  GebJId^ 

anknüpft. 

Dem  Viereck  ii^^c^il^  entspricht   das  ähnliche  Viereck  (i,£,r?,(/, 
Der  iu  letzterem  zum  Paukte  M^  homologe  Punkt  ist  der  Punkt  M\ 
dem   Punkte   M  aber  entspricht,  insofern  er   dem  Viereck   a^b^e^^ 
augehOrig  angesehen    wird,   der  Punkt  r    im  Viereck  (i,^,c,ri,. 
dieser  Betrachtung  folgt  daher  unmittelbar 
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\Mx  —  pVl  — siiiJsiDif, 

tnht  M  teilt  somit  die  Strecke  hf^  in  dem  VerliäUmsse  R:ii. 

I  Wir  Terbiüden  nun  den  Aobuliclikoitapunkt  der  beiden  Vierecke 
^jc^^  und  a^\<'\d^ ,  den  wir  mit  Q  bczeiclinetcii,  mit  einer  Ecke 
kcB  dieser  Vierecke;  diese  Verbindungsliaie  muss  dann  aucb  durcb 
le  homologe  Ecke  des  andoni  Vierecks  gehen.  Wir  erhalteu  die 
leicbungen 

Oll,  1  OB^  =.  p :  Ä 

Ox  :  OM  —  q:R 


BdeD3&  > 


r  die  beiden  auderu  verbindou 
M,U,  ■.Mx  =  R-.f 
Mt :  MM,  =  e  :  ß 
Mx :  MM^  =  Ox :  OM 


I  b.  der  Punkt  M  teilt  die  Strecke  aM^   in  demselben  Yerbällniss 
\e  der  Punkt  O  die  Strecke  Mx.     Gleicbzeitig  folgt  aber  weiter 
b  der  Proportion 
(  Mx  :  Ox  =  A/M,  ;  OM 

\  h.  der  Punkt  ^   teilt  die  Strecke  OM  in  doniaelbcu  Vcrbaltniss, 

Je  der  Punkt  M  die  Sirecke  OM^.  Diese   EigeuBobaft   war  direet 

bzuseheu,  weil  ja  der  Punkt  x  im  Vierück  a,V]"i  i**-'°'  i'unkt  M 
K  Viereck  o^^it/*  ontapricbt. 

I     Wir  wollen  nun  einige  Beziebungeu  zwiscbeu   den  Kadicu  der 
ler  in  Betracht  kommendea  Kreise  ableiten. 

Wir  bezeichneten   den  Radius  des  Kreises  M^  mit  li,  JL'nen  des 
reises  M  mit  p;  der  Radius  des  Kreises  A/,  sei  r. 


/«.(.i..'i±-*+»,.^-4 
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Aus  dem  Dreieck  MQB  folgt  weiter,  da  Wkl.  MQB  «=  Wkl. 

MQ%viAz=MB 

o^gSinA  »  2MB 

B  0 

2ÄC08  2  8iD^  «  2-^ 

sing 

oder 

2^  =:  RsSxiA^xaB 

Wir  sind  somit  zu  den  3  Gleichungen  gelangt: 

2r  =  ÄVr+sin^sinB 

2p  =  i?sin^sinB, 
aus  denen  sich  ergibt 

Vi  +  sin -4  sin  ^ 

r  =  p -: — : — zi 

^       sm  A  sin  B 

Nun  lässt  sich  auch  eine  sehr  einfache  Relation   zwischen  dea 
Inhalten  der  3  Vierecke 

a^^c^d^^  ABCD  und  OihiC^d^ 
aufstellen : 


Der  Inhalt  des  Vierecks  aj}^c^d^  ist,  wie  früher  gefunden  wurde, 

a^h^c^d^  =  2Ä*sin  — I —  cos  — 2 — 
Der  Inhalt  des  Vierecks  ABCD  ist 


4p2         .     A-\-B        A-B         „«.,.„.     A  +  B         A-- B 
:- .~?>8in  — rt  -  cos  — iT-  =»  i^^siuulsin^sin  — h —  cos  — x — 


sin -4  sin  7i  2 

Der  Inhalt  des  Vierecks  a^b^c^d^ 

rti/y|Cjc/i  =-  2p*  Sin  — 2 —  <^^s  — ^ — 

=  -^-sm^^sm^Äsin  —k~   cos — ö — 

Setzen  wir  die  3  Inhalte  in  Proportion  und  bezeichnen  wir  die- 
selben mit  7i,  Zj,  /g,  so  resultirt: 

/j  :/,:/,  =  1 :  ^  sin  A  sin  7i :  J  sin*  A  sin*-ß 

d.  h.  die  Inhalte  aller  dieser  und  ähnlich  gebildeter  Sehnenvierecke 
stehen  in  geometrischer  Proportion  und  man  findet  den  Inhalt  eines 
jeden  derselben,  wenn  man  den  Inhalt  von  ajj^^d^  mit  einer  Potenz 
\        '       -flsinii  multiplicirt. 
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Wir  gelangen   in   nnserer  Beürachtang   zn   dem  rechnerischen 
Achweis,  dass  der  Pnnkt  M^  die  Strecke  MM^  halbirt 

Wir  finden  aas  dem  Dreieck  M^M^Q^  dass 


JBi/ 


Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  frtther  gefundenen 

il/3f,  —  Ä  VT— sin  ^  sin  5, 

'  resnltirt  aufs  neue  das  bereits  geometrisch  nachgewiesene  Ro- 
Itat,  dass 

Wir  gehen  nun  zur  Ableitung  einiger  Relationen  zwischen  den 
idien  dar  dem  Sehnen-Tangentenviereck  angeschriebenen  Kreise  über. 

Die  Mittelpunkte   dieser  Kreise  sind  offenbar  die   Ecken   des 
ierecks  a^^c^d^. 

Die  Kreise  haben  die  Radien  pa,  p&,  p«,  gd. 

Nun  ist 

MD  COtg  ,y  —  €l^D 


Iglich 


MD  cos  2  =  ^> 


COtg 


cos 


B 


(l^D 


[so 


aalog 


r/jDsin  2  ^  Qd 

B        A 

Qd  «  ctg  2  COtg  2  ' 

B         Ä 

9a  ^  Q  COtg  2  COtg  2 

B      A 


9« 


i 
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Hieraas  ergeben  sich  einige  Beziehungen 


Nun  war 


1)   lfa.gc=^Q^     \ 

2)  gb.Qd^  9*    ^ 


mithin 


2/ 


also  auch 


J  =  I  [/  QaQhQcQd 

Wir  schliessen  unsere  Betrachtung  in  der  Hoffnung,  dass  diese 
reingeometrischen  Untersuchungen  dem  Fachschulmanne  eine  reiche 
Ausbeute  von  Lehrsätzen  liefern,  die  dem  Schüler  neue  Liebe  zu 
dem  geometrischen  Studium  einflössen. 

Traunstein,  im  Juni  1884. 
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Trigonometrische  Sätze. 


Von 


Herrn  A.  H.  AngMn,  M.  A.,  LL.  fi.,  F.  K.  S. 

in  Edinburg. 


Der  Satz,  dass 

arctgoi+ftrctga,+...arctga,.  ==»  arctg^ — r^T — '~      (^) 

WO  €%,  O)  ...  an  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X*  —  Ciaj'»'~^-|-Cjaj""'2 —  ...  <?H  =*  0 
sind,  soll  bewiesen  und  dadurch  die  wolbekannte  Formel 

tgK+«,+  . ..«.)  =  15^3^;  (2) 

WO  Cr  die  Summe  der  Producte  zu  r  Factoren  (jeden  einmal  genom- 
men) von  tgai,  tga^j  ...  tgan  bezeichnet,  ohne  Anwendung  des 
Moivre 'sehen  Satzes  begründet  werden. 

1.    Da 

arc  tgil+arctg^  =  arctg  j— ^^ 

ist,  so  haben  wir: 

arctgai  +  arctga,  «-  arctg  ^  ^^^ 

wo  01,0)  dio  Wurzeln  der  Gleichung 
sind.    Addirt  man  auf  beiden  Seitor 


I 
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arctgai  +  arctg«,-|-arctga3  «  arctg  ^IJ^^iJ^ 

Aber  a^^  o,,  a^  sind  die  Wurzeln  von 

(a;* — pi«  +1)2)  (« — 03)  =  0 
das  ist  von 

folglich 

arctgoi+arc^^+arctgog  —  ^ — ^ 

1 — gs 

wo  oj,  oj,  03  die  Wurzeln  von 

sind.    Und  wenn  wir  mit  diesem  Resultat  ebenso  verfahren,  so  finden 
wir: 

arctgai+arctga,+arctga3+arctga4  «  arctg:} — ^ — -£*— 
wo  a],  a^,  og,  04  die  Wnrzeln  sind  von 

Nehmen  wir  jetzt  die  Richtigkeit  der  61.  (1)  für  irgend  ein  « 
an.  Hier  wird  es  notwendig  sein  die  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  Jt 
gerade  und  wo  n  ungerade  ist. 

(1)    Ist  n  gerade,  so  ist  der  letzte  Term  im  Zähler  der  rechten 


N  n 


Seite  der  Gleichung    ( — 1)^     cn-i   und  im  Nenner  (— 1)^C||.     Nach 
Addition  von  arctgonfi  erhält  man  also: 

arctgaj+...  arctgoH+i  «  arctg- 
wo 

n 

-4  =  (<?i  +  rtn+l)--(<?3  +  ^2a»«+l)  +  (<?5+^4«»»+l)"— •••  +(— l)^«a«+l 

5=1-  (C2+^l«»»+l)  +  (<?4  +  ^3«»*+l)  --  •••  +  (— l)^(<^n+C«-ia„_|.l) 

und  zwar  sind  a,,  ^(9,  ...  an+i  die  Wurzeln  von 

(x»  —  c^x^-^  +  . . .  Cn)  (ä  —  a„+i)  -  0 
das  ist 

Demnach,  da  n  gerade  ist: 

H 


arctgaj4- ...  arctgGw-i-i  -=arctg- 


M 

1-««+  •••  +(-1)*«« 
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WO  O],  o,  ...  oni-i  die  Wurzeln  sind  von 

afM+i  — «ja5"+*^-^— ...  — «Hfl  =  0 
(2)    Ist  n  ungerade,  so  ist  der  letzte  Term  im  oben  genannton 

Z&hler   (—1)2  c»,  im  Nenner  (—1)^  <?»-i.  Verfährt  man  wie  vor- 
her, so  findet  man: 

C 
arctgUiH-  •••  arctgoitfi  «=•  arctg  ^ 

wo 

n-l 
t7  -«  (<?j  —  tf»4-l)  —  . . .  4-  (—  1)  ^    (Ci»+  Cn-l  rtn  +l) 

n|l 

I>  =  1  —  (<?S  +  ^1«»-|  !)+•••  +  (— 1)^M  «M^  1 

and  zwar  sind  «i,  . . .  a»»+^  die  Wurzeln  von 
Da  u  ungerade  ist,  so  folgt: 

n-l 

arctg «j+  ...  arctg «H-i-i  =-  arctg  — -^^ 

wo  0],  ...  on^-i  die  Wurzeln  sind  von 

Somit  ist  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

Setzt  man  a^  ^  tgtt^^  a^  =  tga^  etc.  so  ergibt  sich  als  Corollar 
die  anOoglich  genannte  trigonometrische  Formel. 

2.    Folgende   Deductionen   aus   dem  vorstehenden    allgemeinen 
Satze  sind  bemerkenswert 

(1)    Ist  Ol  =»  a,  «  ...  fl»  =»  ar,  so  wird 

c^x  —  c^^A-CiX^  —  ... 
«arctg«  -  arctg -i_^^,-p':— 

WO  Cr  die  Anzahl  der  Combinationen  von  r  unter  n  Elementen  be- 
zeichnet, mithin 

n\^_ 

^^  -  r!(»-r)! 

ist ;  und,  wenn  x  =  tg6 

♦^    A  gltgO  — g3tg*^4-     •• 

^'•^ -    i-c,tg»e+...- 
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{'2)    Füriior  erhält  man  für  x  ^  1: 


4        l-«,+o, 

— 

das  ist 

-0,  1 

»,  - 

1,  jeDactidem 

daher 

nsiO,  I.  a,  3  (raod 

4) 

=1- 

-'.+ 

...  — ci«-i  =0 

(» 

=  4» 

) 

1- 

-,+ 

..  -r«+!  =  0 

(« 

-  4,»+2) 

3.  Ein  üWfiter  Satz  ühnlichor  Natur  mit  dem  vorhcrgeheudea 
lässt  aicli  hior  tu  uiigcmcsscnor  Weise  geben.  Es  soll  gezeigt  «er- 
deii,  (Uas 

arctg<ii+  ...  arctgoi.  =-  arctj 


-7i,+Aj  —  in  inf, 

wo  li,   ijic   Summo  dor  humogciica  ProdQcte  ans  je  r  dor  deraeiit& 
dl,  oj,  ...  <fH,  mit  Wiederhol aug,  bezeichnet: 

Man  hat: 
{l-«,a;)-i(l-«,a)-'  ...  a-a„*)-i  = 

l-\-k,x+h^-i-  ...  +ftrÄ'- 

Setzt  man  nach  einander    x  =  i   und    -  i  und  dividirt  dia  1 
beider  Gleichungen  durch  ihre  Summe,  so  kommt: 

.Ajj— /ij-f-/ij—  ,.,  in  inf. 

1  —  'ia  +  **—  ■■■  JD  inf-  ~ 


1  inf. 


(1  — .'ai)(l— ta,)...(l-ia») 


-i(l,)...(l  — Mb) 


ti+.<i,)a+'».)-.-a+'''«)+a-Mi)u- 

Andrcrscits  iatj 

wo   i^r   die   Summe  jeuer   Pruducte   ohne  Wiederholung   bezeicj 
Verfahrt  man  mit  dieser  Gleichung   ebenso  wie  mit  Gl.  (4) , 
scheint  zur  Rechten  derselbe  Ausdruck,  und  es  ergibt  sieb: 

hl — fii-h^'b —  ■-  ■       ■'i   ~  '^a'l"''5  ~  ■  ■■ 

r— "vf~Ä7^^."T7  ~  1— <-,-i-c4— "777 

Subslituirt  man  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  den  orateui 
den  IcizUru,  so  ergibt  sich  das  Zubeweisende. 

Das  gleiche  Resultat  kann  man  auch  anf  folgende  Art  { 
Man  hat: 
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(co8«i  +  *8iDa|)(co8a2+»siiiffs)  ...  (cos  an+*  sin  er»)  « 

C08(a|  +  at+  ...  «n)+»sin  (ai  +  aa+  ...  cf«) 
Niin  ist  aber 

,   .  .  1^ sec« 

cosa  +  tsina  =  r-; —  =  ; ,. 

'  cosa--tsma       1  — ttga 

daher 

secttisecas ...  secan 


(1  — itg«i)(l  — »tga3i)...(l— ttgcfn) 

C08(ai+  ...  a«)  +  tsin(cfi+  ...«») 
das  ist 

secttisecos  ...  seccrnil  —  ä,  +  Ä4  —  .. .  +»{^1— ^3+^5""  •••)}  "=" 

cos  (a,  +  •  •  •  «»)  +  *8iJ*  («!+•••  ««) 
mithin  einzeln 

sin(ai  4-  . . .  cfn)  =  secflf,  . . .  SGcan(h^  —  A3 -j-  . . .) 

C08(ai+  ...  «h)  "-  sec«!  ...  secaM(l  — Äj+  •••) 
woraus: 

tg(«,-f--«»)°iCy^y;;; 

4.  Setzt  man  01  =  02  «  . . .  =  on  «=  «,  so  folgt : 

Jux h^'^-hf.X^ —  ... 

»arctgx  =  arctg  .---^^^-^-— 

WO  hr  jetzt  die  Anzahl  der  homogenen  Produete  von  je  r  unter  n 
Elementen  mit  Wiederholung  bezeichnet,  das  ist 

(n  +  r-1)! 
^^-    („-l)!r! 

Ist  o;  =  tg6,  so  wird 

*«^®  ^      1-Ä,tg»ö+..— 
Setzt  man  a;  =  1,  so  erhält  man : 

mit  denselben  4  Werten  wie  in  Ol.  (3). 

5.  Folgende  Resultate  sind  vieUf^  m  Zusammenhange 
mit  dem  Vorhergehenden  bemerke 

Man  hat: 

cos  »6-}- 1  sin  «^ 


] 
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Nach  EntwickeluDg  findet  man: 

C08»6flec*6  s=  B\    winBwc^B  ■»=  D 
wo 

^«l-c,tg«ö  +  c4tg*e-  ... 

letzter  Term,  jenachdem  n  gerade  oder  angerade,  in  B  ( — l)Hg«6 

oder  {-i)"ä-ntg«-ie,  in  Z>  n(-  1)  V  tg--!©  oder  (— l)"*~t|r^» 

und 

n! 


Cr  == 


r!(n— r)! 


Andrerseits  ist 

cosne+i8in»e  «  (cosa— »sina)-"  —  8ec»»6(l  -»tg#)-«» 
Verfährt  man  wie  vorher,  so  findet  man: 

cosTiecos-e  - 1— A,tg»e+Ä4tg*e— ...  —  ^ 

8inneco8"ö=-Äitgö— Ä,tg3e+  ...  —  i? 

wo 

(n+r-^l)! 

^'••-    (n-l)Ir! 
Hieraus  folgen  die  Relationen: 

AB  =  C0S»nö  (5) 

^  ==  (cosö)««  (e) 

CD  -  8in«nö  (7) 

^  «  (cos  ö)2h  (8) 


und  hieraus  wieder: 


^  «  ^    oder    .4/3  -  BC  (9) 

^^-l-CD  =  1  (10) 

CZ)  -=  ABtghiS 
\ABCD=-  sin»2na 
AC^  BZ) cos*** ö. 
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XIX. 

Neue  Belationen  innerhalb  eines 
Orthogonalcoefficientensystems. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  3.3  Coefficienten  einer  Orthogooalsubstitution 

a  b  c 

«1 Ä,  c,  ( A) 

deren  Detenninante   -»  -f~  1  angenommen  wird ,  erfüllen  zunächst  6 
Gleichungen  der  Form 

a^^b^^c*  «  1 

6  Gleichungen  der  Form 
und  9  Gleichungen  der  Form 

a  ■=«  5  j  c  j  —  C|  b^ 

Aus  diesen  22  Belationen  gehen  jedoch  manche  weitere  hervor, 
die  ziemlich  einfach  und  ausserdem  durch  Anwendung  bemerkens- 
wert sind. 

Man  findet: 

«  (l«.a^«)-j-(l-a,«)+2a  «  l+a«+2a 
also: 
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womas  durch  ZuBauimensotzung  leicht  folgt: 

feruer: 


>  " 


(las  ist: 

LitsBt  man  uuu  e,  — ^  durch  cyklische  SubatitutioD  uacb  beiden 
RiuhtungCD  eiumal  in  A  —  a, ,  das  auilroinal  in  a^  —  c  Obergelien^ 
erhAIt  mau  aus  Gl.  (1): 

woraus  durch  Addition: 

(„,_i)»+(c_a,)»  =  2(l-«)(l-t-fl+Ä,+c.) 
uud  durch  Subtraction : 

(„,_.s)ii_(c_a,)»  =  2(c,-i,)a+»+i,+^) 

Addirt  man  zu  Gl.  <3)  die  mit  2  multiplicirte  Gl.  (2),  so  kommt: 

{«,_fi  +  ,._^)!.=  2Cl-o+i.  +  c,)a  +  fl+e,+r,)  (5) 

Endlich  gibt  die  halbe  Summe  der  Gl.  (3)  (4)  zu  (2)  addirt : 

Jede  der  Gl.  (1)  bis  (6)  repräsentirt  eine  Anzahl  Keiatiüuen  gld- 
3ber  Form.  Krstons  können  zwei  Keiben  des  Sjaiema  (A>  ihre  Vor- 
zeichen wechseln.  Zweitens  können  2  Reihen  vertauscht  werden ,  lo- 
dern zugleich  eine  Reihe  ibre  Vorzeichen  wechselt.  Drittens  kauu 
jede  cyklische  Substitution  vollzogen  werdeu. 

Durch  letztere  Operation  geben  ans  jeder  Gleichung  nenn  her- 
vor, die  sich  nie  decken  und  am  leichtesten  unmittelbar  abgelesen 
werden  künnen,  so  dass  eine  besondere  Auffuhrung  nicht  nötig  sein 
wird. 

Auh  Gl.  (1)  geben  durch  VorzeJchenwecheel  nur  zwei  RelMioj 
hervor: 


Roppr:  ,V«(»  fffAnTcnfn  {/inrrhalb  ti 
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(1) 


(*,-«.)'-(<',+».)■-  d-"'     ' 
die  sieb  aacli  darcb  zweite  Opcratioaeii  uiclit  venaolireo. 

FUr  Ol.  (2)  (3)  H)  liefert  die  erste  Operation  je  4  Uclatioueu: 

(»,-4)(.-»,)-(l,  +  »,)(l  +  .+S,  +  e,)     1 

(o,-i)(e+»,)-(»,-r,)(l~..-S,  +  .,)     ( 

(n,  +  I)<.— a,)-(J,-.-,)»-»  +  S,-.,)    (' 

(»,+«(«+",)  =  ('.  +  '.)(l+«  -»■—•.)    ' 

(a,-l)>  +  (e-a,)>=2(l-,)(l  +  a  +  4,+r,)         . 

(a.-4)>+(»+o,)"=2(l  +  «)(l-o-i,+.-,)        ( 

(«,+J)'  +  |e-a,)'-2a  +  »)a-o  +  4,-',l        1 

(<.,+6)'+(e+^)'-2(l-„)(l  +  „  -»,-«,)        ' 

(o,-W'-(e-a,)"-2(t,-J,)a+i.+»,  +  o,) 

(„,_})._(,+.,).  _2(^,  +  S,)(I-«-«.+%)  /  j 

(«,+»)'-(— o,)'-2(-e,-l-J,)(l-o+S,-c,)  j 

(a,  +  i)--(.+o,)'-  2(-.,-J,)(l+«-»,-<.  ' 


Durch  die  zweite  Operation  peilt  die  llauptdiagonalricbtuug  a&,cg  in 
die  transversale  a^^e  aber.  Die  dadnrcii  erzeugten  Formeln  können 
wegen  des  letzten  Faetors  die  Urtormeln  nicht  decken.    Man  tiudet : 

(n,-4,)(     e,  +  al_(e,-S)(I  +  o,+4,-f)  \ 

-(•,  +  J,)(     ■i  +  a)-(e,  +  »)a-o,  +  S,  +  c)  f 

(o,+i,)(     <-,-o)=(,-,-S)(l+„,-S,  +  c)  l' 

(■l,-i,)(-.,  +  o)-(e,+i)(l-o,  -J,-c)  ) 

(«|-».)'+(«.-»)"  =  2a  +  ">l(l~«.-«i-")    (  ,3, 

K  +  y  +  fc.  +  a)"  -■2(1  +  0,1(1  -  «,  +  »,+') 
(a,  +  4,l>+(c,-o)'-2(l-.o,ia  +  «.-»i+')    ' 
{«,-»,)•—(»,  +  »)'  -  2(-t-/.,)(l  +  »,  +  S,  -r)    ] 
(■.,-S,)'-(e,-.)>_2(-t+t,)(l-»,-  >,--)    (  ,^, 

("i  +  l,)'-(t,  +  ")'-2(c+M(l  -».+',+'l 
(=,  +  4,)' -(■■.-")'  -  2(c-i,)(l  +  ..,   -i,  +  o) 

Für  die  61.  (5)   und  (61  lierert  die  erste  Operatiol 
tionen : 
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(",-»-«+«■)' 

(a,+i— c— a,)* 
(•>■->+'+».)' 

K+H-'-«.)' 

(o,-i)(«i-H-»-"<)  ■ 
(»,-»)(",-»-'+•.)  = 

(«,+')("■+»+'-».)  = 
(..,+4)(»,+»-<H-a,)  . 


.  2(i-»+».-|-<-,)(>+"+'i+'-.l  ; 

.  2(l-o-i,+«,)(I-H.-(-»,+<-,) 
■  2(l-i.+»,+c,)(l-H-s,-o,)  I 
.  2(l-«-i,  -»,)(l+o-4,-»,)  5 
.  2(l+„-i,+«,)(l_o-4,+,4)  1 
=  2(l+«+l,-c,)(l-«-»,+^)  I 
-  2(l+«+>,-o,)(l-o+J,-.,)  I 
.  2(l-|-o-4,+c,)(l-o-|-J,-t,)   ' 

.  (l-,,-l,,+t,-S,-c,ia+»+»i+<t)  j 
(l+.+l,+c,-t,+r,)(l-o-S,+^)  I 
(l+a+J,+o,+/.,-t,)(l— — »i+«i)  ' 

:  (l-|-»-J,-.,+S,-t,)(l-o-H,-<j)  ( 

,  (i+„_s,_^_j,+,,)(i_„+j,_,^)  I 

.  (1  _„^i,_r,_j,_„,)(i-|-„_j,_r,)  ; 


61.  (ö)  bleibt  uDverändcrt  bei  zweiter  Operatioii,  denn  die  Sani* 
mandeu  dos  ersten  und  zweiten  Factors  der  rechten  Seite  folgen  den 
2  DiaguualricbtungeD,  so  dnss  sie  sieb  dann  bloss  vertaascben. 
(6)  hingegen  liefert: 


«-'+=,)(l-K+*i— ») 

e+S+c,)(l~o,-S,— e) 
■^-l-<-,)(l-«,-J,-.) 
•i)(l— .+*.+') 


(a,-S,)(a,-i,-H,+a)  -  (I-o,-l, 
(«I— '»}("! -i|—e|—«)  =  (1— "s— *!■ 

(o,-i,)(o,-ä,-o,+o)  -  a+«,+i,- 

(«i-«(«i-''.+<-,-»)  -  (l+"4+»i-'-' 

(",+i.)(«.-|-S.+'.+«)  -  (1+".-»!+«  -' 

(o,+4,)(«,+l,-t,-a)  -  (l+o,-4,+e+i+c,)(l-o,+6,+c) 
(a,+l,){..,+i,+e,-«)  -  (l-o,+4,+c-l+.,)(I+<s-i,H-o)   ' 
(a,-H,K<.,+4,-c,-H.)  _  (l-.„,+l,,+„+S_,,)(l+^_l,-|_e) 

Demnach   vertreten  die  Gl.  (1)18,(3)  (3)  (4)  (5)  72,  (6)  144  {^ 
zusammeo  450  neue  Relationen. 

Anf   die    vorstehenden   Relatioueu   ward   ich   durch  die  1 
SDcbungen  geführt,  von  denen  der  nächst  folgende  Aufsatü  haus 
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XX. 

analytische  Consequenzen  der 
Curventheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1. 

analytischen  Curventheorie,  d.  Arch.  T.  LVI.  S.  62 
er,  Crelle  Journal  Bd.  LX.  S.  182.  Bd.  LXIII.  S.  122, 
Problem  der  Darstellung  einer  Curve  aus  gegebener 
en  KrQmmungs-  und  Torsionswinkel  auf  die  lineare 
iiung  2.  Ordnung 

r"-j-,-^'+ir«0  (7) 


irung  der  imaginären  Function  r  war  daselbst  eine 
3nwärtig  wird  ihr  directer  Ausdruck  in  Raumgrössen 
sein. 

n  /,  g^  h  die  Richtungscosiuus  der  Tangente,  /',  g\ 
jtuormale,  /,  wi,  n  die  der  Binormale,  t,  ^  den  KrUm- 
Tsionswinkel,  die  Accente  die  Differentiation  nach  t. 

r  =-  C    "^         ^-^  (8) 

1  durch  Differentiation: 

.  Phj».  2.  Kelbe,  Teil  II.  11 
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^•^         1+/' 

*  Ul+/j+^         1+f        -2(1+/)«/  )«• 

and  erkennt,  dass  Gl.  (7)  durch  den  Wert  (8)  erfüllt  wird. 
Bezeichnet  rj  den  conjugirten  Wert  zu  r,  so  ist 

Bf 


n 


woraus : 


rri+4r'r/=2X  l^^ 

rri  — 4rVi'-2/l/'  (^^^ 

Die  Constante  -4  kann  man    =  1   machen ,   indem  man  /  =  0    ^ 
nntern  Grenze  des  Integrals  in  (8)  wählt. 

Femer  ist 

woraus :  ^ 

Hiernach   sind   durch  r  die   Grössen  /;  /",  Z,   somit   die   Lage  d^ 
Curven  zur  a;  Axe  bestimmt  und  explicite  ausgedrückt. 


§.  2. 

Man  kann  nun  r  einerseits  als  specielle  Lösung  der  Gl.  (7)  ^ 
andrerseits  als  geknüpft  durch  Gl.  (8)  an  die  specielle  Lage  dei^ 
Curve  zur  x  Axe  betrachten,  und  in  beiden  Eigenschaften  zur  voIIcd^ 
Allgemeinheit  fortschreiten.  Dann  entsteht  die  Frage,  ob  die  allge- 
meinste Lösung  der  Gl.  (7)  im  ganzen  der  Curve  in  allgemeinster* 
j.««.^   «nd  welche  Lösung  einer  beliebig  gegebenen  Lage  entspricht 


E 


lopp  f"   Rf'n   anal^tixcht    Coh- 


jatiatH  dir   CiiTVenthtorii, 
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unmittelbar  erhellt  Folgendes.  Da  Gl.  (7)  nnr  durch  den  Coef- 
ieDten  #'  von  der  Curve  aliliängt,  und  dieser  fllr  jede  Lage  die- 
Ibe  Grosse  ist,  so  tnnss  Gl.  (7)  i-rfQllt  bleiben,  wenn  mau  die  x 
;e  beliebig  verrückt,  oder,  was  dasselbe  ist,  für  /",/',  /  eiue  be- 
ihige  Ort ho){onal Substitution  einführt.  Siud  also  a,  i,  c  Richtuugs- 
i  einer  beliebigen  neuen  Geraden  gegen  die  r,  ji,  :,  so  ist 


Paf'~\-bg'-{.ch-- 


;(L./  +  im  +  «Oa 


l  +  «/-|-Sff  +  cA 


(12) 

LüsDug  der  Gl.  (7),    Dcmnacli  kann  Gl.  (7)  nur  entweder  gleich 
gemein  oder  allgemeiner  sein  als  dieser  Ausdruck. 

Andrerseits  wissen  wir,  dass  die  allgemeinsle  Lüsung  der  linearen 
[eichung  2.  Ordnung  (7),  die  wir  Torlaufig  mit  r.,  bexeicbneu,  durch 
Belation 

(13) 

f  dos  Special  integral  Kurückgoflihrt  wird.  Folglich  muss  für  irgend 
ilcho  constante  untere  Grenzen  der  zwei  in  i-^  cutlialteuen  Inte- 
Rle  r^  ideutiach  mit  r„  werden,  indem  wir  a,  i,  r  als  beliebig  ge- 
tken,  die  unbekannteu  Integral  grenzen  als  Functionen  davon  au- 
tien.    Zur  Abkürzung  sei 


'-r. 


(U) 


^n  machen  wir  erst  spceielte  Anwendung  zur  algebra 
rstcUung  des  Intcßralfi  im  Expouenlen  vnii  r.     Seien  b  i 
1  klein  1.  Ordnung-,    dann  ist    \—a    unendlich  kl^ 
~|rtwickelt  man  also  u.  —  u  bis  auf  1.  Ordnung,  fi 


Hoppi!  litln  anab/liKit  CnntegtitniBn  itr  CvTVHtthtm^. 

li+/)t«ii'+i»i)4<l»'+'«)]-(/'+'0(t»-l-'*) 

(1+/)" 
,  g'+'l»+(/>'-?/")+<'(/ro-«) 

*  (1+7)» 

j_  »'+i..+(/v-A/")+<(yl.-M) 


,."'+-+■•'" 


•)  ^    ;/-,„-f.-(.+j') 


Der  conslanto  Factor   h-\-ic   verschmilzt  mit  dor   nntem   Intcgral- 
grenze.    L&sst  man  also  h,  e  stetig  verscbwitiilea ,  so  dius  m,  iu  w 

übergeht,  so  erhält  man: 


für  bestimmte  uuterc  Integralgrenze ,  die  jedoch   noch  vom  An&ng 

der  9  ahhiiiigig  bleibt. 


Nach  Multijilicatiüu  mit 


,-.,_"+g'+'t'"-o,„ 


1  +  /"  ■ 

qo  =  arc  tg  - , 


eiu  Resultat,  daas   sich  durch  Differcutiation  leicht  bestätigt.     A-  'mf 
rein   analytiacht'm    Wege   hatte    sich   dasselbe   schwerlich    aufßu<J« 
lassen;  es  war  vielmehr   kaum  nahrBcheioIich,   dass  ein  aligemeio* 
Ausdruck  (Ur  das  Integral  (17)   existirte,   weil  die  Grössen  /,  /, 
■Ftinctionen  zweier  Variabein  sind,  die  nur  durch  die  Curvengleidioi 
in  Relation  mit  einander  stehen. 
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Die  Relation 

welche  fftr  das  Bestehen  der  61.  (19)  notwendig  ist,  zeigt  sich  über- 
einstimmend mit  der  Formel  (1)  im  vorigen  Artikel. 


§.  4. 

Jetzt  lässt  sich  die  allgemeine  Relation  (15)  algebraisch  gestalten. 
Wir  schreiben  sie: 

(»,— »)e^rr,  =  A  (const.)  (21) 

Hier  ist 

r  — Vl-f/e^  (22) 

Aas  den  61.  (19)  findet  man: 


cos 


V' 


2(1  +/) 


.    (p+^  h'-^m 

sm — k—  = 


daher  wird 

"  ^     y2ir+7+7HR    '  "'  ^^^^ 

Durch  eine  Orthogonalsabstitation  geht  r  über  in  r,.    Sei  also 

a  b  c 

a^b^c^ 

ein  constantes  OrthogonalcoefficicDtensystem,  und  wenn  der  Index  2 
das  Resultat  der  Substitution  bezeichnet, 

f^'^af+...s     <7i'-«i/'+...;     V=öi/'+..-    j  (24) 

dann  wird 

l±fj^±g±^±^^fn^^^  *|  (25) 

^«"         1/2(1 +/i  +  <7«'+'*2) 

und  nach  Einführung  in  61.  (21)  erhält  man: 
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Vl+A  1+f)  yi+/+^'+n 

Die  Constante  A  mnss  im  Lanfe  der  Corvo  dieselbe  bleiben .  also 
ihren  Wert  behalten,  wenn  die  Tangente,  Hauptnormale ,  Binormale 
die  Richtungen  der  x,  y^  z  haben,  so  dass 

wird.    Hier  ergibt  sich: 

1+«       yi+a+ii+;^     "" 


das  ist  nach  Ansfühmng  der  Multiplication : 

b  —  «1  -|-  »(<?  —  %) 


(27) 


Den  Modnl  des  Zählers  zeigt  Gl.  (3),  der  gemäss  wir  setzen  können : 

A  =  y  2(1  —  a)e'<«  (28) 


y2(l-a)ri  +  «  +  *i+c«) 


Setzt  man  ebenso 


cos  2,1  ==  ^_j^;    sm2|*  =  y-p-  (30) 

so  lautet  61.  (26): 

Die  Gleichheit  der  Moduln  ist  von  selbst  ofiFeubar;  denn  das  Quadrat 
des  Moduls  zur  Linken  ist: 

)(!+/,)='+ (1+/)'=      "(l+/)(l+/i))^^+^^^^+^*' 
\l+/i  +  l  +  ^     2  . j  _j_^^  ^j  _^^^^  ^  (1 +^)  (1 +/,)  = 
2(1  -  fft  -f'fi'-  «,)  =  2(1  -  a) 
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Die  Amplitade  des  ersten  Factors  in  (31)  ist: 

die  GleicbsetzQDg  der  Amplituden  gibt: 

♦+f»+J«»  -  «  (32) 

Entwickelt  man  /„  /,',  ^  nach  (24),  so  kommt: 

to-,  _       — f+aH-*(«»4-/«i-»)-f-c(ti+/n-a) 
^'^       -/'-h'/'-|-*(i^'+/ä?'-/'ir)-H(A'-f./7l'-/Ä) 


-(l-o)/-H(*»'-V)+c(w-fg') 
~  _(l_a)/"  +  %'+»)+c(A'-f») 

Nimmt  man  hierzu  nach  61.  (30) : 

h'—m 


tgf» 


so  findet  man: 

tg(i»'+/»)-{(l+/)[-(l-a)f4-6(m-A')-|-c(»+j7')] 

— (l-«)[%'-f-n)+/'(Ä'-m)]+c[(j,'+n)»+(Ä'-».)»]}:{(l+/)[-(l-o)/' 

-l-%'+«)+«(»'-w)]-K[(i^'-h»)»+(A'-'»)»]} 

Nach  61.  (1)  ist  aber 

(ff'+»)»+(Ä'-«)*  =  (l+/')* 
daher 

.  -(1  -  o)Z- t(V-m)  +  c-(l+/+g'+») 

«^*+W  -  -(l-a)/'+ft(l +/+/+»)  +c(A'-  m) 

Andrerseits  ist 

A«  W#  <?  — ■  <!• 

nnd  nach  61.  (32) 

tg(H«  — o)  =*   -tg(t^+/*) 

folglich 

(c-a,)(l+A+flr2^+^2)--(^  —  «iK^'«.'.-:  '^^  _ 

(i  --  flj)  (1  +/j + i/a'H-  »2)  +  (<?  —  «2)  (^^2'— ^'»2)  "" 

—  (1  — a)Z-&(^^— m)  +  c(l+/+flr^+n) 
-(l~a)/'+*(l+/"+^'+n)  +  c(Ä'-m) 


(33) 


Demnach  hat  der  Ausdruck  zur  Linken  die  Eigenschaft  sich  nicht 
zu  ändern,  wenn  entsprechend  einer  Rotation  der  Curvo  um  die  x 
Aze  aib^c^ajb^c^  variiren. 


I,  5, 

Wir  haben  r^  als  jedenfalls  bcgriffea  iu  i-j  nach  Gl.  (13)  ds 
stellt,  wo  ilio  CoiiBl&utcii  Doch  nicht  beBÜmmt  sind.  Seien  r  an 
(Icfimrt  durch  (23)  uud  (25)  und 

•5+c 


"'•-/'- 


Durch  Differentiation  folgt: 


Diea  v(^rglicheii  mit  (21)  nnd  (27)  gibt: 


B  - 


r  1— ■•  (1 


Nun  ist  nach  Gl.  (22)  (19) 


g'4-" 


.  .■(!'- 


•■) 


(!+/)■ 

gcwiunea  aus  (31)  zunächst  die  neue  IntogralfonnGl: 
-.W-™),_  _        1  -«,-.(c-aj) 


'=/^ 


+/)' 


(1- 


:)yi+»+j,+., 


'+/-.+a.'+».+'(V-'».)  1  /i+i'+g'  +■ 


!+/+»■+"+'»'- 


l+^.+S.'+-i 


Für  a  ^  1    ist  der  Ausdruck  nicht  direct  anwendbar, 
den  Fall  stetig  übcreugehou,  sei 


und  X  unendlich  klein.     Dann  wird  bei  Entwickolnng  bis  auf  1. 


l+/i +  ».'+".-  "+/-+3'4-  +  ('i  -0» 


_ 2i  l+/-+j'+.+  (»-i)«  +  <V- 
»  l+/+s'+«  +  .-(4'-. 


l+/-+s'-f"+((»'-".)        i+z+j'+^a 


Ndji  ist  nach  Gl.  (1*) 

l.i+f+€'+  ")■  +  (*■  -  »)■  =  3(1  +r)  (1  +/+j'+,.) 
falglicli 

«1.  I  »  -  '-if'Kl+/+» '+»  -■(>'--'~))-(t-i)ll+/)  \ 

« r+  «(i+z-Jd+zH-j'-i-«)  ") 

-      «  |'+  a(i+/-)(i+/'+<r'+»)  I 

Ea  ist  aber 

(A-  «(j'+..)-A»' ->»)-%■+ ")+(/'«  -a'i)  -(M+A') 

-  w+/+y+») 

und  nach  Gl.  (3) 

(1  -  n  (»■  - ,,.)  =  -(/■■+,)  (1  +/+»■+ ,.) 

daher  

la  eisfacbster  Gestalt  hat  man  also: 

wie  eich  auch  durch  Difliercuüation  leiubt  bcsUltigt, 


Jetzt  ist  für  irgend  einen  Wert  vou  C,  welcher  vom  Cocfficieutcn- 
«rslem  abhängt,  längs  der  Corvo 

Da  man  c-inc  niomcntano  Stclluug  der  TaDgcnU-,  Haupt-  und  Binor- 
nale  für  x,  y  nnd  z  Richtung  wählen  kann,  so  ist  es  gestattet  das 
"Vertayatem 

als  existirend  zn  betrachiea  und  in  die  Gleichung  ciuzufübreu.  Dann 
kommt: 


+  c«o 
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Nun  ist  nach  61.  (2) 

und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf 

&  —  «1  —  i'(  g  —  «8 )  —  C^  +  ^2  "I"  ^'(  «1  4-  ^  )] 

2(1  —  a) 
oder 

^  Ä  —  ic 

1  —  a 
Mit  Anwendung  von  Gl.  (1*)  können  wir  das  Resultat  schreiben: 

2(l-a)(l+/)y(l+a+ft,+c,)(l+/4^'+n)(l+/iH^/"+n,) 

Diese  Formel  stellt  das  Product 

als  Quadrat  dar.  Die  3 . 3  darin  figurironden  Grössen  sind  die  Rich- 
tungscosinus gleichnamiger  Axen  dreier  orthogonaler  Axensysteme 
gegen  einander.  Das  Product  bleibt  daher  ungeäudert  erstens  bei 
Vcrtauschnng  der  3  Axensysteme,  zweitens  bei  gleichzeitig  cyklischer 
Vertauschung  der  Axen  innerhalb  jedes  Systems.  Die  Basis  des 
Quadrats  zeigt  dagegen  nicht  dieselbe  Symmetrie ;  daher  lässt  sie  sich 
in  9  verschiedenen  Formen  darstellen,  welche  identisch  sein  müssen. 


§.  7. 
Nach  dem  Vorstehenden  ist  nun 

""^  y2(l+Ä+^2'+"2) 

1    1  + /•+  ^'+«  +  'W- m)^_ %  fg-  ih _    \ 

ii~  V2(i+y+7+n)       "Vi+/     / 

für 

1    __  ^  — «i-f-?*(f —  «2).    _c  =^-^—-  (38) 

Das  allgemeinste  Integral  rg  der  Gl.  (7)  muss  den  gleichen  Ausdruck 
für  allgemeine  B,  C  haben.      Soll  nun  r^  das  allgemeinste  Integral 
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reprSaeutireD,   so  ist  einzige  ßedingnng,  dasa  fUr  gpgcbcno  li,  C  die 
Gl.  (38)  erf&llt  werden  kOtmcn.    Setzt  man 

a   =  cosx;  b  ^=8iiiAsinv;     c-^ainAcosv 

flj  =  —  siu  X  sin  ii\       *i  =  i:os «  sin  j«  siu  v-j-  cos  fi  cos  v 

'\  ^  coaisioftcOBV  — cosjisiuv 
(I)  -^  —  siu  X  cos  fi ;        Ä,  --=  cos  X  coa  f«  siu  v  —  sin  (i  cos  v 

Ca  =  coBxooäjicoa  v-|-siu(i  Biov 


]  diu  4  lludingnugen: 
sin.i  =p;     ^  +  v  =  2{R— nj 


^  'li 


-R- 


Die  Amplilndonglfichungcn  Inssca  sich  durch  (i  und  v  crrolk'it,  dio 
UodnlgleicbuDgeQ  im  allgemcinca  uicht.  Demnach  isl  das  durch 
Öl.  (25)  (24)  doliuirte  r^  nicht  gleich  allgemein  mit  r^.  Beide  nntor- 
■chciden  sich  durch  eincu  reallen  Factor. 

Betrachtet  man  dagegen  r,  als  Bestimmungsgrössc  der  Curvo,  so 
leigen  die  Gl,  (9)  (10)  (11),  dass  nicht  nur  ein  reeller,  sondern  ein 
beliebig  compleser  Factor  lon  jedem  r,  mithin  auch  von  r^  aus  den 
Werten  lon  ;*,  f',  l  herausfallt,  so  doss  die  erste  Gl.  (39)  zur  De- 
EUmmnng  der  Corvo  uiclit  mitwirkt.  Hier  fallen  die  Gl.  (40)  weg; 
Bor  die  Gl.  (41)  sind  iiotwoudig  und  bestimmen  x  und  v,  während 
1  willkQrliuh  bleibt  FrwHgt  man  indes,  daes  durch  x  und  v  ebenso 
*ie  darcb  f,  /',  l  die  Loge  der  Cnrve  zur  x  Axe  allein  bestimmt 
irtrd,  wahrend  u  nur  die  willkürliche  Rotation  nm  die  r.  Axo  ans- 
irückl,  so  erkennt  man,  da^s  die  allgemeinste  Lüsuug  der  Bifferen- 
äalglcicbuiig  sich  vollkomunen  mit  der  allgemeinsten  Lage  einer  Curvo 
deckt  Man  kann  demnach  dio  DiSerentialgleicbung  nicht  dazu  ver- 
keodoD,  aus  der,  einer  speciellcn  Cnrve  entnommenen  Lösung  die 
Bestimmung  anderer  Curven  abznidteo. 


Seien  r,  rj,  rj  dofinlrt  durch  Gl.  (23)  eutsprechcod  3  verechie- 
dencu  Lagen  derselben  Cnrve,  Dann  muss,  weil  alle  die  Gl.  (71  er- 
füllen, eine  lineare  Relation 

-1r-f^,r,-f  A,r,  =  0  (*2) 

üwisclica  ilincn  existiren.    Durch  Differentiation  gt^ht  daraus  hertor; 

Aus  beiden  Gleichungen  findet  man:  ^^^| 

w,  —  u,    (ü,  —  0»  .  w  —  «j  ^^^1 

'     ''^~        r       '       r,       '       Tf 

Man  braucht  dauu  nur  ein  speciolles  Wartsyst«in ,  beEeicfanet  durch 
den  Index  0  oinzuführen ,  am  die  Formel  (i'2)  zu  einer  bcstimmUs 
za  machen,  nämlich: 

("-7"-V+(T"V.  +  (^V.=o 

das  ist  einer  algebraiBchcu  KolatJon  zwischen  3  orthogonalen  Systemen. 

Zu  specieller  Anwendung  mögen  das  zweite  und  dritte  Axen- 
Byst«m  gegen  das  erste  die  Kiohtungscüsinus 


0  10 
00  1 
100 


00  1 
10  0 


haben.    Zur  CoofücientcnbesUmronng  setzen  wir 


I 


daun   werden  die   u  uaeh  der  Reibe  0,  1,  i,  die  r  ebcuso  2,  1 
1  +  i;  die  CecfficienteD  habcu  den  geineiDsamcn  Faetor  J(I — i).  nach 
dessen  Woglassung  sie  sind:    1,  — 1,  — 1.     Die  Gleichung  lanUit: 
r  — r,  —  r|  =  ü     oder; 

Sfacbt  man  die  Gleichung  rational,  so  erhält  nun: 

2|(i+f+s'+")'+a+»+'.'+fl'+a+'' +/■+")'!  - 
a+f+g+h+r+i'+h'+t+m+^r. 


Hoppe:  Rein  analytische  Consequenzen  der  Curventheorie  429 

§.  9. 

In  meiner  analjrtischen  Carvantheorio,  Arch.  T.  LYI.  S.  62,  habe 
ich  gezeigt,  dass  jeder  Lösung  r  der  61.  (7)  als  zweite  der  conju- 
girte  Wert  von 

entspricht.  Setzt  man  den  Wert  ^cor  für  r'  und  für  o,  r  die  Aus- 
drftcke  (14)  (23),  so  erhält  man  folgende  Darstellung  des  allgemeinen 
Integrals : 

^{l-f/4iy^+t»+»(A-^)}+^}/^-fy+^A-/)}  ,^  '± 

I>en  Differentialqaotienten  findet  mau  leicht  aus 

(rV»)'  =  (r"+ .>'#')€•*  =  —  |.'* 

Setzt  man  den  conjngirten  Wert  ein,  so  ergibt  sich: 

,       A  \f'-g-i{k-l)\  -2/(l-|-/^-fff '-f-»  -  i{h'-m)\      '» 

XSiernach  mnss  fttr  irgend  welche  Constanten  A,  B  sein: 

ist  för  /  —  ^' «  n  —  1 : 

l4-o+*i  +  c,+i(Ä2  — Ci) 


^— qi+*(g— <4)  ^ 


2^ 


-2jB 


Dies  ergibt  2  neue  algebraische  Relationen  und  2  neue  Darstellungen 
des  symmetrischen  Products  (37). 


XXI. 

Miscellen. 


Eine  Gruppe  plnntmetrlscber  Hnxima  und  HlulmA. 

Es  sei  ABC  eiu  scfaiefuiDkliges  Dreieck  mit  den  Soit£ii  abe  üaä 
(Jeu  Winkeln  aßy,  ha  Hüho  zu  u,  U&er  Mittelpuukt  des  eiugeschlip- 
LcQCQ,  Ca  der  iIbs  der  Scitu  a  aiigeachriebcucu  Kreises,  q  anJ  <i» 
deren  Radien  und  ^  und  Vn  ilire  Berillirniigapunkte  mit  der  Seile 
äC,  n  +  t+c  =  2»  und  ^  der  luhalt  des  Ureiccka,  so  ist  bek&nut- 
lich 


1 


2  Ve     e«/ 


■J  =  e«  =  ?«("  - 


nj  = 


L^i 


Betraclitct  mau  von  dun  Stücken  a  a  »  q  fa  ha  ^  i^^  Art 
gegeben,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Auigabeu,  deren  Lm 
sich  meist  durch  deu  blossen  Anblick  der  Figur  ergiebL  Nimmt  man 
je  zwei  StUckc  als  constant  an  und  denkt  im  Uebrigou  die  tlgnr 
Teränderlich ,  so  crgcbou  sich  tbcnao  leicht  interessante  Sätze  über 
Maxima  und  Minima,  die  zwar  vereinzelt  in  AurgabeusammlaDgi'u  zu 
finden,  in  diesem  Zusammenhange  aber  und  so  einfach  bewieseu  mir 
nicbt  bekannt  geworden  sind.  Namentlich  bei  der  Determinatioa  der 
obeu  angeilcuteten  Aufgaben  dürften  dieselben  fUr  den  Uotorricht 
vorteilhaft  Anwendung  finden. 

Vorbemerkung:  Berühren  sich  die  Kreise  O  und  On,  so  bt  ABC 
gleicbscUonklig,  weil  die  Halbirnngsliuic  AOOa  des  Winkels  a  auf 
der  Basis  senkrecht  sti.'ht.  Im  folgenden  kommt  es  immer  danoT 
an.  die  Figur  so  zu  verüudern ,  dass  die  Kreise  '/  und  0„  sii^h  b«.'- 
rühren. 


£s  bleibe  u  und  a  coiiatant.  Mit  a  Ut  ancli  seine  Ualbi- 
mngslmie  AO  der  Richtung  nach  festgetegt  aud  mit  Qt^a  <=^  u  iBt 
Strecke  00a  unveränderlich.  Wird  nun  *©„  so  verschoben,  dass 
jlCn  =  «    wachst .    Bo    wachsen   gloidizeitig    p,    e-»    ^J  =  p«   und 

1,  —  — ,  bis  sich  O  aud  0„  berühren,  folglich  gilt  dor  Satz: 

Von  allen  Dreiecken  über  derselben  Basis  a,  welche  in 
dorn  Winkel  au  der  Spitze  Ubereinstimmon,  hat  das  gleich- 
schenklige  den  gröast^n  Utnbng  und  Inhalt,  den  grösstcn 
eingeschriebenen  Kreis  und  die  gröBSte  zur  Basis  gehörige 
UOhc. 

Durch  a  und  a  ist  das  Drc^ieck  --V^nO,,  gegeben.  Ltlsst  man 
K}6a  =  "  kleiner  worden ,  so  wächst  q,  demuach  aacb  ^  »  ^  und 

h«  zufolge  der  Beziehung  ,    ^  .,[    —      |,  folglich 
hu       £  \^      pj/ 

Alle  Dreiecke,  welche  iu  duiii  Winkel  au  der  Spitze  A 
und  dem  Umfang  Übereinstimmen ,  haben  den  dor  Seite  a 
angescbricbcuun  Kreis  gleich.  Das  gleichschcDklige  aber 
hat  beim  Minimum  der  Uasis  ein  Maximum  des  Inhalts, 
der  Ildhe  und  des  eiDgeschriebeueu  Kreises. 

Hält  man  ci  und  q  und  damit  das  Dreieck  ^160  fest,  so 
hehmeu  mit  S^a  ^  a  auch  -l'Su  =  <,    Ha  und  ^  —  p«  ab,  während 

Q  .    =  o\~  ~     ß  wächst,  und  A^  =  «  — o  constant  bleibt; 

Alle  Dreiecke,  welche  siel  einem  gegebenen  Kreise  so 
nrnschreibon  lassen,  dass  sie  einen  gegebenen  Winkel  a  an 
der  Spitze  enthalten,  stimmen  im  Ueberschuss  der  Schen- 
kelsnramo  über  die  Basis  übcrciu.  Das  gleichschenklige 
aber  bat  uobeu  der  grüssteu  zu  a  gehörigen  Hübe  am 
kleinsten:  den  Umfang  und  Inhalt,  die  Basis  und  den  der 
letzteren  angeschriebonon  Kruis. 

Man  schlage  mit  ha  uineu  Kreis  um  A,  so  ist  BC  äussere 
Tangente  für  denselben  und  den  Kreis  O.  Bleibt  jetzt  a  und  A« 
ConBlant.  so  rockt  O  auf  der  festen  Linie  AO  nach  A  liiu,  wenn  p 
Uöner  wird.  Gleichzeitig  aber  nehmen  Ali,  AC\  BC  und  damit  « 
und  f^  —  pi  ab,  also 

Von  allen  Dreiecken,  welche  iu  einem  Winkel  und  dor 
zugehörigen  Höhe  libereiustimraeu,  hat  Jas  gl  eich  sc  heu  kl  ige 
ein  Minimum  fOi'  Basis,  UmfuU)    Inhalt   und  oingeschrie- 


Von  alleu  Dreiecken,  welche  sieb  ciDem  festen  Kreise  so 
umscbreibeu  lassen ,  dass  sie  eine  gegebeoo  Basis  a  cut- 
Lalt«n,  hat  das  gleichschenklige  den  gröastan  Winkel  an 
der  Spitxo  nnd  den  grössten  der  Baals  angeBcbricbraen 
Kreis,  aber  den  kleinsten  Umfang  und  Inhalt  und  die 
kleinste  zur  Basis  gehörige  Höhe. 


8.    Halt   man  neben 
bewegen,     so    wScbst   «■ 


fest. 


und  lÜBBt   .1  sieb  von  K  fort 
and   p    und    damit    ji  = 


ha  =  -"-.    Da  stets  p  <C  p«  bleibt,  su  tritt  die  Berübrnng  der 

O  nnd  0(1  nur  dann  ein,  wfnn  a  <;  2pn,  folglich 

Von  allen  Droicckeu,  welche  die  Basis  und  den  donelbe 
angG schriebe non    Kreis    gleich   haben,    besitzt   dos   gtticli 
schenklige  den  kloinston  Winkel  an  der  Spitze,  aber  den" 
grCssten  oiDgeschriebenen  Kreis,  den  grässten  Umfang  and 
Inhalt  und  die  grüsstc  zur  Basis  gehörige  Hübe. 


i 


5.  Wenn  bei  constantem  a  nnd  ^  =  p*  der  Umfang  »  m 
so  muss  Q  wachsen,   also    O  und   Oa  auf  der   festen  Linie  AO  zn- 
sammenrDcken,  ebenso  Ö  und  Sö„,  bis  sich  die  Kreise  O  bei  wachsen- 
dem nnd  0,t  bei  abnohmendcni  Radius  berährcn.    D.  h. 

Von  nllen  gleich  grossen  Dreiecken  mit  demselben  Winkel 
a  au  der  Spitze  hat  das  gleich  schenkt  ige  den  grfissten  dn- 
geschriebeneu  und  gleichzeitig  den  kleinsten  der  Basis  an- 
geschriobouen  Ercis.  Ausserdem  ein  Minirnnm  der  Basi* 
und  des  Umfaugs  und  ein  Maximum  der  zur  Basis  gehOrig«D 
Höhe. 

6.  Mit  t  nnd  t  sind  die  Strecken  %)Qa  und  A'^«  und  damit  die 
Lote  in  50  und  *„  auf  A'^„  als  Oerter  für  O  nnd  Oa  gegeben. 

»  wacbseu  auch  p  und  p„  und  daher  wegen  ^  =  p*  =  -g-   aui 

und  Aa,  demnach: 

Von  allen  Dreiecken,  welche  in  der  Basis  a  und  dem 
Umfang  Übereinstimmen,  hat  das  gleichschenklige  den  Winkel 
an  der  Spitze,  den  eingeschriebenen  so  wie  den  der  Basis  ^ 
angescbiiebeneu,  die  zur  Basis  gebürige  Höhe  und  den  In-  — ^ 
halt  am  grösslou. 

7.  Es  sei  a  und  p  constant,  also  auch  Dreieck   OSVb  und  das  b4 
Lot  in  Wa  auf  «Sa  als  Ort  für  O«.    Bewegt  sich  A  nach  e  hin,  so         «m 

wird  a  -^  A'&a  kleiner  und  damit  auch  ^  =  p«  nnd  ha  =    -  ,    wüh-        — ^ 

rcnd  pu  und  o  wachsen,  folglich  \ 


Eit         M 

m 


9.  Mit   o  =  S)«,,    sind  die  Lote  ia  9   nad  S«    aul'  VSa  Tesl- 
eUgt.    Soll  dann  ncch  ^  constaut  bleiben ,  bo  muss  wegen  J  ^  qh 

abnehmen,  wenn  9  «liehst,  dann  nobmcu  abnr  auch  a  uml  q,,  zu, 

rftbrund  A^  =    -   constaut  ist,  aUo 

Von  allen  gleii^h  grossen  Dreiecken  ton  dersollicn  Basis 
hat  das  gleicliscbenktige  deu  kleinsten  Umfang,  den  grCissteu 
oin-  and  dor  BaaiB  angescliriDbcucn  Kreis  und  don  grüästen 
Winkel  au  der  Spitze. 

10.  Durcb  p  nnd  ■  ist  J  bestimmt.  Legt  1 
xnd  läast  S)iB,i=-n  abnehmen,  bo  rücken  die  Kreise  o  nml  o,,  zusammen 
\Ai  zur  Berührung,  dann  ist  n  ein  Minimum  ="  "j.  Wächst  dagegen 
«,  so  bewegt  sich  das  constante  0(B  nach  A  hin.  und  daher 
"Wichst  der  Winkel  a  und  der  Radius  ga  bis  sieh  die  Kreise  zum 
nreiteu  Haie  berühren,  daun  ist  a  ein  Maximam  =  a^,  d.  h. 

Es  lassen  sich  eiuem  Kreise  unendlich  viele  Dreiecke 
umschreiben,  welche  olle  denselben  Umfang  und  Inhalt 
haben.  Unter  diesen  Ist  dasjenige,  welches  ilie  kleinste 
Seite  nnd  den  kleinsten  gegenüber  liegenden  Winkel  ent- 
hält, gleichschenklig,  ebenso  dasjenige,  welches  die  grössto 
Seite  nnd  den  grOssten  Winkel  an  der  Spitze  hat.  Oder: 
Bin  Dreieck  lässt  sich  mit  Beibehaltung  des  Umfangs  stets 
so  verwandeln,  ilass  es  eine  Seite  a  zwischen  zwei  Grenzen 
O]  nnd  Of  oder  einen  Winkol  zwischen  zwei  Grenzen  v^ 
und  K,  enthält. 

Da  3a,  <;  2»  und  Sa,  ;>  2s  ist,  so  liegt  ~  zwischen  a^   nnd  «j, 

1  nun  kann  also  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung  des  Umfangs  so 
verwandeln,  daas  eine  Seite  ^  des  Umfangs  wird.  Mit  Benutzung 
von  fi.  ergiobt  sich  danu: 

Ton  allen  Dreiecken  mit  demselben  Umfang  hat  das 
gleichseitige  den  grüssten  Inhalt. 

Da  ferner  3(t,  <  180"  und  3«j  >  ISO"  ist,  so  liegt  CO»  /wischen 
ind  R,  und   mau  kann  demnach  jedes  Dreieck  mit  Boibehaltnng 

des  Umfangs  bO  vorviandeln,   dass  es  einen  Winke!  von  CO"  enthält^ 

Abb  h.  folgt  dann; 

Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  hat  das  gleichseitige 
den  kleinsten  Umfang. 
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MUelltn. 


Aumcrkung.    Die   Sätze   vom  gli'icbseitigeQ  Dreieck  * 
wöhnlkh  als  selbstvcrslftadticho  Zusätze   zd  Ti.  uud  6.  gegelien, 
iu  der  Plaiiimetrio  von  Heis   und  Escliweiler.    Steiner.  geBammel  V^ 
Werke  11  185  fuhrt  oineD  nniioru  Beweis  von  Lhnilier  an  nrnl  gie  ^^ 
einen  eigenen,  der  dem  obigen  äbulicL  ist.     Gebt  man  vom  gleicf-^ 
Bcheukligen  Dreieck  aus,  so  ergicbt  sich  die  halbe  Basis  j  desselbt  '^^^ 
alB  Wurzel  der  kubischen  GIcidiung 


2^»- 


'.+  (.'* 


und  zwar  ist  r  =  ;,  d.  h.  Dreieck  gleichseitig,  sowol  wenn  p  i 
Maximum  bei  gegebenem  *,  oder  n  ein  Minimum  bei  gegobenent  f  <9  I 
ist.  Dies  sind  ebenfalls  die  obigeu  Sätze.  Siebe  Lampe,  Geonic-  — o*! 
triscbe  Anfgabeu  S.  7. 

11.    t  und   i/tt  bestimmen  das   Dreieck  AOaV«  und   damit  den  . 
Nimmt   iB©«  =  «   ab,   so   wächst   p  und   folglich    ane 


Winkel 

//  =  e»  und  An  wegei]       ^- 


d.  h. 


Ällo  Dreiecke,  welche  den  Umfang  und  den  der  Basis  t 
angeschriebenen  Kreis  gleich  haben,  stimmen  auch  im  Winkel  t « 
an  der  Spitze  Uberein.  Das  gleichschenklige  unter  ihnen  mm 
aber  bat  die  kleinste  Basis,  die  gröaste  zur  Basis  gehörige  ^» 
Höbe,  den  grösstcn  Inhalt  und  den  grösaten  eingescUriebe-  —* 
aoü  Kreis. 


12.    Aus  iJ  =•  e»  - — 5"  folgt   () : «  ^  Ag  :  2(.     Mit  As  and  * 
also  das  Vorhältniss  (i ;  a  und  dadurch  die  Richtung   OSa  als  < 
für  O  gegeben,  wouu  der  rechte  Winkel  A^Oa  festliegt.     Mit  t 
aondcni  a=  VtBo  nehmen  auch   pp»  und  o  zn,  indem  sich  AO  t 
A  dreht,   ebenao  i*  =■  g«: 

Von  allen  Dreiecken  mit  demselben  Umfang,   welche  in 
einer  Uäbe  Ubercicstimnieu,   bat   das  gleichschenklige  am 
grössten:    die  Basis  und  den  gegenüberliegen  den   Winkel, 
den  eingeschriebenen,  so  wie  den  der  Basis  angeschricbeuei  , 
Kreis  und  den  Inhalt. 

Vi.    Sollen   f  uud   ^g  constaut  sein,  so  ist  dies  auch  A«. 
QSu  =  a  nird  .im«  ^  «  und  J  =  gi  kieiner  und  n  grösser,  alao 

Alle  Droieeke,  welche  sieb  einem  Kreise  so  umichreiben  _ 
lassen ,   dass  der  der  Basis   angescbriebcne  Kreis  otne  g 
geberie  Grüsse  hat,   stimmen    iu  der  Uöbe  zur  Basis  AM 
ein .  dos  gl  eich  a  eben  klige  aber  bat  die  kleiuate  Bi 


kinatOD  Umfang  und  Inliall,  dagegen  doii  grüssteo  Winkel 
I  der  Spitze. 

<)4;  Vit  a  und  pa  ist  <■  und  g  uonstitiit;  mit  a  oud  h„  aacb  a 
■d  i*,  mit  *  nnd  4  oder  g  uud  <^  obenso  »  und  e,  mit  g  und  Au 
|er  (ä  and  K  eudlicL  g  uud  ga  gogubeu.  Diese  Fälle  sind  also 
j  dem  Obigen  mitorledigt  Dr.  J.  Lauge. 


r    P  sei  ei 


EId  Ureicclissati. 


P  sei  ein  bolieger  Puukt  iu  der  Kbeue  des  Dreiecks  ABC.  Soll 
l&e  Gerade  durch  P  so  gtilfgt  werden ,  dasa  ihr  von  den  Dreiecks- 
Kteu  AB,  AC  begrenzter  Teil  von  P  halbirt  ist;  so  zieht  mau  durch 
'  eine  Parallele  %n  AC,  welche  AB  in  A'  uifft,  uud  trUgt  auf  AB 
ie  Strecke  A't'„  =  AK  auf-,  Ca/'  ist  die  verlaugto  Gerade. 

Crtf  treffe  AC  iu  Ba.  7m,  dem  Zwecke,  zwischen  den  drei  Ge- 
rden BaCa  und  dem  Dreiecke  ABC  eine  Beziehung  herzustellen, 
kben  wir  die  Gleichung  der  Geraden  BaCa 

I     Die  triroetriscbeu  Punkteoordinaten  von  F  beztkgüch  dos  Urdrei- 
!fees  ABC  {BC  =  o)  seien  pap>.vc.    Ferner  ist: 

AC  =  ii        1         0 

ter  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  hat  die  Form: 


Die  Gleichung  der  durch  P  z 
mnadi: 


AC  gezogenen  Parallelen  PK  at 


Bezeichnen  wir  niitA'(a)  die  Länge  der  Normale  von  .V  auf  BV 
t  F  den  Flftcheninbalt  dea  Fnndaj 
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2F(cpe  +  apa) 
Kya)  «= ^ 

Klh)  _  ^^"P" 
^  '       aZapa 

K(c)  —  0 

Nach  der  augeführten  Construction  ist  K  die  Mitte  von  AC». 

Es  ist  also: 

A(a)+Ca(a) 
Ä(a) 2 

Ca(a)  =  2K{a)^A(a) 

2F  2F 

2F 

Ferner  erhalten  wir: 

2K{b)  =  A{b)  +  Ca(b) 

2F 

Ca(b)  —  2aph : 


aSapa 

Ca(c)  «  0 

Ca  ^  c/)c  -}-  apa  —  bpi     2apb     0 

BaCa  =  PCa  = 
—  2apbpc     pc(cpe  +  apa  —  bpb     ph{apa  '\'hph  —  cpc) 

BaCa  trifft  BC  in 

Ä  =  0     -— /)6(a[|Ja+  ^6  —  cpc)      pc(cpe  +flpa  —  ^t) 

Die  V(  liegen  in  der  Geraden 

®  =  phpcippi  -^r  cpe  —  apa) 

Diese  Gerade  ist  der  Harmonikaien  des  Punktes  P  parallel. 
Es  sind  nämlich  zwei  Gerade 

ajiTo  +  ^i^ft  +  ^i^c  =  Ö 
einander  parallel,  wenn 

Die  Harmonikale  des  Punktes   P  bezüglich  des  Urdreiecks  i 
die  Gerade  ptpc.    Für  die   Gerade  (^  und  die  Harmonikale  von 
ist  demnach: 


pffniept+apa—fipi)     papbiapa-^bpi—cpi:) 
'pl.pe{bpb—epe) 


''olglicb  jat  die  Goradc  ®  der  pi,pc  parallel.  Wir  haben  also  folgGO- 
«o  Sfttz: 

Die  drei  durch  einen  beliebigen  Pniikt  in  der  Ebene  eines  Drei- 
«ks  gezogeneu  Gcradüii,  dei-en  vou  je  zwei  Drciccksaoitou  bogronzten 
Btllcite  duri;b  den  gewühlten  Punkt  halbirt  werden,  treffen  die  Gegen- 
Beiten  in  Punkten  einer  Geraden,  welche  der  Harmonikaten  dieses 
iPunktea  parallel  ist. 

Projiciren  wir  die  Fignr,  so  wird  die  nuendUch  ferne  Gerade 
eine  Gerade  ö',,  welche  die  BC  in  A,  trifft.  A'  ist  dann  der  Schnitt- 
psokt  der  Geradun  A  li  und  i'W,.  C„  ist  der  zu  A  bcKüglich  KC, 
vierte  harmouische  Punkt.  Die  JtaCi  treffen  die  HC  in  Punkten 
einer  Geraden  ®,  von  welcher  die  Harmonikalo  von  I^  und  die  ®, 
in  demselben  Punkte  geschnitten  werden.     Wir  haben  also: 

P  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC. 
Die  Gerade  ®,  treffe  BC  iu  .(,.  Bezüglich  C^  und  des  Schnitt- 
punktes der  PÄ,  mit  AS  liege  Ca  zu  A  harmonisch. 


Dann  treffen  die  ü^C„  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden 
Gerade,  ®,  und  die  Harmonikale  vou  P  schneiden  Eich  i 
Pankta.    Für  ®,  =  «,  wird 

®  =  pipc{biPi-{-c,pc  —  aipa). 

Wien,  Dccembcr  1884.  Emil  H 


•;  dieso 
ein  cm 


Ein  Satz  über  Ke^relsebnitte,  die  einem  Dreiei'k 
einbeschrlebcn  sind. 

Es  möge  mir  gestattet  sein  im  folgenden  die  Frage  uacb  dem 
geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem 
Dreieck  elnbeschriehcn  sind,  und  deren  Achsenquadratsumme  eine 
gegebene  Grösse  hat,  zu  behandeln  und  daran  einige  Folgerungen  zu 


msa^ 
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StiaetlUn. 


ABC  sei  irgend  ein  Dreieck,  vlJ,,  SBj  nud  CC,  desaen  E 
niid  //  dessen  Höhenschnitt.  Wählen  wir  »an  auf  All  irgend  riwa  1 
Pniikt  /v  und  auf  AC  irgend  einen  Pnnkt  F  und  beschreiben  über 
IX'  und  BF  als  DurchmeBser  Kreise,  so  hat  der  Punkt  U  in  Bezug 
auf  die  beiden  Kroiae  die  ylcieheii  Potenzen  HC.  HC\  und  HB .  Hfli, 
liegt  also  auf  der  gemeinsamen  Sehne  derselben.  Sind  fomw  il 
und  N  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise,  ao  werden  alle  Kegel- 
schnitte, dio  dem  Dreieck  einbcschriebeu  siiiil,  und  die  die  Linie  ^ 
berühren,  aus  diesen  Punkten  unter  rechten  Winkeln  gesehen.  ] 
alsu  P  der  Mittelpuukt  eines  solcheu  Kcgelschuitts  mit  den  S 
acbsoQ  a  und  b,  so  muaa  somit 


«»+*»  = 


PM* 


■■  /*A'^ 


seiu.    Andererseits  finden  wir  jedocb,  dass  in  dem  gleichBcbeukllf 
Dreieck  MPX  auch  die  Relation 

PH'  =  PM*-\~  HM.  HN 

gillig  ist.     Daraus  folgt  aber  sofort  die  Gleichung 

HP*  —  «"-{-b'-^HA.HAi. 

Uiebei  liabcn  wir  y.viar  vorausgoset/t,  dass  dio  bi-idcn  ScboUt- 
]tniiktc  M  und  ^V  der  Kieiso  reell  seien.  Ist  dem  jedoch  niclil  tä, 
so  ist  doch  dio  letztere  Formel  giltig ,  nnr  erleidet  der  Gnug  dw 
Ableitung-eine  unwesentliche  Aenderung. 

Ans  der  eutwickeiteu  Relation  tll  '  ^  a'-\-/,^-\- H.\  .HA,  a- 
geben  sich  uuu  folge  Satze: 

1)  Ist  r  der  Mittelpunkt  eines  Kegel  sc  linitti's  mit  dou  Balb- 
aehaeu  a  und  A,  der  einem  Dreieck  .1  oiubesetirit'bcu  ist,  ao  ist  at^l^ 
wenn  //  der  Uüheuschnitt  des  Dreiecks  ist: 


///'* 


i*  +  i*+  cOUSt. 


2)  Ist  der  Uohenschnitt  eines  Dreiecks  Mittelpunkt  eines  j 
Schnitts,   der  dem  Dreieck  einheschriebcu  ist,  so  hat  derselbe  t 
allen,   dem    Dreieck   eiubcschrlebeiieu ,    Kegelsebuitten   die 
Achsenquadralsumme. 

3)  Der  geometrische  Ort   der  Mittelpunkte  aller  Eegc 
die  einem  Dreieck  einboschriebcn  sind  und  diu  oiue  gegebeuBi 
iiuadratsummc  haben,  ist  ein  Kreis  um  den  HObcnscbnitt  iloal 
als  Mittelpunkt. 

Wird  ferner   «*-fi^^O,   so  ist  der  Kogolscbnitt  i 
Bcitigc  H}*pcrbel  und  wir  finden  den  bekannten  Satz; 


MhciHtH. 
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4)    Der  geometrische  Ort  der  Mittolpnnktc  aller  gleichseitigen 
lerboln,  ilio  einem  stampfwinkliffcn  Dreieck  ei  nbos  eh  rieben  wenJen 
^noii,  ist  ein   Kreis  am   den  HUhonschnitt  des  Dreiecks,  der  die 
reise  aber  den  Seiten  rechtwioklig  ilurchsehneidet. 

Da  femer  unter  den  Keii^clsehnttteit  sieb  solche  befinden,  die  In 
»e  doppelt  zn  rechnende  Strecke  übergeben,  deren  End|)unkto  in 
le  £cke  und  die  gegenüber  liogonde  Seite  des  Dreiecks  fallen,  er- 
»l>t  sich  der  Satz: 

b)  Wird  um  den  Uöbeuschnitt  eiues  Dreiecks  AliC  ein  Kreta 
BBchriehcti,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  der  Soitenmitteu  vun  ABC 
bi  entsprecbeudcr  Bezeichnung  in  a,  n^,  ^,  jlj,,  )•  und  ^i  trifft,  so 
k  stets: 

Aa  =  ,1«,  -  fl(J  =  ßj3j  =  Q.  =  fj-,. 

1     Da   abcrdies   cougrueuto   Kegelschnitte   gleiche    Aehscnquadrat- 
pnmo  haben,  so  folgen  noch  die  Sätze: 

6)  Einem  Dreieck  lassen  sich  höchstens  ß  Kegelschnitte  ein- 
«cbrciben,  welche  einem  gegebenen  Kegelschnitt  congrucnt  sind. 
Ee  Mittelpunkte  desselben  liegen  auf  einem  Kroiso  um  den  Höhen- 
liniU  des  Dreiecks. 

7)  Einem  Kegelschnitt  lassen  sich  höchstens  Ü4  Dreiecke  uni- 
hreiben,  die  einem  gegebenen  Dreieck  congrucnt  sind;  die  Höben 
irsclben   sind  vom  Mittelpunkt  des  Kegelschuitts  gleich  weit  ent- 

(Dio  Satze  5),  6j  und  7)}  ündeu  sich  in  Steiner"»  g.  W.  B.  II. 
346. ,  jedoch  giebt  Steiner  iu  lotztcrem  Satze  ii-rtümlich  die  Zahl 
anstatt  der  Zahl  21  an.) 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  hinzafugon,  dass  diese  Sätze 
migstcng  teilweise  noch  giltig  sind,  wenn  zwei  Seilen  des  Dreiecks 
Uunmenfallen. 


Weingarten,  im  Febr.  1KW5. 


B,   Sporer. 


KSrper  «wischen  zwei  Rotationsellipsoiden. 
Es  liegt  zu  Grunde  das  System 


»1  "'+'^ 
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Das  gemeinschaftliche  Flächenstück  JCKHLDMGI'  stellt  sich 

dar  als 

h 
F.  =  4  aft  aresin -F=:i===- 

Das  Flächenstück  JBMGJ  stellt  sich  dar  als 

Fg  =»  oÄarcsin  ~ttj^ 


X.    Die  beiden  Ellipsen  rotiren  gleichzeitig  am  die 

aj-Axe. 

Es  entstehen  zwei  Rotationsellipsoide,  welche  ein  Körpcrstflck 
gemeiuschaftlich  haben.  Ausser  diesem  gemeinschaftlichen  Körper- 
stücke entstehen  zu  beiden  Seiten  des  zweiten  Rotationsellipsoids, 
links  und  rechts  zwei  congruente  Körperstücke  des  ersten  Rotations- 
ellipsoids und  endlich  bleibt  noch  ein  wulstförmiges  Körperstück  vom 
zweiten  Rotationsellipsoide  rings  um  das  gemeinschaftliche  Körper- 
stück des  durch  Rotation  der  Ellipse  (2)  um  die  kleine  Axe  ent- 
standen ist. 

Es  bezeichne  nun 

\\  das  Volumen  des  gemeinschaftlichen  Körperstückes,  das 
durch  Rotation  von  KCJGMDLHK  entstanden  ist; 

V^   das  Volumen   des   Körpers,  der   durch   Rotation  von 
GJJJMG  oder  HhALH  um  die  a:-Axe  entstanden  isti 

Fg    das  Volumen    des    Körpers,    der    durch  Rotation  von 
K'CJE  oder  LDMF  um  die  x-Axe  entstanden  ist. 
Dann  ist 


Drehen  sich  beide  Ellipsen  gleichzeitig  um  die  y-Axe,   80  eat* 
stehen  dieselben  Körper;  blos  ihre  Lage  ist  eine  andere. 
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2.    Die  beiden  Ellipsen  rotiren   gleichzeitig  um  ihre 

kleinen  Axen. 

Es  entstehen  zwei  breitgedrückte  Rotationsellipsoide. 

Denken  wir  nns  in  0  senkrecht  anf  der  dcy-Ebene  die  s-Axe,  so 
3rflhren  sich  beide  Körper  ia  »^  -{-a  und  »  —  —  a. 

Es  soll  das  Volumen   des  den  beiden  Rotationsellipsoiden  ge- 
einschaftlichen  Körperteiles  berechnet  werden. 

Die  Gleichung  des  Rotationsellipsoides ,   welches  durch  Rotation 
m  GEH  um  GH  entsteht,  lautet 

ogen  wir  jetzt  eine  Schnittebcno  in  der  Entferuung  z  ^  p  von  O 
irch  beide  Körper,  so  erhalten  wir: 


ler,  wenn  für  p  nun  wieder  z  stehen  gelassen  wird ,  wir  uns  aber 
^nken,  dass  x  jetzt  constant  ist,  so  können  die  Gleichungen  auch 
e  Form  annehmen 

**         _L  y'  1 


Diese  beiden  Schnittfiguren  sind  wieder  nur  Ellipsen  mit  den 
liden  Axen  bezüglich  a  1/  1  — ^    und    by  1 g. 

Das  gemeinschaftliche  Körperstück  V  wird  sich  nun  einfach  dar- 

allen  als     /    /*(«)rf»,  wo  unter  f{z)  das  gemeinschaftliche  Flächcn- 

Ick  JCKHLDMGJ  zu  verstehen  ist,  und  worin  jetzt 

a  =  a|/l  — -,    und    b-^hy  l—\ 
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Es  war 

f(z)  «=  4a6 aresin 


folglich  wird  hier 


(Ä*\  b 

1 ^]  aresin 


also 


K«   /  4aÄ(l 9 ) aresin    .        —    ^,. 


oder 

oder 
d.  h. 


— « 


V«  ^a'6 aresin 


Das  Volumen  des  gemeinschaftliehen  Körperteiles  ist  gleich  dem 
vierfachen  Volumen  einer  Pyramide  mit  der  Grundfläehe  F^  und  der 
Höhe  a. 

Gröbzig,  im  Doeembor  1884. 

Dr.  Albert  Bieler. 


5. 

Wann  stehen  die  von  einem  Punkte  an  eine  Kegelschnittslinie 
gezogenen  zwei  Tangenten  auf  einander  senltrecht. 

Um  diese  Frage  sofort  für  alle  Kegclsehnittslinien  K  beantworten 
zu  können,  gehen  wir  von  der  sogenannten  Scheitelgleichung 

aus,  welche  bekanntlich  für  p  =  2«  und  g  =  —  1  einem  Kreise  vom 

2b^  b^ 

Halbmesser  a,    für  «  =    -  und  n  =  —    g    einer    Ellipse    mit    den 

2b^  b^ 

Halbachsen  a  und  A,    für  p  ==  —     und  q  =    ^  ^iiier  Hyperbel    mit 

den  Halbachsen  a  und  *,  für  </  =  0  einer  Parabel  mit  dem  Parameter 
p  entspricht. 

Die  Tangente  T  an  den  Kegelschnitt  K  hat  die  Gleichung 


Mh 

fllt«. 

ri-y)  = 

.  (f_ 

Form 

-'w  = 

255' 

+P'.+1>' 

■2) 

gi'liracbt  HiTik'ii  kiiiiLi  Dio  Coordüiateu  (i,  .v)  iltr  liLTilliruug8|iunkte 
mOBsi'n  il<-ii  ülokliiitigi'u  1)  iiiiil  2)  gDuUj'Cii,  kOimeii  ^oinil  bcrrchnet 
■werdni.  Es  orKcbcn  sicli,  wio  bcknnnt,  zwei  Bcrllhrangspankto 
B,  ...  (!•„  y,)  nnd  li,  ...  (j"i,  s»)  und  dum  cntsprculicnd  auch  zwei 
Tangenten 

r,  ...2y,.I=  (p+2fp-,)S+pi,   und    y,  ■■■  iJy»')  =  (?•+ ViJJ+P'i,- 

Diese  stohoii  auf  cinantlor  aeukrocht,  wenn 


2yi 


P+2gie, 


ist,  Oller  die  Qloicbmie 
1,^+  2pg(^ 


+'»t+*'Ai'»+4yiS'»  = 


0 


3) 


be9t«!ht.  Wüun  wir  in  die  Iclztc  Gloicbung  die  ans  1)  und  2)  folgen- 
den Wurzclwertc  einsetzen,  so  erbalton  wir  ciut:  Uleichunf;  i) ,  in 
wt'lcher  die  laufenden  Coordiuateii  (;,  i;]  der  Taiigeule  T  vorkommen. 
Wäbleii  wir  i  und  q  au,  dass  der  Gleichung  4j  geiiUgt  wird,  dann 
lind  die  vom  Piiiikto  P  ...  (;,  i))  an  K  geKugencri  Taugeuten  nor- 
mal; d.  b.  die  Gleichung  4)  ist  die  Gloichnng  einer  Linie,  die  alle 
Jone  Paukte  outliält,  von  wt'l>:hi:a  Tangenten  an  H  ausgehen,  die  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Wio  Gleichung  3)  zeigt,  braucht  mau  die 
Wurnclworlc  selbst  nicht,  sondern  nur  {a-,  +  j-»).  j;^^  und  y,^,.  Um 
dafür  Wi'rtc  zu  Hndeu,  bercuhno  nun  y  aus  2)  und  setze  es  in  1) 
«in.     Mau  erhiüt: 


wcghalb 
und 


jp,?'-2p'6-4pqt* 


-iqrj^ 


Borechnet  man   j'  ans  2)  iiiu!  srtzl  oa  in  1)  ein,  so  ergibt  sich  di» 
Oleivhnug: 


£a  ist  alBo : 


-  igt}*)  —  Vü'+;'V*+p^  —  0- 


y'l(yl+y> 


Werden   nau  diese  Werte  in  die  Glcicbnng  3)  cingcfllhrl, 
sieb  oacb  einfacher  Umformong  die  GleicliiiDg 


d.  i.  die  GleidiuDg  eines  Kreises  A'. 

Wir  küunen  somit  die  oben  gostellto  Fra^o  dahin  b<;atil»aiioiii 
Die  vum  I'unlcle  /'  ...  (i,  »;)  au  die  Kcgelschnittslinie  A'  ../  = 
pz-f-gfc'  gezogenen  Tangoutcn  stehen  nur  dann  aaf  dnandcr  evuk- 

rocht,  wenn  der  Punkt  P  auf  dem  Kreise  K  ...  f''+»l'+^+j-='' 
liegt. 

Die  Glcicliunj^eii  1)  und  ■!)  zeigen  nns  aucli  noi'li,  dass  K  udJ 
k  denselben  Mittclpuiiltt  M..-  (x^  —  ö~>  ^  '=  "'  besitzen,  und  JiW 

der  Halbmesser   des  Kreises   k  die  Grösse   r  =  1/ ,-; — ,     liiL 
r    4<i'        iq 

Deniuach  nimmt  r  den  Wert  ay2  an,  wenn  ä  ein  Kreis  vom  Ualb- 
messor  «  ist;  den  Wert  Va'  -^-i',  wenn  A'  eine  Ellipse  mit  dmi 
lialbachaen  a  und  i  ist;  den  Wert  V^—  b\  wenn  JiTeine  Hyperbd 
mit  den  Ilalbaclisen  a  und  b  ist;  den  Wert  »  (d.  h.  it  wird  eine  Ge- 
rade) wenn  K  eine  Parabel  ist.  In  letzterem  Falle  {q  —  ü)  roducirt 
sich  dio  Gleichung  4)  wirklieb  in  die  lineare  Gleichung: 


k  geht  B 


1  die  Leitlinie  der  Parabel  über. 


I 


Dio  Werte  fflr  r  lassen  auch  noch  erkennen .   dass  k  bei  e 
Kreise,  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  K  immer  reell  ist,  1 
k  dann  iu  einen  Punkt  degcnerirt,  wenn  A'  eine  gleicbacitjgo  Hypcrbd 
ist,  (weil  (r  =  Va''  —  b'  —  0  wird)  und  dass  gar  keine  zu  oinander 
soukrecbteu  Tangenten  müglieh  sind,  wenn  K  eine  Hyperbel  ist,  deren 
Hauptachse  kleiner  ist  als  dio  Nobenaclise.    (r  —  V«'  —  **    wird 
nämlich  iu  diesem  Falle  imaginär.) 


Püla,  am  10.  Mai  1Ö85. 


Franz  Schiffneq 
k.  k.  Prof. 


6. 
Zur  Conrergrenz  der  Reihen. 
Eine  nncndlicho  Reihe 

h+k+it+  ...  +^k+  ...  =T 
ist  convergent,  wenn 


ist 


-l<Lim  ^'<+l  (1) 

Wird  Lim  —  =+1,  so  convergirt  die  Reihe  noch,  wenn  statthat 


l^'U^^^'}>  + 


(2) 


Ftür  den  Fall  Lim  -j-  «  —  1    soll  im  Folgenden  eine  analoge 
Regel  anfgestellt  werden. 

Betrachten  wir  die  unendliche  Reihe 

so  ist  dieselbe  convergent,  so  lange  n  ^  0  ist,  weil  in  diesem  Falle 
die  absoluten  Werte  der  Glieder  fortwährend  abnehmen  und  ausser- 
dem regelmässiger  Zeichenwcchsel  vorhanden  ist.  Für  n^  1  ist 
dies  klar.    Wird  n  •<  1,  so  kann  man  setzen 

und  die  Reihe  geht  über  in 


1  _J-  +  -L_ 


p         p      I   p 

yi    V2     ys 

welche  aus  obigen  Gründen  ebenfalls  convergirt.    Für  u  wird  nun 


Lim  -^  «=»  Lim  I  — 


ifc» 


'4^) -l4~  i^+ir) —• '>" 


Ist  also  Lim  -  =  —  1 ,  so  wird  nach   einem  bekannten  Satze 
die  Reihe  T  noch  convergiren,  wenn 
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bleibt.    Ilicraus  folgt: 

-4-.>('+l)" 

Es  ist  aber 

Also  muss  aucb  sein 

'(-»T,-)>»+i+ö)^a)- 

Lassen  wir  jetzt  k  unendlich  werden,  so  ergiobt  sich 

Da  nun  n  >  0  sein  muss,  so  ist  die  Reihe  T  für  Lim--^  —  —  i 
noch  convergent,  wenn 

ist. 

Diese  Regeln  wollen  wir  auf  die  Binomialformel  anwenden.    Es 
ist 

Nach  (1)  erhalten  wir  zunächst 

tkii              iß — Je    ]               ) fc 
Lim--  «=  Lim  { 7—}—-  x  >  ==  Lim  ) ^  x 

Es  muss  demnach 

sein. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Grcnzfälle  ar  =  —  1  und  x  =  -f-  1. 
L     Für  a;  =  —  1  wird 

Lim^-7-^  =  +  l: 
tk 

Nach  Regel  (2)  haben  wir  also  zu  bilden 
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1<M-1  /  l        f*— *  )  ß 


r-i 


and 

Fflr  das  Statthaben  der  Convergenz  ist  also  notwendig 
oder 

IL    Ist  af  =  +  1,  80  wird 

Lim  — -  «  —  1. 
Nach  Regel  (3)  erbalten  wir  sodann 

k       ^ 
und 

Lin,{*(-A-i)(»l+,. 

Also  mnss  sein 

l  +  f*>0 
oder 

+  00>^>-1. 

Berlin,  März  1884. 

Dr.  A.  Börsch, 
Assistent  im  Eönigl.  geodätischen  Institut. 


7. 
Arehimedisehe  Kreisquadratur. 


Nimmt  man  nach  Archimedes  das  Yerhältniss  des  Durchmessers   « 
zum  Kreise  wie  7  zu  22  an,  ein  Wert  der  vom  wahren  nur  um  4 
Zehntausendtel  desselben    differirt,  so  verhält  sich   der  Radius  zur 


Seite  eines  der  Kreisfläche  gleichen  Quadrats  wie  1  zu 


rr 


Eine    recht   einfache   Construction   dieses  Verhältnisses  möchte 
wol  manchmal  von  Anwendung  sein. 


448  ÄTuceOen. 

Man  trage  auf  einer  Geraden  4  gleiche  Strecken  »  a  ab,  deren 
Grenzpnnkte  ABC  DE  seien,  errichte  in  D  ein  I^,  welches  fon 
einem  um  A  dnrch  E  geschlagenen  Kreisbogen  in  F  getroffen  werde, 
ziehe  BF,  errichte  in  B  anf  BF  das  Lot  BG  — >  BF  and  yerilnnde 
F  mit  G.  Dann  ist  das  Qoadrat  über  FG  gleich  der  Krdsflidie 
Tom  Radius  DF. 

Ist  der  Radius  r  gegeben,  so  mache  man  FH=^  r  zur  Strecke 
auf  FD ,  ziehe  HJ  parallel  DG ,  wo  J  Schnittpunkt  anf  FG,  Dann 
ist  FJ  die  gesuchte  Qnadratseite. 

Die  Werte  der  einzelnen  Strecken,  sämtlich  Seiten   rechtwink- 
liger Dreiecke,  ergeben  sich  einfach.    Aus 

AF  «  4a;         AD  —  3a 

folgt 

Z>F=  V7.a 

dies  verbunden  mit  BD  »  2a  gibt: 

BF^  yil,a  =  BG 

woraus  wieder  : 

FG^  y22.a 

so  dass,  wie  behauptet  war, 

l/22 
DFiFG  «  1:^7' 

R.  Hoppe. 


LilUrarüclitr   Btriekl    F. 


Litterarischer  Bericht 


Methode  und  Principien. 

Die  Mathematik  als  Lehrgcgenstand  des  Gymnasiums.  Eine 
pädagogiscbe Untersudiung  von  Job.  Karl  Boekfir,  Professor  der 
Malhenmtik  am  Gymnasiom   i^u  ßrucbsal.     ßcrliii  I88ü.    Weidmaun. 


Von  J.  K.  Becker  sind  iu  don  litt.  Ber.  244.  247.  251,  256  bisher  j 
6  Schrifteu  besprocbcn  wurden ,  deren  erste  bei  systematiacber  Ana- 
fnbruDg  die  DarstDllang  didaktiscber  GmodsHtze  büzweckt,  wätircnd  | 
die  4  Übrigen  fOr  den  Scbulgebrauch  bestimmt  sind.    Diese  Schnflcn  1 
zeictiueu   sich    (abgesebeD  von  ihrem  eigenen  Werte)   unter  andern  [ 
nuLtbonuttiseben   Scbnlbflcborn   und   didaktiscbeu    Schriften    dadnrdi  I 
&DS,  dasH  sieb  in  ihnen  mehr  als  gewöhnlich  dio  Idee  einer  Vervoll-  ] 
kommung  der  Methode  dureb  Auftrag  der  diffcrirenden  Grundsätze 
kund  gibt,  während  andere  den  allgemeinen  Standpnnkl  der  Methode 
als  einen  bleibend  unfertigen  onberUbrt  lassen  und  jedes  für  sich  nur 
nach  den  Ansichten   des  Verfassers   und  nach  den  Bedürfnissen  der 
eiDzelneD  Unterrichtaanstalten  dio  beste  WabI  zu  treffen  sacht  Offen- 
bar bietet   eine  Erscheinung  vom   erstem  Charakter,   sofern  sie  dio 
Fortbildnng  der  Methode   zu  einer   gemeinsamen  Arbeit  aller  Päda-   ' 
gegen   macht   und  einen  dauernden  Erfolg  für  die  Zukunft  anbahnt, 
dem   Interesse  der  Facbgenossen  mehr  dar  als  eine  solche  letzterer 
Art,  die  im  ziellosen  Wechsel  nur  bina  auf  ifareo  Kreis  nnd  ibro  Zeit 
beschränkte  Stellung  behiiupt't.     Wunaft^^wH  in  audorn  I 
von  einem  Autor,  dem   der  bewsqJHi^^^^HBHb^  ^^  Uer/en 
liegt,  KU  erwarten  pflegt)   di 
Stangen   und   Anknüpfung  aa  i 

Aieh.  t,  lUU,.  1.  Pk/i.  }. 
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nicht  wol  ausfilhrbar ;  der  Gnind  findet  sich  aucli  im  4.  Abscbnitt 
der  gcgeDwilrtigen  Scbrift  einmal  kurz  anKgesproclieu.  Ein  sjsti'mi- 
tisch  ansgcarboi toter  Entwurf  war  vor  allem  notwendig;  einen  soldieB 
fand  der  Verfasser  nicht  vor;  es  blieb  ilini  daher  nnr  tibn'g  selbst 
einen  Entwurf  aufzustellen,  und  als  solcher  lassen  sich  seine  Schnften 
belraciiten.  lieber  diejenigen  Punkte,  in  welchen  derselbe  teils  «oni 
Gewöhnlichen  abweicht,  teils  über  beslehondo  Differenzen  entacbiod,  hsl 
sicli  der  Verfasser  ausgesprochen  und  den  Fachgeuossen  Gclcgcntidl 
geboten  an  seinen  Anfstfllungcn  Kritik  zu  üben.  Letzteres  ist  lot 
mehreren  Seiten  geschehen.  Eine  Beantwortnug  der  crfabreuen  Benr- 
tcilungon  ist  bereits  in  der  Progrommarbeit  des  VerfaEsers  enthalten: 
Zar  HH'orm  des  geometrischen  Unterrichts,  Beilage  zum  Jahresberidii 
dos  GrossherzDglichen  Gymnasiums  /u  Wertheim  lür  das  Schnljahr 
1879— -1880.  Diese  Arbeit  erscheint  jetzt  nochmals  als  Anhang  nr  ^ 
gegenwärtigen  „jiädagogi sehen  Untersuchaug".  Der  Gegenstand  teti-  , 
terer  ist  die,  aus  einer  Vorbetrachtnug  Über  die  Stellung  und  den 
dieselbe  bogründendcn  Wert  dos  niatbematischen  Unterrichta  an  Gfin- 
nasien  sich  ergebende  Frage:  Welche  Stellung  hat  unter  den  Lebr- 
filchern  dos  Gymnasiums  speciell  die  Mathematik  einzunehmen,  wenn 
dieses  Ruinen  Zweck  vollkommen  erreichen  soll,  ohne  die  SchUar 
mehr  'gi.  nötig  zu  belasten?  Sie  wird  in  2  Kragen  geioilt:  1]  Wel- 
chen iwinn  für  die  formale  Bildung  zieht  man  aus  dem  Unterricbte 
in  (^ht  Mathematik  speciell,  und  inwieweit  ist  gerade  die  Uathematik 
zur  er  >icluug  dieses  Gewinnes  nnorlilsslich  oder  wenigstens  zweck- 
mäBSit-r ' als  andere  Disciplineu?  '2)  Welchen  realen  Gewinn  fllr  die 
Bildung  ziehen  wir  aus  dem  Studium  der  Mathematik,  und  wieviel 
ist  von  dem  mathematischen  Wissen  und  Köunen  unerlässUch,  wenn 
wir  in  dem  Vorständniss  unsrer  gegenwärtigen  Oultur  nicht  empfind- 
liche Lttckeu  haben  wollen?  Die  Beantwortung  führt  auf  die  weiteru 
Fragen:  3)  Welche  Disciplineu  der  Mathematik  erweisen  sich  als 
unerllisslich  oder  wenigstens  als  zweckmässig  fUr  den  Lehrplau  des 
Gymnasiums;  und  in  welcher  Ausdehnung  niUsscu  sie  gelehrt  wer- 
den'; 4)  In  welcher  Methode  müssou  diese  einzelnen  mathematischen 
Discipliuen  gelehit  werden,  damit  a)  der  Gewinn  fUr  die  formale 
Bildung  ein  grösstmöglichur,  b)  der  Gewinu  an  notwendigem  raatfae- 
matischcm  Wissen  nnd  Können  ausreichend  und  fest  sei,  c)  die  Be- 
lastnug  der  Schüler  durch  diese  Diaciplinen  im  richtigen  Verhältnisse 
stehe  zu  dem  erzielten  Gewinuci*  Und  wie  sind  diese  Diaciplinen  auf 
die  einzelnen  Classcu  zu  verteilen  y  —  Der  formale  Gewiuu  hostoht 
darin,  1)  dass  der  Schüler  lernt,  die  Uinge  selbst,  nicht  blosse  Be- 
griffe, richtig  wahrzunehmen,  zu  vergleichen,  zu  unterscbeideu  und  zu 
ordnen;  selbst  Begrifl'u  auf  ihre  RcalilÄt  zu  prüfen;  2)  dass  er  he- 
ohachteu  lernt,  was  nm  ihn  vorgeht,  und  befähigt  wird  selbständig 
aus  beobachteten  Einzelfällen   allgemeine  Regeln  zu  abstrabiren  und 


Lilltrarüthtt  Stricht   V.  3 

andre,  welche  ihm  mitgeteilt  werden,  anf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfen; 
S)  doss  er  nacbdenkeu  lernt.  Diose  Fuhigkeiteu ,  die  fur  das  StD- 
dinm  der  Naturwisaonachafton  direet  iiotwcudig  siiid,  ergänzen  auch, 
abgesehen  von  der  Oedeutarig  der  Mathematik  als  UiltBwisaensi-haft, 
.wesentlich  die  allgemeine  Bildung.  Mehr  als  die  Arithmetilc  ist  die 
Geometrie  geeignet  sie  zu  entwickeln,  und  in  dieser  mehr  die  Auf- 
gaben als  die  Beweise  forderlich  Tiir  das  Nachdenken.  Der  reale 
Gewini)  vom  mathematischen  Unterrichte  auf  gegenwärtigem  Stand- 
punkte ist  nach  Ansicht  des  Verfassers,  abgesehen  von  einigen  Be- 
nfsarten,  gering,  wtlrde  sogar  noch  geringer  werden,  wenn  man, 
wie  einige  wollen ,  die  Steiner'sche  projectivischo  Geometrie  au  die 
Stelle  der  Euklid'schen  setzte.  Die  Krage,  ob  er  sieb  erhöbe"  liesae, 
fahrt  auf  den  vierten  zu  eröiterudeo  Punkt.  Die  dritte  Frage  wird 
durch  wenig  mehr  als  Änfz&bluug  der  zweckmässigen  Diacipliuen  er- 
ledigt Bevor  noch  der  formale  Gesichtapankt  znr  Geltung  gebracht 
ist,  hat  der  reale,  rUcksicbtlich  der  elementaren  Physik,  Erd-  nnd 
Uimmelskuüde ,  denen  der  Verfasser  noch  das  Versicherungswesen 
binzufQgt,  bereits  ziemlich  so  viel  gefordert,  als  der  gewöhnliche  Gym- 
oasialcursus  enthält.  Eine  mögliche  Beschränkung  ergibt  sich  also 
nicht.  Die  vierte  Frage  betreffend  die  Methode  gibt  Aulass^zn  prin- 
cipiellen  Erörterungen,  welche  zugleich  als  Rechtfertigung  ^'S  Vor- 
fahreus  in  dcu  Lehrbüchern  des  Verfassers  dienen.  In  Bc'tokff  der 
Arithmetik  wird  zuerst  erinnert,  üass  die  algebraischen  Opeüi  Luen 
mit  allgemeinua  Zahlen  nicht  als  Auswertungen ,  souderu  al&  Ol ans- 
formatiouea  mit  reciproker  Anwendung  aufzufasseu  sind,  und  V^js  in 
diesem  Punkte  selbst  die  Einteilung  der  Äufgabeu  nicht  zur  falscbeu 
Ansicht  verleiten  sollie.  Gegen  diese  Lehre  ist  von  keiner  Seite  ein 
Einwand  erhoben  wordeu;  in  so  vielen  Lehrbüchern  sie  auch  unbe- 
achtet bleibt,  so  scheint  doch  niemand  die  entgegen  stehende  alte  Ge- 
wohnheit verteidigcu  zu  wollen.  Der  zweite  Punkt  betrifft  die  suc- 
cegrive  Erweiterung  des  Zahlbegriffs.  Die  sich  dorselbeu  anschliessende 
Methode,  welche  nach  Th.  Wittsteiu's  schomatischer  Aufstellung  von 
den  meisten  Lehrbtlchern  dem  Grundgedanken  nach  adoptirt  ist,  und 
die  wir  ftir  die  einzig  richtige  halten,  wird  hier  ohne  ein  Wort  der 
Rechtfertigung  vorausgesetzt  Ilir  zufolge  werden,  wie  es  nicht  an- 
dere sein  kann,  die  Oporationeu  zuerst  au  positiven  ganzeu  Zahlen 
erklürt  und  behandelt.  In  Bezug  auf  die  Reihenfolge  der  Erweite- 
rungen pHegt  mau  sich  nicht  au  das  Schema  der  Operationen  zu 
binden.  Nach  dem  Schema  wUrden  die  Negativen  vor  deu  Brilchen 
einzafOhren  sein,  weil  die  Division  später  als  die  Subtraction  gelehrt 
wird.  Es  empfiehlt  sich  über  die  Negativen  später  einzuführen,  wo- 
durch ein  vexirender  mehrmaliger  Wechsel  der  Anschauung  veruiiedeu 
wird.  Der  Verfasser  sagt  hier  davon,  man  müsse  die  Abstractien 
nicht  weiter  treiben,   als  unbedingt   notwendig  ist,    und  die  Begriffe 
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erst  daun  erwoilerti ,  wenn  der  LcbratofT  (liege  Erweiteruiift  voriaugl  — 
mit  der  ganz  nnbegreiflichea,  durch  nichts  motivirton  Aeasscniiig,  er 
könne  darum  von  der  ihm  vom  Ref.  des  Archivs  „über  dioseo  Ptnkt" 
erteilten  Belehrung  keinen  Gcbraueh  machen.  Das  Referat  aber  B. 
Lehrbuch  der  Anthmetik  steht  im  244.  litt.  ßer.  S.  41—44.  Dario 
ist  gegen  das  Obige  nichts  erinnert  worden;  welche  Belehnmgtkr 
Verfasser  meint,  ist  schlechthin  nicht  m  erratoD.  Dngegen  in- 
schweigt  er  die  darin  erfahrene  MisbiUigung  seines  VerfabT«iii  in 
andrer  Hinsieht,  dass  er  uümlich  den  Begriff  der  Negativen,  der  ia 
Vorhergehenden  bereits  angebahnt  war,  davon  abspringend  aofelM 
neue  Basis,  auf  die  der  catgcgeugesot^ten  Qualitäten  stellt,  wodutti 
der  Schüler,  der  die  Identität  nicht  dnrcbauhauen  kann,  aonfitiger- 
weiso  in  eine  Coniplication  zweier  anscbeiuend  verschiedener  ßepifo 
geführt  wird  —  unnötigerweise,  denn  wenn  er  den  Begriff  der  Kip- 
tivcn  durch  entgegengesetzlo  Qualitäten  vordeutlichen  wollte,  so  itud 
dem  nichts  entgegen,  nachdem  der  Begriff  aus  der  Traiisformatioii  m 
n — li  in  — !--\-n  abgeleitet  war.  Dass  er  den  nicht  anwichtiga 
Tunkt  der  Delinition  der  Ncgativca  hier  gar  nicht  erwähnt,  listt 
vermuten,  dass  er  sein  Vorfahren,  welches  statt  dos  allgemeinen  luut 
gleichmilBsigeu  Itegriffs  eiucu  speuiellen  und  vou  Umstanden  abliiUi- 
gigon  gibt,  nicht  verteidigen  will  oder  wenigstem  keinen  Wert  darsif 
legt  Es  folgt  die  Besprechung  einiger  unbedeutenden  Punkte,  Mit 
Recht  wird  die  Forderung  abgewiesen,  die  Multiplicatton  oacb  sogen 
neuer  Methode  zu  lehren,  d.  h.  Recbnungs vorteile  in  die  Erbl&nuj 
einzninischflu ,  was  auf  ein  mecbanisches  KiuUben  mit  Veruacbliui- 
guug  des  Verstand nissoa  hluauEkonimt.  Wichtiger  ist  die  nftdiber 
besiirochene  Frage  nach  dem  Begriff  der  Mulliplicatiou  mit  ßrtltbi'J 
Der  Verfasser  verteidigt  dio  längst  als  falsch  vei'urleilte  Detiuiljiai 
„»  mit  /'  multi))lidren  heisst  aus  der  Zahl  a  ebenso  eine  oene  Zaljl 
bilden,  wie  li  aus  der  positiven  Einheit  gebildet  wird".  Er  sagt:  ci» 
Schuler  auf  dieser  Stufe  könne  sie  nur  so  verstehen,  wie  sie  gomeiiil 
sei.  Das  heisst  doch,  er  kann  sie  entweder  gar  nicht  oder  so  »8^ 
stehen ,  und  in  der  Tat  ist  es  ihm  durch  dio  Andeutung  leicht  g^ 
macht  die  Begriffsbildung  ganz  zu  unterlassen;  denn  wenn  sellitt  4sr 
Lehrer  nicht  direct  zu  sugen  weiss,  wie  die  „neue  Zahl"  ku  liibtaa 
sei,  so  wird  der  ScbOler  nicht  klüger  sein  wollen ;  letzterem  wird  die 
Schwierigkeit  zugeschoben,  Ober,  welche  erst^rer  uicht  binwcgkommu 
kann.  Beifügungen  zu  dem  rätselhaften  „wie",  die  der  VerhsHf 
vorschlägt,  „direct"  oder  „unmittelbar"  wurden  dem  Mangel  nidit 
abhelfen;  denn  es  handelt  sieb  überhaupt  um  Verstehen,  nicht  tut 
Vermeidung  eines  MisverstHndnisscs.  Weiter  sagt  der  Verfassiir,  a 
kenne  nnr  2  präcise  üetinitionen ,  und  diese  seien  fUr  Ober 
nicht  fasstieh.  Auch  l&sst  er  zu ,  dass  man  auf 
zieht«.    Da  ihm  keine  der  angefUhrhiu  ÄuskQiifte  i 
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rtrd  BS  woL  dem  Ref.  gestattet  sei»,  an  das  nächstliegende  Ver- 

«B  zn  erinaorn,  welches  Becker  gar  nicht   ia  ßetrachtnag  zieht. 

di«   Üe6iiitioii   der  Multiplication  mit  ganzen    positivem  Zahlen 

=  B-\-ß-\~/t-\-  ...  nicht  auch  für  BrUcho  auBreiohend?  In  der 

iSlat  bedarf  es  nur  zur  AtiHendnog  der  Zuziehung   vorherbekannter 

Uze,  au  wolcio  die  Schüler  mit  Nntucn  erinnert  werden,  und  die 

ich  fittr  deu  erweiterten  Begriff  iinontbehrlich  sind:    1)   Der  Multi- 

icand  Jf  ist  beliebig  benannt.    2)  Her  Brach  "   mit  beliebiger  Be- 

DUDiig  ist  gloichbcdeuteiid  mit   der   in  Einheiten,  deren  n  die  ur- 

rOngUche  Einheit  geben ,  gezählten  Zahl  m.    Da  nun         das   Zei- 

ea  für  eine  Zahl  ist,  deren  n  die  Eiulicit  li  geben,  su  ist  -  II    nach 


rfilinlichem  Begriff  dasselbe  als  n 


Eine   uouo    Dciinition   ist 


Bmnftch  ganz  ttberflüssig;  oh  bedarf  nar  einer  Erlftutornng,  damit 
I  Bekanut(^  richtig  angewandt  wird;  eine  solche  warde  aber  uaub 
[er  der  genannten  Delinitionen  ohnebin  uiltig  sein,  und  letztfire 
Urdeu  die  OrieDtirung  eher  orachwcren.  Anch  für  die  Multiplicaüon 
ir  Irraiioualen  ist  koiiie  neue  Duhuitiuii,  sondern  nur  Anleitung  zum 
cfatjgen  Gebrauch  des  Bekannten  erforderlich.  Zum  Bokaimteu 
•i  man  wul  rechnen  die  Darsl/illung  der  Irralionaleo  durch  Deci- 
Utlbmch  bis  zum  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit,  d.  h.  den  BegritT 
anendlich  kleinen  Differenz.  Det^Tminanten  in  Anwendung  auf 
elementare  Beliaudlung  der  Gleichungen  einzuführen  verwirft  der 
'er&Eser,  und  dem  wird  man  gewiss  gern  beiBtimmcn,  wenn  man  die 
Btaülirto  Ausfilhning  vor  Augen  hat.  So  einfach  die  Determiuanten- 
keorie  auf  allgeoieinor  Basis  ist,  so  complicirt  und  unerquicldich  go- 
taltet  sie  sich,  weuu  man  vom  Speciullen  aufsteigen  will.  Soll  sie 
lierhaupt  auf  Scliuleu  gc-lobri  werden,  so  gehört  sie  ihrer  Natur 
zur  Combiuatonk,  mithin  in  die  höhere  (.'lasse.  Die  übrige 
littulung  des  Lehrgangs,  mag  sie  auch  ganz  wesentlich  fUr  die  bc- 
reffende  frage  sein,  können  wir  hier  nicht  wiedergeben.  GrUnde 
lud  zwar  für  jede  Wahl  ausgesprociien ;  doch  erscheinen  diesolben 
als  entscheidend,  solange  der  beliebten  Methode  keine  andern 
Bgenabergestellt  werden,  und  dazu  hatte  der  Aufsatz  weit  länger 
massen. 


r 


Id  Betreff  der  Geometrie   nehmen   wir   zu  dem  Wenigen,   was 

'■■'■  ''~;t'-!  "Kthält,  sogleich  die  Programm  arbeit  hinzu,  welche  die 

ii-.igen  ausführlicher  bospricbt.     Die  erste  Frage  ist 

'  .  warum  die  Scbtllor  so  ungleiche  Fortschritte  in  der 

Terfaaser  ist  sehr  schnell  mit  der  Autwu 
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fertig:  woiin  wir  Dicht  annohmen  sollen,  daas  znm  Lornen  der  Matlwv 
matik  eino  besondoro,  BeUeae  Begabung  gehört  (dass  wurde  hciimi 
aaf  alle  ErklfLrnag  v<trzichteD|,  ao  kann  nur  die  Lehrmethede  kIibIi] 
sein.  £r  halt  also  den  erstem  Fall,  dass  iu  einer  EigcntUiulichkil 
der  Mathematik  oin  noacnUichor  Grnnd  liegt,  gar  nicht  der  Betncb- 
tiiug  für  wert.  Bgnderu  lässt  ihn  beiseite,  weil  sein  Eitrom  gcvin 
von  uieraaudem  behauptet  wird  Dass  freilich  nur  besonders  begilHe 
Schuler  fähig  sind  Mathematik  zn  lernen,  scheint  nicht  wol  glaub- 
lieh.  Ob  aber  eine  gewisse  iialQrliche  Geistes  rieht  nng  und  NeiguDÄ 
wenn  auch  nicht  vorausgesetzt  werden  muss,  so  doch  das  Leneii 
sehr  erleichtert,  ist  dadurch  nicht  entschieden,  und  umsomehr  «cn 
zu  untersuchen,  weil  daraus  wesentliche  Gesichtspunkt«  fQr  die  Hti- 
thode  entfipriugcn.  Wir  dUrfeu  die  Frage  uidit  übergeben:  Wu 
fordert  die  Mathematik  vom  Lern uu den  verschieden  von  andeni 
Disciplineu?  Es  lassen  sich  sogleich  3  Biuge  nennen:  I)  Das  W 
weilen  iiu  engsten  Ideenkreise ;  denn  wer  im  Kleinen  am  Untersdiii-il- 
Ucbcn  achtlos  vorbeigeht,  wird  im  Grossen  kein  Auge  dafür  biixO' 
2)  Die  absolute  (vom  Gemüt  unabhängige)  Gerochtigkeilsliebe  nnl 
Unparteilich ko it ,  welche  sich  beim  Zuviel  sowenig  berahigt  als  ba» 
Zuwenig.  3)  Der  Ordnungssinn,  der  Gesetze  entdeckt.  In  di««i 
Punkten  zeigen  die  Kinder  sebon  im  frühen  Alter  verschiedene,  bii- 
wciten  entgegengesetzte  Neigung ^  offenbar  werden  diejenigen,  deM 
Triebe  den  3  Forderungen  entsprechen,  einen  grosseu  Vurspmngiü 
der  Mathematik  haben.  Hieraus  erklären  sich  hinreichend  die  vi- 
gleichen  Fortschritte.  Becker  erwähnt  als  spocitische  Figenscbift 
der  Mathematik  nur  die,  dass  sie  abstracto  Gegenstände  habe.  Gn- 
radu  diese  Aussage  aber,  sooft  man  sio  auch  bürt,  ist  unzutroflcul. 
und  vcmiullich  der  Ausdruck  fehlgegriffen-,  es  ist  eben  ein  anabiir- 
legtes,  vom  Gefühl  eingegebenes  Urteil,  Abstracte  Gegenstände  haben 
alle  Disciplinen  ausser  etwa  der  Geographie  und  NaturgosehichW. 
Mag  vielleicht  damit  gomeiut  sein,  dass  die  Gegenstände  man- 
liach  indifferent  sind  und  dem  Leben  fern  stehen;  doch  auch  di« 
fällt  nur  darum  auf,  weil  eben  solche  oino  so  minutiöse  Sorgfalt  b^ 
anapruchcn. 

Ist  es  nun  Sache  des  Uuterrichts  auch  diejenigen  ScbUler,  wcicbe 
die  günstige  Neigung  nicht  mitbringen,  für  Mathematik  zu  befähigea. 
so  ist  es  jedenfalls  uuerlässlich ,  dass  derselbe  die  genannten  Fo^ 
demugen  selbst  erfüllt,  Davon  abweichen  zu  wollen  ist  wol  awl 
seit  Fuklid  nieumudem  in  den  Sinn  gekommen,  bis  die  Itoforn- 
bestrebungon  an  die  Oeffentlichkeit  traten,  in  denen  uamentiicb  iB» 
erste  Forderung  vielfach  ausser  Augen  gesetzt  ward.  Da  auch  die 
gegenwärtige  Schrift  von  der  Reform  des  mathematischen  Unterriebt» 
handelt,  so   wird  das  Vorstehende  darauf  anzuwenden  sein.    Noost 
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gewühuiidi  die  vor  ilom  Keformzeitalter  herrsch i?ndc  Me- 
thode die  Euklidische,  so  tnUsste  es  doch  die  nächste  Aufgabe  für 
^nc  Schrift  iQgunsteu  der  Reform  sein,  diese  Euklidische  Methode 
wweit  au  charaklerisireu,  dass  man  daraus  crkcuiit,  was  daran  besse- 
ntDgsbedUrftig  sei.  Basa  dies  bisher  alle  solche  Schriften  unterlassen 
haben,  darauf  deutet  die  Augabe  der  gegeuwürtigen  bin,  welche  als 
hanptaftc bliche  Vorwürfe,  die  mau  jener  Methode  gemacht  hat,  die 
unklarst  mttglicbcu  Aufstellungen  anfahrt.  Der  erste  lautet:  Sie  gibt 
kein  t^naerlicli"  zusammen  bangendes  Ganze,  sondern  eine  Fülle  von 
Sitzen,  die  nur  dadurch  „äusserlieb"  verbunden  sind,  dass  der  ße- 
Iteis  fOr  die  Richtigkeit  eines  solchen  Satzes  die  Anerkennung  des 
Iraberen  vorausgesetzt.  Ist  diese  Verkettung  der  Sütze  durch  die  Be- 
ireise kein  iuuererZuBammenhaug,  und  kann  mau  einer  beliebigen  Menge 
Von  Sfttzeu  ausser! ich  einen  solchen  verleihen  y  Sollte  die  Aeussernng 
irgend  einen  vernünftigen  Gedanken  bergen,  so  mitsste  man  doch  den 
Denker  bitten  sich  verständlich  auszndjUcken.  Der  zweite  Vorwurf 
botet;  Sie  gibt  überall  nur  Erkenntuissgrllude ,  wo  mau  RoatgrOndo 
nicht;  d.  b.  es  wird  immer  nur  gezeigt,  „dass"  ein  Lehrsatz  richtig 
vtäbreud  mau  nirgends  Einsicht  in  deu  iimern  Zusammeubang 
[schon  oben  gesagt!)  der  in  den  einzelnen  Sätzen  ausgesprochenen 
Eigenschaften  der  Figuren  crhiilt,  durch  die  ans  erst  klar  wird, 
,warum"  er  richtig  ist.  Was  mit  Erkoiintniss-  und  Realgrund  ge- 
meint sei,  bedurfte  freilich  einer  Kriiiuterung.  Soll  aber  die  beigo- 
deo  Sinn  geben,  so  wird  man  erst  rocht  in  die  Irre  goftlhrt. 
Jeder  Gcweis  gibt  doch  zuuä<^hst  das  Warum  und  erst  dadurch  ver- 
mittelt die  Gewissheit,  dasa  der  Satz  richtig  ist.  Beide  Vorwurfe, 
sowie  sie  ausgesprochen  werden,  sind  also  uiclitig,  das  Vemiisste  ist 
vorbanden,  es  abzuleugnen  wird  nicht  gelingen.  Mao  wird  nicht  fehl- 
renn man  die  ganze  Unklarheit  des  Ausdrucks  aus  dem 
Vnusche  der  Verbesserer  herleitet,  mehr  zu  sagen  als  sie  aufweisen 
können.  Dass  manche  Beweise  nicht  einfach  genug  sind,  dass  es  an 
systematischer  Ordnung  gefehlt  hat,  und  dass  durch  diese  bowoI  wie 
dnroh  mancherlei  Beziehungen  die  Uebersicht  gefördert  werden  könnte, 
sind  Vorwürfe,  die  mau  versteht,  nur  geht  daraus  keine  eigentliche 
Kofonnfrage  hervor;  denn  Jeder  vollzieht  die  Besserung  selbst  Hier- 
in anzntreiben  beabsichtigte  man  uicht,  man  wollte  das  Alte  von 
6nind  ans  verwerfen,  hatte  aber  nichts  ihm  gegenüborzuBtellen  und 
ttosste  daher  zu  einem  so  kläglichen  Appell  au  die  Sympathie  der 
Ifeuge  seine  ijoflucht  nehmen.  Der  Verfasser  Ittsst  uns  ungewiss,  ob 
ihm  angeführten  2  Vorwürfe  zugleich  seine  eigenen  sind; 
wollte  er  sie  aber  nicht  vertreten,  so  durfte  mau  wnl  eine  Klarstel- 
lung oder  Abweisung  von  ihm  erwarten.  AI»  Ersatz  dafUr  weist  er 
nun  auf  das  Vorbild  der  Steiner'scben  Methode  hin,  welche  das  ganze 
Gebiet  der  elementaren  Sätze  mit  einem  Blicke  Qherscitaueu  Iclirt. 
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Wenn  eine  solche  Leistung  für  die  projecüvischo  Geomcfrien: 
so  dürfe  man  nicht  darau  verzwoifela  ein  gleiches  auch  Tfir  die  ^' 
fange  der  Geometrie  zu  erreichen.  Damit  also  deutet  der  Voriaacr, 
ohne  den  Euklidischeu  Standpunkt  charakterisirt  zu  haben,  an,  lU» 
sich  doch  ein  höherer  Standpnnht  der  Methode  denken  lasse.  Doch 
in  diesom  Gedanken  liegt  von  vorn  herein  ein  Widerspruch.  Nehmei» 
wir  an,  wie  in  der  Tal  manche  Lehrer  aussagen,  nach  Steiner'schm 
Vorbild  die  Anfänger  mit  bestem  Erfolge  naterrichtet  zu  haben  ,  diu 
Schuler  seien  wirklieh  ohne  Mühe  zu  einem  so  nrafasaenden  ücbcr- 
blick  gelangt;  dann  werden  sie  vergleichsweise  in  der  Lage  dowa 
sei«,  der  zum  erstenmal  einen  Fabrikraum  betritt  und  das  ganze  Go- 
Iriohc  von  einem  Punkte  aus  überschaut,  der  aber,  wenn  er  mit  Ar- 
beit und  Maschinen  nicht  vorher  im  einzelnen  bekannt  geworden  lA 
keine  Ahnung  davon  bat,  was  alles  bedeutet,  Sie  werden  nntcc  to 
vielen  Beziehungen  die  wesentlichen  nnd  notwendigen  uicbt  utiW- 
scheiden  können,  manches  zur  Auwenduitg  erforderliche  wol  gar  nictil 
keuneu  lernen.  Eben  dieses  Notwendige  nnd  zwar  dieses  allein  gibt 
die  Euklidische  Molhodo  und  erfUUt  damit  die  erste  Fordcning,  to 
des  Verweilens  im  cngeu  Ideenkreise.  Es  ist  ein  Widerspruch,  mtl 
dieser  Forderung  das  Streben,  gleich  anfangs  den  Blick  xu  erweittn. 
verbinden  zu  wollen;  eins  arbeitet  dem  audorn  entgegen. 

Sehr  oft  IBsst  sich  die  Meinung  vernehmen ,  das  Feethalteo  u 
der  Euklidischen  Methode  btruhe  allein  auf  dem  alteu  Uerkommon- 
Nun  sind  aber  nach  Beoker's  Rechnung  die  Reform gedanken  berEdti 
70  Jahro  lang  tätig.  Wie  geht  es  dann  zn,  dass  noch  keine  wasuit- 
lieh  abweicheude  Bearbeitung  entschiedene  Anerkennung  gefonden 
hat?  Obgleich  längst  widerlegt,  ist  es  immer  von  neuem  das  genaooie 
Vorart«iI,  wodurch  sieb  die  Reform  meistens  einzuführen  sucht  Jode 
fängt  von  neuem  mit  dersolbea  Lfisternng  an  und  schliesst  mit  dem- 
selben Miserfolg.  Die  Reform  würde  auf  einem  weit  klarerem  Boden 
stehen  nnd  mehr  Achtung  gewinnen,  wenn  sie  mit  der  Frage  be- 
gönue:  Welche  Eigenschaften  der  Euklidischen  Methode  mflssea 
festgehalten  werden,  damit  der  mathematische  ITuterricht  seinen 
Zweck  nicht  verfehle'?  Der  Verfasser  legt  sich  diese  Frago  nicht  vor, 
ist  vielmehr  gleich  von  Anfang  und  im  allgemeinen  und  ganzen  gegef 
Euklid  eingenommen,  zeigt  sich  aber  offen  für  die  Lebren  seioei 
eigenen  Erfahrung,  welche  ihn  doch  Punkt  für  Punkt  dom  Eakltd 
naher  fuhren.  Er  verteidigt  die  Darstellungsform.  welche  den  Lch^ 
satz  zu  Anfang  stellt  und  den  Beweis  folgen  lUsst,  und  gesteht,  dan 
ihn  die  Uebereiü Stimmung  in  diesem  Punkte  güugtiger  fOr  Kaklxl 
gestimmt  habe.  Diese  Form  ist  doch  also  schon  eine  Eigcsscliaft 
der  Methode,  von  der  wir  nicht  abgeheu  dürfen.  Auch  ist  dios  ni<^l 
die  einzige  Concession:  auch  seine  Erkiäruug,  dass  die  projecttvisch« 
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Oeomctrie  nicht  an   die  Stelle  der  Euklidischen  tn  set/mi  ist,   zeigt 

,  iD<tir«-t ,   das  letzlere  manchi's  lios^iut ,   was  wir  nicht  ohne  weiteres 

hlW  lassen   hönnen-    Ein  Püokr ,   und  zwnr   ein  wichtiger .  ist  da- 

Lgegen  im  Programm  nicht  Iiemhtt,  steht  alter  in  ßeziehnug  zn  einer 

fitalle   in   der  gegenwärtigen   Stbrift.    Diese   empßelilt .   den   streng 

iasenacbafllichen  geometrischen  tJiiterriclit  erst  in  Obertertia  zu  bo- 

innen  nnd  ihm   in  Qnarta  nnd  Untertertia  einen    propitdeuti sehen 

[Jnterricht  vorhergehen  zu  lassen,  der  äicb,  um  es  kurz  zu  sagen,  auf 

Beobacbtnng  beschrankt,  die  dabei  bemerkten  EiBioDScbaften 

Figuren  nicht  beweist.    Ob  dieses  Vorgehen  zn  cliimn  guten  Ziele 

Rlhrt;    musa   erst  die  Erfahrung  zeigen.     Hier  ist  es  jedenfalls  selur 

naaeitjg  erwogen,  indem   bloss  in  Dotracht  gezogen  wird,   dass  ab- 

ttracte    CegenstHnde    leichler    von    illtern    Schillern    gcfasst    werden, 

leitende  Gesichtspunkte  ^ar  nicht  aofgestellt  sind,   ein  [.ehrbnch  un- 

ft&tig  sein  soll,  weil  ja  der  nachherige  strenge  Cnrsus  alles  mangelnde 

ITKSnzG.    Was   dabei   ausser   Aeht  gelassen   ist,   liegt   nahe  genug. 

'erden  die  Schfilor  leichter  ober  den  Berg  hinwegkommen,  nacbdom 

e  zwei  Jahre   lang   »or   demselben   Halt  gemacht  haben?   Worden 

B,  nachdem  sie  bereits  eine  Menge  geometrischer  Gegcnst.tndo  kcn- 

m  gelernt  nnd  sich  oberflächliche  Itegriffn   angeeiguet  haben,  ge- 

•igter  nnd  fähiger  sein,  noch  einmal  Winkel,  Dreieck  n.  s.  w,  rllck- 

ncbtlicb  lo^scher  Bezielmngen  anzusehen,   ohoo  dass  ein  wirklicher 

realer  Zuwachs   an  Kenntnissen   die   Muhe   lohnt?   Keinem   Lehrer 

wol  diu  Bemerkung  entgebou,  daas  Schiller  in  den  ersten  Jabron 

Ses  Unterrichts  jeüpn   neuen  Lehrgegcn stand   ubnc  Unterschied  was 

Umen  geboten  wird   mit  gkicber  Spannung  aufaelimen.     Wird  dieso 

Zeit  mit  Verwoilen   h<t\   dun  einfachsten  Figuren  benutzt  um  siu  mit 

zur  Folgerung  uotwcndigen  BczieLungcn  vertraut  zu  maulien,  so 

•ird  man  keinem  Widerwillen  begegnen.    Spftter  werden  sie  wAliIo- 

yischer,  dt-r  Gegenstand  scheint  ihnen  zn  armselig;   da  ist  die  zum 

prftdsen   Znwerkegehen   erforderliche  Geduld   für    sie   eine  schwere 

Aufgabe.    Diese  wird  schon  an  sich  nm  so  abachreckeudor,  jo  weiter 

rie  ohne  Prftcision  fortgeschritten  waren;   nun  kommt  aber  noch  die 

^UBtatung  hinzu,  dass  i>ie  beim  Beweis  nicht  allein  die  vürhergühcu- 

den  Sätze  wissen,  soudi'm  dieselbe  auch  von  den  aus  dem  propüdeu- 

Uschen  Unterricht  bekannten  Sätzen  unterscheiden  sollen,    die  hier 

boine   Gellung   haben.     Wenn  der  Verfasser  eine  Methode  des  pro- 

p&dentischen  Unterrichts  kennt,  welche   von  allen  diesen  Nachteilen 

f  frei  ist,  so  wird  er  ein  neues  Problem  lösen,  indem  er  davon  Kceben- 

}  Schaft  und  dazu  Anleitung  gibt.    Bis  jetzt  hat  mau  die  Nachteile  nur 

I  durch  äusserste  Beschrankung  des  Umfangs  so  gut  als  mügUch  za 

1  Yerringern  gesucht.  . 

}  Die  Schrift  wendet  sich   nun   zu    den  Beconsionen  der  fl^^H 
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Bdchor  des  Verfassers.    Die  in  diesem  Archiv  Dntbaltcacn  sind 
lieh   reichlich    bedacht   worUeu.    Die  HaupUtellen    sind   va    citnür 
mitgeteilt,  and  die  Antwort  daratir  übergeht  keinen  Punkt  mit  Süll- 
schweigen.    Gletchwol  ist  die  Bebaiidlung  der  Fragon  nicht  der  Art, 
dass  sie  dem  Anfwam!  entsprechend  den  Zweck  fördern  könnte;  at 
ist    mehr    darauf  gericiitct   dnrcb  dialektische  Kanstgriffe    die    Ent- 
scheidung hiiianszu  sc  hieben  und  fOr  diesmal  noch  dem  Urteil  2a  cut- 
geheu  als  die  Sache  zu  klären.    Die  erst.o  Antwort  hegtnnt  mit  eiaeu 
persönlichen    Ausrall  gegen    den  ßecensonten,    indem    sie  demsellxii 
ein  Dogma  von  vermeintlich  unfehlbarer  Wahrheit  zuschreibt  —  noI 
nur  um  dem  zuvorzukommen ,  dass  man  vom  Verfasser  ein  gleicbrt 
sage.    Es  baudelte   sich  um  die  Bedeutung  der  Axiome  der  Gcoaii'- 
tric.    Der  Verf.  erklärt  sie  ffii-  unmittelbar  einleuchtende  S&tze;  bat 
aber  au  einer   Steile   gciiussert,   dass   man  bei   obexüächlieher  Be- 
trachtung far  ciulcncbtend  baltcn  könne,  was  nicht  einmal  wahr  «cl- 
Der  Itcf,  glaubt  nicht  an  die  Untrüglichkoit  jener  Divination,  wclcie 
uhne  bewussten ,   angebbaren  Grund  Urteile  als  sicher  aufstellt,  uDiI 
hat  nach  Hinweis  auf  des  Verf.'s  eigene  Mahnung  zur  Vorsicht  u 
einem   weitem  Beispiel   aus   dessen  Lchrhoch   (Axiom  III.}  f/iiä^ 
welcher  Täuschung  eine  soluho  Divinatiou  ausgesetzt  ist.    Kann  tun 
hier  von  einem  Dogma  redeu,  so  ist  oa  nicht  vom  Ref.,  sondern  mm 
Verf.  aufgestellt  uod  ohne  Widerlegung  des  Entgegenstehendeu  fest- 
gehalten  worden;   der  Zweifel   daran  kann   doch  kein   Dogma  sdn. 
Jetzt  verkehrt  der  Verf.  zur  Verteidigung  alle  Aussagen  in  ihr  Gogea- 
tcil.    Zunächst  soll  die  obige  Aeussernng  nur  von  Fällen  der  Uu- 
achlsamkeit  gelten,  und  unter  „oberflächlich"  verstehe  er  ttborhauiit 
„unachtsam".     Oh  jemand  das  fOr  gleichbedeutend  halt,   sei  daluit- 
gostellt;  im  Bericht    ist  beidos   unterschieden   berücksichtigt     Dur 
wörtliche  Inhalt   des   dem  Ref.  zugeschobenen  Dogmas   lautot   niUi 
„dass  alle  unmittelbare  Erkcniitniss  nur  oberllilchlich    sein  könne". 
Dies  sagt  der  Verf.,  wol  zu  merken,  in  seiner  abweichendcJi  Wort- 
dentung.     Oberflächlich  nennt  man  aber,   wie  das  Wort  seibat  sagt, 
dio  Urteile,  die  auf  das  äussere  AuBchaueii  des  NUchstUegeuden  bin 
ohnu   oingehendes   Studium,    ohne   gründliche   Untersuchung  ge^t 
werden;  es  schliesst  nicht  aus,  dass  dieses  Anschauen  alles  Iren  auf' 
nimmt,  was  sich  ihm  darbietet.     Da  es  nun  ein  Widerspruch  ist,  un- 
mittelbar evident  zu  nennen,  was  auf  gründlicher  Untersuchung,  ja 
abcrhaupt  auf  Ueberlcgungeu   beruht,   so   war  wol   der    obige  SUz 
selbstverständiich.    Auch  war  bis  dahin  dem  Eef.  durch  keinen  Ein- 
wand dagegen  ein  Aulass  geboten  ihn  zu  vertci<ligen.    Erst  jetzt  bat 
der  Verf.   in  der  Wortdeutnug  ein  Mittel  gefunden   ihn  anzufechten. 
Was  er  von  Verketiserung  sagt,  ist  aas  der  Luft  gegriffen ;  diese  Be- 
schuldigung mochte  er  doch  mit  Worten  des  Berichts  belegen.   Doch 
!  jener  Umdentung  und  gerade  durch  die  Verkehrung  der  Auf- 
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verfällt  er  ncitorhiu  in  don  gODaiiDtoii  Widerspruch,  dem 
er  durch  oralere  entgehen  wolltf.  Ref.  hatte  vom  Axiom  III.  aus- 
gesprochen, dasa  es  bei  obcrtlächlicher  Dotrachlung  für  evident  ge- 
halten werden  könnte.  Der  Verf.  erwidert  jetzt:  allerdings  künutc 
es  bei  oberflächlicber  Betrachtung  bezweifelt  (!)  werden,  doch  uach 
gewissen  Uebcrlegongon  —  es  werden  deren  eine  lllugere  Reibe  auf- 
geffibrt,  die  schwerlich  der  Schiller  von  selbst  anstellt,  nnd  deren 
jode  wieder  neue  Fragen  hervorrnfen  wflrde  —  wUrdo  die  Riuhtigkcit 
dea  Axioms  einleuchten.  Ist  nach  allen  diesen  Ueberlegungen  das 
Axiom  noch  unmittelbar  evident? 

Das  Qbrigc  bedarf  wol  nur  kurzer  Antwort.  In  Botreff  der  Bo- 
merknng  über  kUrzeete  Distanz  (welche  keiner  Ansicht  dea  Verf. 
entgegentritt)  sei  gern  eingeräumt,  dass  aio  au  unrechter  Stelle  an-  , 
gebracht  war  nnd  wol  deshalb  nicht  verstanden  worden  ist.  Daa 
Wort  „mitbin"  mag  nicht  als  folgernd  gemeint  sein;  Hess  es  sich 
aber  nicht  entbehren,  um  so  Bchlinimer.  Die  Auffassung  der  Axiome 
ftls  Hypothesen  verwirft  der  Verfasser  in  der  Beaorgniss,  dass  da- 
durch den  Schülern  die  Lust  zu  weiterer  Forschung  gerauht  würde, 
Sie  sollen  ihre  „anschaulich  evidente  Erkenntuiss"  solange  für  zn- 
verl&saig  halten,  bis  ihnen  die  Möglichkeit  des  Irrtums  gezeigt  wird. 
Sollte  man  meinen,  dass  in  unscrn  Zeiten,  wo  die  Erfolge  der  auf 
wissentlich  feblbarc  Hy])othesen  bauenden  Forschung ,  die  auf  keiner 
»priori Btis che n  Basis  zu  gewinnen  waren,  bekannt  sind,  sich  jenes 
alto  Vorurteil  noch  könnte  iuiren  lassen  I  Wenn  der  Verf  meint,  über 
der  Coutroverse  sei  der  übrige  Inhalt  seiner  Schrift  überaeheu  wor- 
den, so  ist  das  ein  Irrtum;  das  Vieltcilige  eignet  sich  einmal  weniger 
zur  Besprechung,  und  einzelne  Punkte,  auf  dier  or  besonders  Wert 
l^:te,  hatte  der  Verf.  nicht  hervorgehoben.  Hoppe. 


Vermisclite  Hchriften. 

American  Jourual  of  Mnlhematics.    J.  J.  Sjlvestor,    Editor, 
j  Thomas   Craig,   ph.  Dr.,   Asaislant  Editor.   Pnblishud  nitd«r  b 
I  ^aspicoa  of  tho  Johns  Hopkins  Uuivoraity.    Voinmo  1 


Der  Inhalt  des  6.  Bandes  ist: 

Ä.  Cayley:  Noto  über  eine  Tcilungsroibe- 


12  LiU*rarüeAeT  atrieht  V. 

Th.  Cr&i^:  Ueber  Tiorfache  Thetafnoctionen.  —  Ueber  gflwiMft 
Gruppen  von  Relationen,  denen  jene  genügen.  —  Ueber  Tbelaftiw- 
tionen  mit  compleson  Charakteristiken. 

A.  L.  Daniels:  Zwei  Noten  über  WeierBtrass'  Theorii^  dir 
uUiptischen  Functionen. 

G.  S.  Ely:  Die  grapbiüclie  Methode  ange>Min{]l  nal  zusaDimfii- 
geaetzie  Teilungen. 

Dr.  F.  Franklin:  Note  über  die  Entwicklung  dnea  atgplifji- 
scbon  Braches. 

A.  8.  Hathaway:  Einige  AafaSfzc  über  die  Zahlcnthooria 

M,  Her  mite:  Ueber  eine  Formel  bezüglich  auf  die  Tbeorie  drr 
Functionen  eiuer  Variabein. 

G.  W.  Hill:  Ueber  geniase  niöglicbo  Kürzongen  in  der  ft.- 
rechuung  der  tangperiodiacben  Ungleichheiten  in  der  Bcnegangitn 
Mondes  infolge  directer  Einwirkung  der  Planeten. 


E.  W.  Hyde:  Rechnung  der  Richtung  und  Lage. 


ngmj 


M.  Joukins:    Beweis  eines  Satzes  übur  Teilnngiin, 
Liste  der  Correcüoneu  zu  Prof.  Sylvestor's  constructiver  Theorie  dw 

Teilungen. 

W.  W,  Johnson:  Die  imaginiire  Periode  der  dlipÜKbca 
Functionen. 

E,  McClintock:  Ueber  die  Lösungen  der  GleicbungcD  S. 
Grades. 

P.  A.  Mac  Mahou:  Sctnivarianten  und  sjinmL-trieclHi 
Functionen.  —  Note  über  die  Entwicklung  eines  algebnuBchen 
Bruches.  —  Symmetrische  Functionen  der  Wur/.elu  einer  Glcichtmg 
13,  Grades. 

H.   A.    Rowland:    Ueber   die   Foripflanzuug   einer    belicbijon 
elektromagnotischon   Stfiiuug,   über  sphärische  Lichtwellen  und  i 
dynaniiscbo  Theorie  der  Diffractiou.  ^ 

Ch.  H.  Smith:   Eine  graphische  Methode  der  LOsuog  l 
scher  Dreiecke. 

W,  E.  Story:    Uober  die  abEOlnto  Classificatioii  i 
acben   Oerter    und    ihre    Schnitte   mit   cinauder 


F 
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1.  5.  Sylvester;    Vorleauiißen  über  die  Principien  der   allge- 
meinen Algebra. 

C.  A.  van  Velzer:  ZoBamroen gesetzte  DeterminanteD. 

G,  P,  Yoaug:   Principieu  der  Lösung  von  GleichuDgen  hohem 
GmUea,  ni?l)8t  Anwendangeu,  —  I^süng  Kisharcr  GIctcbnogoD  5.  Gra- 


Acta  Matheinatica,  Zeitschrift  herausgegebeo  vod  G.  Uittag- 
Leffler.  4.  Stockholm  1884,  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  n. 
Mnller.    Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inlialt  des  4.  Bandes  ist: 

P.  Appell:  Uehcr  die  FuDctioncn  dreier  reeller  Variabein,  die 
der  DiffereDtialglcichung  ^F=Q  geuügeti. 

C.  A.  Bjerknes:  HydrodynAmischü  Untorsucliungen.  1.  Die 
hydrodyaamiscbeu  Gleichungcu  und  die  ergänzenden  Rclationoti. 

G.  üantor:  Von  der  MUchligkeit  vollkommener  Gesamtheiten 
von  Punkten. 

G.  DarboDZ;  Ueber  die  partielle  Differential  gleich  nng  3.  Ord- 
nnng  der  orthogonalen  Systeme. 

E.  Goursal:  Beweis  des  Cauchy'scben  Satzes. 

Cb.  Hermite  und  L.  Fachs:  Ueber  eine  Entwicketung  in 
Kettenbrneb. 

Sophie  Kowalevski:  Ueber  die  Reduction  eiuer  bestimmten 
Classe  Äbel'Mclier  Integrale  3.  Ranges  anf  elliptische  Integrale. 

E.  Lagncrre;  Ueber  einige  Punkte  der  Theorie  der  unmeri- 
scbeu  Gleichungen, 

L.  Matthicssen:  Untersuchungen  über  die  Lage  der  Brenn- 
linien  eines  unendlich  dllnneii  Strahlen bündela  gegen  einander  und 
gegen  einen  Uauptslrahl, 
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H.  Poincar6:  Uebor  die  Gruppen  der  linearen  Gleichoogen. 

L.  Sc  lief  fl  er:  Beweis  des  Laurent'schen  Satzes. 

N.  So n ine:   Uober  die  Verallgemeinerung   einer    Formel   von 
Abel. 

Chr.  Zell  er:    Zu  Euler's  Recursionsformel  fflr  die  Divisoren- 
summeu. 

H. 


Lül*rtriielur  B*nekl   VJ. 


Litterarischer  Bericht 

VI. 


Physik. 

Die  Pbysik  im  Dienste  der  Wissenschaft,  der  Kunst  uud  dei  J 
praktiscboD  Lebeus.  Unter  Mitwirknog  von  Dr.  J.  von  Be 
Abteil nngsvoritaiid  aof  der  dcutschi'U  Scewarte  in  lluinburg ;  C.  G  r  a  h  •  1 
wiukel.  kais.  Poslrat  in  Frankfurt  a.  M.;  Dr.  L.  Hartw 
AssistoDt  an  der  Univ.  Sternwarte  iu  Strossburg;  Dr.  E.  Lommel,! 
Professor  an  der  Univ.  Erlangen;  Dr.  F.  Melde,  Prof.  an  d.  Univ.  F 
Marburg;  Dr.  J.  Bosenthal,  Prof.  an  d.  Univ.  Erlangen;  Tli.J 
Schwartie,  Ingenieur  iu  Leipzig;  Dr.  A.  v.  Urbnnitisky, 
Assistent  an  d.  tecliu.  Hocbschuie  zu  Wien;  Dr.  H.  W.  Vogel,  Prof.  j 
an  d.  techii.  Hocbacbulo  zu  Berlin;  Dr.  J.  H.  Wallentin,  Prof.  fl 
am  Oberg}innasiuin  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  beransgegeben 
G.  Krebs,  Oberlolirer  au  der  Musterscbulo  (Rcalg>'mnaHium)  zu  1 
Frankfurt  a.  M.    Stuttgart  I8J^3.    Ferdinand  Enke. 

Das  Werk  beliandult  eine  Aiizabt  solcher  ])byaikali scher  Ent- 
deckungen, welche  in  neuerer  Zeit  durch  die  an sgedebu teste  An- 
Wendung  bekannt  geworden  sind.  Es  gibt  in  den  folgenden  13  Auf- 
sätzen deren  Erüudungs-  und  F er tbildungsgescbi eilte  and  so  viel  von 
der  Theorie  und  Technik,  als  /um  Verständniss  des  Zusammeubaugs 
erforderlich  ist,  mit  einigen  eingelegten  HolEscbnitteu,  Die  Titel  der 
Aufsätze  sind:  Vogel:  Im  photographischcn  Atelier.  Lommel: 
Spectrum  und  Spcctralanatysc.  Krebs:  Eine  meteorologische  Sta- 
tion. Bebbor:  Auf  der  deutseben  SeewarCe.  Eoseuthal:  Hciznug 
und  VealilaliOD.  Heide:  Die  Akustik  iu  ihren  Uauptbeziehangen 
ischen  hiätruiiKiiteu.    Schwartze:  Die  Motoren 


•hangen    ^^J 
ren  des  ^^^| 
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Kleingewerbes.  Urbanitzky:  Die  elektrischen  Maschinen.  Wal- 
lentin:  Kerzen  und  Lampen,  Urbanitzky:  Der  Eampf  des  pick- 
Irischen  Lichtes  mit  dem  Gaslichte.  Wallcntin:  In  der  gatvano* 
plastischen  Workstilttc.  Grahwinkel:  Die  Telephonie  und  ihre 
Verwendung  im  Verkehrsleben  der  Gegenwart.  Hartwig;  Auf  der 
Siernwarto.  H, 


Die  Spaunungs-Elektricit£t,  ilire  Gesetze,  Wirkungen  und  tech- 
nischen Anwendungen.  Von  K.  W.  Zenger,  o.  ü.  Professor  der 
Physik  an  der  k.  k.  bObni.  tocbn.  Hochschule  in  Prag.  Mit  äG  Ab- 
bildungen.   Pest,  Leipzig  (l»dl).    A.  Hartleben.    252  S. 

Das  Bach   gibt  genau  das,  was  der  Titel  sagt.     Es  eignet  sich 
zur  Solbatbelehruiig   ohue   Rücksicht   auf  Studium  und  Borof. 
Inhalt  ist  selbstverständlich. 


ieKender-  i 


Die  Genoratüren  hochgespannter  Eleklricitfit  mit  Tonrlegender - 
Berücksichtigung  der  Elektrisirmaschinen  im  engeren  Sinne.  Voa 
Dr.  Ignaz  G.  Walleu t in,  k.  k.  Professor.  Mit  75  Abbildungen. 
Wien.    Pest,    Leipzig  (1884).    A.  Hartlebon.    271  S. 

Auch  dieses  Uuch  ist,  wie  das  vorige,  zur  Selbstbelehrnng  ohne 
Rücksicht  auf  Studium  uud  Beruf  eingerichtet.  Seine  Aufgabe  be- 
steht darin,  die  Apparate  in  erforderlicher  Vollständigkeit  zu  b&- 
BChreibeu  und  ihre  Wirkungsweise  darzulegen.  Unter  diesen  werden 
nach  einander  behandelt:  die  Reib ungselektrisirmasch inen,  die  Elek- 
trisirmaschinen, welche  auf  den  Principien  der  Influenz  and  des 
Trausportes  der  Ladungen  beruhen,  Apparate  nach  dem  Princip  der 
Metall inductoron,  luduetiousapparato  als  Generatoren  hochgespannter 
ElcktriciUtt,  A  ccurou  lato  reu ,  die  rheostatiache  Maschine,  Hierbei 
werden  keine  Kenntnisse  des  Gegenstandes  vorausgesetzt,  sonderu 
die  zum  Verstund ni SS  erforderlichen  Begriffe  vorher  erläutert,  weiter- 
hin auch  das  zur  Messung  der  Kräfte  gehörige  Vorfahren  gelehrt, 

H. 


H  Kra 

li 


Die  physikalischen  Grundsätze  der  elektrischen  Kraftübertragung. 
Eine  Einleitung  in  das  Studium  der  Elektrotechnik,  Von  Josef 
Popper,    aiit   einer    Figurcntafel.    Wien,    Pe«L    Leipzig    (HttM)..^ 

A.  Ilartlebcn.     55  S. 

In  dieser  Arbeit  war  der  Verfasser  bestrebt,  das  theoreUi 
interessante  ,nnd  praktisch  so  wichtige  Problem  der  elaht 
KraflUbertragong  in   seiner  grössten  Allgemeinheit  als   elektr 
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Transport  von  Energie  überhaapt  —  in  gründlicher  und  systemati- 
•cher  Weise  za  behandeln,  nm  dem  Physiker,  Elektrotechniker,  wio 
auch  dem  Unternebmer  die  Kenntuias  aller  Jenor  Factortn  zu  ver- 
schaffen, die  bei  diesem  Problem  massgebend  sind.  Um  diesen  Zweck 
zu  erreichen .  wird  zncrat  eine  aligemeino  üebersicht  Über  die  ver- 
schiedenen Arten  von  Kraft Qbertragung  Qberhanpt  gegeben,  sodann 
gezeigt,  welche  GrCssen  speciell  bei  dem  elektrischen  Transport 
von  Arbeit  gemessen  werden  müssen,  nnd  welche  physikalische  Be- 
dentnng  denselben  zn  Gmodo  liegt;  dabei  wird  der  allgemeine  Ar- 
beilsbegriff  und  der  sonst  so  schwierig  zu  erfassende  Begriif  des  Po- 
tentials in  leichtfasslichor  Weise  von  der  elementaren  Hocbanik  an- 
gefangen bis  hinein  in  das  Capitel  der  statischen  nnd  dynamischen 
£lektricit£t  gleichartig  durchgeführt  nnd  hiedurch  anch  die  Bedeutung 
der  elektrischen  Maas smeth öden  priucipiell  klargelegt.  Gegen  Schiusa 
der  Arbeit  werden  die  ftlr  den  Elektrotechniker  nnd  Unternehmer 
wichtigen  Betrachtungen  Aber  die  Ookonomie  des  Betriebes,  Aus- 
nutzung des  Antagecapitals ,  Einflusa  der  Distanzen,  der  Spannungen 
n.  B.  w,  in  conciscr  Weise  zusamniengefasst,  so  dass  sich  Jedermann 
anch  von  Fall  zu  Fall  ein  Urteil  zu  bilden  vermag  Über  jene  Um- 
aUnde,  von  welchen  das  Ergebaiss  einer  elektrischen  Kraftübertragung 
abhängt,  und  welche  näheren  Detailstudien  stets  zn  machen  sind,  nm 
eine  solche  Anlage  geschäftlich  calculiren  zu  können.  Zur  noch 
grosseren  Erleichterung  des  Verständnisses  wird  sch1i>.'3slich  der  bis- 
her am  vollständigsten  stndirte  nnd  gemessene  Fall  einer  elektri- 
schen Kraft Ubertragnug  durchgeführt  und  unter  Zugrundelegung  deB  . 
Diagramme»  dazu  benutzt,  jede  einzelne  der  conventioneil  bezeich- 
neten Grössen  vor  das  Auge  zu  fuhren  nnd  die  allgemeinen  Begriffs 
nnd  Betrachtungeu  an  einem  speciellen  FiiÜQ  zn  illnstriren.  Nach 
dem  Studium  dieser  Arbeit  wird  wohl  Joder  eine  grUudlicho  Einsicht 
in  das  Problem  der  elektrischen  Kraftübertragung  gewonnen  haben 
und  mit  Leichtigkeit  im  Staude  sein,  dessen  weitere  Entwicklung  mit 
■elbstlLndigeu  Urteil  zu  verfolgen 

A.  Hartlebeu's  Verlag. 

Diesem  Urteile  treten  wir  vollkommen  bei. 


Analytische  Theorie  der  Wärme.  Von  M.  Fonrier.  Deutsche 
Ausgabe  vou  Dr.  B.  Weinstein.  Mit  21  in  den  Teit  gedruckten 
Holzschnitten.     Berlin  1884.     Julius  Springer.     4TG  S. 

Die  Uebersotzung  der  „Theorie  de  la  chaleur"  vertritt  zugleich 
mit  dem  in  Breslau  erschienenen  unveränderten  Abdruck  eine  neue 
Aaifiaba  des  Werks,  welche  lange  Zeit  gefehlt  hat,  besitzt  aber  vor 
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dieser  den  Vorzug,  dass  dnriu  Dach  sorgfältiger  Rcvisiou  der  aul]'- 
tischen  Rechnungen  die  üahlreichen  Druckfehler  des  Originals  bewl- 
Ligt  sind.  In  der  Abfassung  ist  nichts  geändert,  nur  haben  mvgi 
HiuzufUguDgen  Etattgofunden :  itic  kleinem  Teile  haben  Uebcrschriften 
erhallen,  hin  und  wieder  ist  der  Calcul  des  leichteru  YerständniMes 
wegen  erweitert,  und  den  He ihenent Wickelungen  sind  Uberall  <li^ 
Grenzen  der  Gültigkeit  hinzugeschrieben.  Anmerkungen  sind  äelleo; 
die  Litteratur  ist  am  Schlüsse  zusammengestellt.  Das  Originalweik 
ist  bekannt  als  bahubreclieml  für  mathematische  Behandlung  itut 
Physik,  es  hat  die  da/u  ilicnendcn  Mittel  der  Analysis  bedutiltul 
vermehrt  durch  die  Theorie  der  trigouoinetriacheu  Reihen.  E»  !ie- 
handeit  die  Bcweguiig  der  Witruie,  hauptsächlich  in  festen  Kdrpen 
nebst  Ein-  und  Austritt  unter  äusseren  Eiuflflsseu.  Die  Hanpttlf 
schnitte  sind  folgende.  Nach  einer  Kinleitnng,  welche  die  analytiBche 
Gestaltung  der  physikalischen  Gesetze  vollzieht,  kommt:  Glotcliongeti 
für  dio  Verbreitung  der  Wärme;  Verbreitung  in  einer  unendlicljfli" 
rechteckigen  Ilalhplatte;  variircndo  Bewegung  in  einem  lUnge;  n- 
diale  Verbreitung  in  einer  Kugel;  desgl.  in  ciuera  uneudlicb  langon 
Cylinder ;  stalionürc  Bewegung  iu  eiuem  einseitig  unendlich  kngiiii 
rechteckigen  Prisma;  Bowegnuj;  iu  einem  Würfel;  Diffusion  ier 
Wärme;  allgemeine  analytische  Ergebnisse  Über  Integration  vobM- 
ferentialgldchuugeu  uud  Darstellung  von  Functionen;  Analyw  nnd 
Grundlage  der  Wärmetheorie.  U. 


Das  internationale  elektrische  Maasssystem  im  Zusammenhange 
mit  anderen  Maasssystemen  dargestellt  von  F.  Uppenborn,  In- 
genieur, Redacteur  des  Central blattes  für  Elektrotechnik.  (Enthtil 
die  Beschlüsse  der  beiden  Pariser  Congrosse  (1881  und  188i)  nebst 
genauer  Erläuterung  von  deren  Co n Sequenzen.)  2.  Auliago.  MSa- 
chen  und  Leipzig  1884.     K.  Oldeubourg.    26  S. 

Das  elektrische  Masssystem  beruht  auf  dum  meclianischcD.    Ob- 
wo!  man  diese  Grundlage  als  bekannt  und  feststehend  zu  betracUlen 
pflegt,  so  war  es  doch  nicht  übcrtiOssig  eine  eingehende  Krorternng 
derselben  vorausgehen  zu  lassen.    Einesteils  lässt  die  Wahl  der  Ein- 
heiten Verschiedenheit  zu.  Über  welche  Entscheidung  nud  DefinilioD    \ 
erfordert  wird;    audernteils  kommen  auch  Zweifel  über  Begriffe  xia. 
Der  Umstand ,  dass  das  Gewicht  meistens  auf  eine  Frage    n«cli  tlor    . 
Masse  autwortot,  verleitet  sehr  stark  dazu  den  Ürbegriff  des  Gnrkbtt    I 
als  einer   Kraft  preiszugeben.     Dem  ist  hier  vorgebengt  durch  Hte- 
weis  auf  die  Erklärung   des  Congresses,    welche   das  Granimgcvlckt 
als  Kraft  bezeichnet  und  die  es  reprSsentirende  Masse  Gramtni 
nennt.    Die  fundamentalen  Einheiten  sind  nun  Centimetor  C.  { 
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mossc  O  und  Secnnde  S.  Änf  sie  werden  die  fcrncrn  mechanisch eu 
Eiahcilcn  der  Geschwiudigkoit ,  Beschleunigung,  Kraft,  der  Arheit. 
und  des  Effectes  reduelrt.  Dio  davon  abweichenden  tccliuischen  Ein- 
hei{£ii  sind  dann  aufgetülirt,  Vou  deu  elelctrischen  Massaystemen 
«erden  das  elelitrostalischQ  und  clelvtromognotiscfaD  behandelt  Die 
Massenciuheit  der  Elektricität  wird  durch  das  Coulorab'sche  Gesetz 
bestimmt,  die  Stromeinheit  aus  Farnday'a  Relatiou  hergeleitet,  Äns- 
fdhrliche  Erltlämng  bedurfte  die  Einheit  der  elektromotorischen 
Kraft.  Zn  diesen  kommen  für  das  elektromagnetische  Maasaystem 
hinzu  die  WidorBtiindseinheit  und  dio  Einheit  der  Capacität.  Das 
Fernere  handelt  von  den  gesetzlichen  Bestimmungen  und  CongreBS- 
beschiU^sen.  II. 


Zeitschrift  zur  Förderung  des  physikalischen  Unterrichts.  Her- 
gQBgegeben  und  redigirt  vom  Physiltalisch-technischen  Institut,  Lis- 
aer  u.  Bonecke.  Erster  Jahrgang  18H4.  Berlin  1884.  Lisser  d. 
Beoecke. 

Diese  neue  Zeitschrift,  welche  seit  October  t.  J.  in  monatlichen 
Heften  ersclieiut,  hat  sich  vor  allem  xar  Aufgabe  gemacht  Apparate 
za  Demonstrationszweckeu,  deren  Verfertiger  die  Herausgeber  selbst 
sind,  und  demonstrative  Experimente  anzugeben.  Solche  sind  anch 
dio  Gegenstände  der  Aufsätze,  mit  welchen  sich  eine  Anzahl  l'hy- 
&iker,  besonders  Lehrer  der  Physik  an  dem  Unternohmen  beteiligt 
babeu.  H. 


Vermischte  Scliriften. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab.  Udgivet  afSophus 
Lie,  Worm  Müller  ogG.  O.Sara.  11.111.  IV.  V.  VI.  VII. Bind. 
Kristiania  1877—181*2.    Alb.  Camraermeyor. 

Ueber  den  Anfang  dieser  Zeitschrift  s.  litt.  Her.  243.  S.  37.  Der 
3.  bis  7.  Band  enthlLlt  an  mathematisehen  Abhandlungen: 

8.  Lie:  Ncuo  IntegrationstliGorio  der  M ongc- Ampi ro'schen  Glei- 
chung. —  Die  Stüruugstheorio  und  dio  Borfihrungatrausformationen. 
—  Eine  Eigenschaft  der  Striner'schen  Flüche  3.  Claase  und  4.  Ord- 
T---"nlflächpn.  —  Synthetisch- 
iicheu.  I.  Ueber  reelle 
-  Pfaff'schen  Problems  2, 
L  'sehen  Fläche.  —  Theorie 
■    -.     1.  —  Sätze  über  Miüiraal- 


nung.    —    Ueb^r  -■■-".-  -•-}■ 
analytische  UdIi  : 
algebraische  Mm; 
—  Kleiner  Bellum  .-.   1... 
der  Transfonnatiunagrin- 
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fl&chon,  n.  m.  3.  —  BestimmnDg  aller  in  eise  algebnÜBche  Develop- 
pable  eiogcsrhriebeiieii  algebr&ischen  Integralfläcben  der  DifferentUl- 

glcieLuQg  *  =  0.  4.  —  Zur  Theorie  der  Flachen  conslanter  Krflin- 
mung.  4.  5.  —  Weitere  Unttrsachungen  über  Mini raalflät heu,  i 
"  üeber  Flächen,  deren  Erümnmngsradien  durch  eine  itolalion  vm- 
knttpfl  sind,  4.  —  BeatimniUDg  aller  Flächen  constanter  KrtLmmau| 
6.  —  DiacuBflion  der  Differentialgleichnng  *  ^  F^i).  6.  —  Truni- 
formalionslheorio  einer  partiellen  Uifferontialgleichang.  6.  —  ücW 
die  Integraliou  durch  bestimmte  Integrale  von  einer  Ciuse  lioeirer 
partieller  DifTerential gleich nngeu.  6.  —  Zar  Theorie  der  geodui- 
scheu  Cnrvon  der  Minimal flächon.  6.  —  Bestimmung  aller  Fläcliei, 
die  in  mehrfacher  Weise  durch  Translatianabewegiing  einer  Cono 
erzeugt  werdeu.  7.  —  Ueber  FJäcben,  die  inÖDiteBimale  und  llaetn 
T rausform ationen  gestatten.  7.  —  Ueber  gewöhidiche  Differenliil- 
gleicbnugcn,  die  eine  Gruppe  von  Transformatioueu  geotatt^u.    T. 

S,  A.  Scxü;  Wie  man  die  imaginäre  Grösse  vermeidet,  i.  — 
Sollte  sich  uicht  ein  reeller  mathematischer  Aasdrack  finden  lisxB, 
der  die  Rolle  der  imaginären  Grössen  abernehmen  und  dieselben 
Dienste  leisten  kOunto  wie  diese  Grössen?    7.  — 

H.  Geelmuyden:  Die  konische  Pendelbe wegnng.  5.  —  Be- 
merkungen Über  die  Theorie  des  Zodiakal lichtes.    7, 

Elling  Holst:  Ueber  algebraische  cykloidieche  Curven.  6, — 
Eiu  Beitrag  zur  methodischen  Behandlung  der  metrischen  Eigett- 
schaften  algebraischer  Curven,  7.  —  Analytischer  Beweis  eines  gco- 
metrischen  Satzes.  7,  —  Eiu  Par  synthetische  Methoden  m  dw 
metrischen  Geometrie  mit  Anwendungen.     T. 

J.  J.  Astrand:  Ueber  eine  none  Methode  zur  Löasog  1 
scher  Gleichungen  nten  Grades.    6. 

Jornal  de  Sciencias  Matheroaticas  e  Astronomlcas  pabUcad^ 
Dr,  Fraucesco  Gomes  Teixeira,  Professor  de  mathematica 
Universidade  de  Coimbra,  Socio  corrcspondente  da  Academia.| 
das  sciencias  de  Lisboa  e  da  Sociedado  de  scieucias  physicfl 
turacB  de  Bordeaux.  Volnme  III.  IV.  Coimbra  1881  — 186&.| 
preusa  da  Universidade. 

Der  3,  und  4.  Band  enthalten  folgende  Abhaudlungen. 

A.  Schiappa   Montciro:    Ueber  eine  im  Journal  de  i 
matiques  ^j^mentaires  (hernusgeg.  zu  Paris  von  Bourget  n.  Km 
geslellte  Aufgabe.    —    Lösung  der  Aufgabe  17.    —    Nota  1 
auf  doseriptive    Geometrie  über  den  Schnitt    der  Flächen  3.  ( 
—   LüBQUg  der  Aufgabe  16.    —    Nota  über  die    Strictiona 
ploids.  —  Lösung  der  Aufgaben  15.  14,  —  Ueber  die  1 
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der  Geraden  nnd  des  KröissB  !n  gleiche  Teile,  bezüglich  auf  eiae 
Aufgabe  von  Marecas  Ferroira.  —  Note  über  die  Erzcagaug  eines 
Kegelschnitts  mittelst  des  Kreises  oder  eines  aiidcro  Kegelschnitts 
und  über  andere  geometriacbe  Untersuchati  gen. 

L.  F.  Marrocas  Ferreira;  Ueber  ein  eeomctriacbes  Problem. 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Ueber  die  Transformation  der  Le- 
gendre'scben  Function  .V„  in  ein  bestimmtes  Integral.  —  Ueber  die 
dirccte  Rednction  einer  CJasse  vielfacher  bestimmter  Integrale,  — 
Boveis  eines  Satzes  you  Besge.  —  Note  über  die  Transformatiou 
eines  bestimmten  Integrals.  —  Ueber  einige  neue  Formeln  bezUg- 
Dch  auf  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen.  —  Losung  der 
Aufgabe  21. 

F,  Gomes  Teixeira:  Vorlesungen  über  die  Principien  der 
Infinitesimalrechnung.  —  Ueber  die  Mnltiplication  der  Determinanten. 

Pedro  Gomes  Teiseirar  Ueber  einige  aritbmetiscbo  Sfttze. 

A.  F.  ßocba  Peixoio:  Ueber  einen  Satz  bezüglich  auf  ebene 
Schnitte  des  Ratati onakogelB. 

J.  M.  Rodrigaes:  Ueber  eine  Formel  von  Wronski.  —  Ueber 
die  Theorie  der  Facnitäten.  —  Ueber  eine  Formel  von  Euler.  — 
Ueber  eine  Formel  von  Lagrange. 

Brensing:  Ueber  die  Geschichte  des  NoniuB. 

M.  BirgGF  Hansted:  Verallgemeinerung  der  Legendro'scheo 
Function  Xn. 

F.  da  Ponte  Horla:  Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Suarte  l.eito  Percira  da  Silva:  Ueber  einige  nnbcslinimto 
Integrale.  —  Dorivirle  beliebiger  Ordnnng  von  y  nach  r.  f&r/(T,i/)  =0. 

J.  C.  O'Neil  de  Medeiros:  Ueber  ein  Problem  der  elemen- 
taren Algebra. 

Ausaordeni  sind  7  nene  Aufgaben,  Nr.  18 — 24.,  gestellt,  und 
einige  Nachrichten  über  erschienenen  Bücher  gegeben.  II. 

>'ieuw  Arcbief  voor  Wiskunde.  Deel  XI.  Amsterdam  1884. 
J.  F.  Sitken. 

Der  Inhalt  des  lt.  Bitndes  au  Abhandlungen  ist  folgender. 

L.  Jan  so  Bz:  Ueber  die  graphische  Audösuug  der  sphärischen 
Dreiecke  und  daranf  gegründete  nautische  und  astronomische  Anf- 
gaben. 

P.  Tan  Geer:  Die  Methode  von  Roberval. 

D,  ßierons  de  Haan:  Zwei  seltene  Werke  von  Bencdictns 
Spinoza.  —  Ein  äusserst  seltenes  Werk  von  Albert  Girard, 
,Jnieittion  nonvelle  en  l'algdbre." 

P.  J.  van  den  Berg:  Ueber  dio  geometrische  Verbindung 
zwischen  den  Wur«Ipinikt<w    '  "icr    Gleichung  und  denen   ihrer  de- 


I 
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Ferner  aind   mitgeteilt    ein    Beweis   des   Ptolcinäisclien  Saties, 

"Welchen   ein  Schüler  4.  CInsso  der  hühern  Bürgcrschnio  in  Tiel  p- 

fuudcD  hat;   ein  Beweis  der  Formel  für  die  Anzahl  der  Combinilio- 

neu,    von  W.  Mantel;    und   die   in  den  Wiuterversammlungen  in 

Wisknndig  Genootachap  in  Amsterdam  verhandelten  Themata, 


Mathesis,  recucil  mathömatiqne  i  l'usage  des  Cooles  et  des  iU- 
blissementa  d'iastruction  raoyenne,  public  par  P.  Afansion,  Pro- 
fessenr  ordinairc  i  l'Univcrsitfi  de  Gaad,  Coireapondent  de  rAcsdiiaie 
ropale  de  Belgique,  etc.  et  J.  Nenberg,  I'rofesseor  k  l'üniveniti 
de  Li^ge,  Mombre  do  la  Soci^tä  royale  des  aciencea  de  Li^gc,  etc 
avec  la  collaboration  de  plusieurs  profossenrB  beiges  et  ttraugm. 
Tome  quatri^ine ,  annäe  1 884.  Gand  1864.  Ad.  Hoste.  Pirii, 
Gauthier  Villars, 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

P.  MansioD:  Abriss  der  Theorie  der  hyperbolischen  Fond 
nen.  ~  Aus  dem  Leben  von  W.  Snel.  —  Der  SOOste  Jahrcstig  J 
Erfindung  der  Differentialrechnung,  —  Curven  mit  Verzweig« 
punkt.  —  Erfindung  der  DifTerentialrechnung, 

Barbarin:  Sät7.o  über  die  Ellipse.  —  Aafgaben  Ober  die  E 

E.  Catalan:  Ueber  einen  Satz  von  Abel. 

Angolo  Genocchi:  Zusammenstellung  Terschiedener  Ds| 
suchnngen  über  die  Ovalen  von  Deacartea  und  einige  andre  C 

De  Rocqaigoy:  Arithmetiache  Aufgaben, 

Gelin:  Algebraische  Aufgaben. 

M.d'Ocagne:  Ueber  die  cantraleu  Transformationen  der  fi 
Curven. 

J.  Mister:  Schwerpunkt  einer  abgestumpften  dreiBeitige 
ramide.  —  Schwerpunkt  des  achrilg  abgeschnittenen  PriBmi 
Parallel  epipeds. 

E,  Cesaro:  Untersuchung  Über  Transversalen.  — Wal 
lichkeit  gewisser  arithmetischer  Facta,  —  Ueber  die  innere  Gle 
der  Cnrven. 

H.  Brocard:  Aufgaben.  —  Geometrische  Eigenschaft  eim 
wissen  Gruppe  von  2  Systemen  concontri scher  Kreise. 

H.  Schoentjes:  Ueber  die  Erzeugungsart  der  Conchoid 

Radicke:  Ueber  die  Summen  der  gleichhoben  PotenzMii 
Reihe  von  Cosinus. 

E,  Lemoine:  Verschiedene  Sätze  über  die  Antipar«Uele| 
Seiten  ciues  Dreiecks. 

Weill:   Ueber  ein  Zweieck  und  ein  Dreieck   aas  ; 
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Boije  af  Gonnüs:  Aufg.ibo  der  unbestira raten  Aualj'tik. 

Ausserdem  ontliSU  d^r  i.  Band  Lösungen  vieler  in  don  vorhcr- 
gebenden  gestellten  Anf«ahcii  nnd  100  neuo  Aufgaben,  Nr.  301  bis 
400.    Von  diesen  gesondert  sind  Examcnaufgabeu.  H. 

UittheUnneen  der  Matliematiacben  Gesellschaft  in  Hamburg. 
Nr.  3.  4.    1883.  1884.  —  18  + 3a  8. 

Aus  den  VorlrJlgen  sind  folgende  Ot^genstitnde  von  Interesso  her- 
vorzuheben. 

F.  n.  Keitü;  Ueber  die  ins  Werk  gesetzte  Verbindung  der 
Dreiecks uetzo  von  Spanien  und  Algier. 

Ahlborn:  Uobor  Connexe  nnd  Coincideuzcurveu. 

E.  l.ieboutbal:  Untersuchungen  ober  die  Attractiou  zweier 
homogenen  Körper. 

Plath:  Ueber  die  WioiiiTanflindung  des  Flanetcn  Sylvia.  Hier- 
bei die  Zasammenstollnug  der  von  1687  bis  ISftl  erhaltenen  20  Werte 
fOr  die  Masse  dos  Jupiter. 

F.  U.  R  e  i  t  z :  Ueber  den  Uohruann-Coradi'scbt^u  Flächen- 
iatcgrator. 

J.  F.  Bnbondey:  Ueber  die  Co u staute nbcatiuiinung  der  Fuuc- 
Üonen  durch  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hei  starlt  abwoicbondcu 
EiuKelnerten. 

P.  Jaerisch:  Uehor  die  Kritik  der  Anwendbarkeit  der  Glei- 
chungen der  Elasticitittathooric.  —  Ueber  anomale  Diaporsiun. 

Ecitz;  Ueber  das  Pcribeüotrop ,  Instrument  zar  Erleichterung 
des  Aufßndens  uener  Dreiecksp unkte  durch  Sonneuli chtblilze. 

Schnbert:  Ueber  die  Ausdehnung  dea  Begriffs  der  7  aritbnieti- 
Bchen  Operationen  von  höherer  als  3.  Stnfe, 

Ahlhorn:  Ueber  die  Beziehung  der  etliptiacben  Functionen  zur 
Geometrie. 

Wagner:  Ueber  die  Abbildung  ebener  Curvcu  und  Flücben- 
■tOcke. 

Erbss:  Ueber  die  Verwertung  der  Reaultato  photo  metrisch  er 
Heesnugcn. 

Bock:  Ueber  die  Eutwiekelung  von  Functioneu  in  unendliche 
Pro  du  etc. 

Abiborn:  Ueber  die  Uedtutung  der  Zahl  p  in  den  Abol'schen 
Functionen  und  ihre  Beziehung  zur  Geometrie. 

H.  Schüben:  UobcT  eine  ^'fwisao  Familie  von  Conßßurationen. 
—  Die  «dimcnsioualen  Vurallgcmeinernugeu  dos  Sdimenaiünolon 
Satzes,  dass  es  2  Stralileo  gibt,  welche  4  gegebene  Strahlen  schneiden. 

P.  Jaorisch;  I^sHn^p"'l''r  Fio='i''''^f'^leicbungen  von  der  Form 
A',«,y,»}oi  +«i»)  H. 
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Association  Fran^aiBO  pour  i'avaaccmeiit  des  BcieDccs.  CongrPt 
de  Lille  1884.  CongrÖB  de  la  Hocbelle  1882,  Paris,  an  eecrdnriit 
de  {'Association. 

Wie  aus  eincai  Auszug  ans  deu  St&tnten  zn  eraehcn ,  ist  6k 
ÄBSociatiou  FrEm^^isc  eine  dauernd  bestehende  GeEcilschafi,  dtirJHet 
durch  Anmclduuff  bei  dem  Couscil  bcitreicu  ksiiu,  mit  eiuem  Capittl 
in  Teilen  zu  50U  Francs.  Sie  uiitersclidJct  GrQndur,  dio  wenigitau 
oinou  solclicn  Teil  zoiclmcn,  und  MitöÜcdor  mit  jährlichem  littitng 
von  20  francs.  Uebcr  die  Cougrcsse  in  den  einzelnen  Städten  frtah 
roichB  und  die  aus  denselbea  hervorgehenden  PublicattunOD  sind 
lieine  nHhem  Angaben  geuiaeht.  Zwei  solche  Publicattouen  lie^ 
dem  Rof.  vor;  eine  drilto  aus  dem  Cougresa  zu  Algiei-  1881  iat  be- 
reits im  21ii.  litt.  Bericht  besprochen.  Üie  gegenwarti^n  siod  W' 
fasst  von  M.  E,  Lemoiue,  Iug6aieur  dvil,  Anciou  i:\b\e  de  l'Eccila 
polylcchninue.  Dio  erate  behandelt  dio  Piancullier'ächo  Vorriclitung, 
welche  mitteist  eiucs  k-iikbarcin  Gestängoa  bei  Führung  eines  Punkts 
im  Kreise  einen  aoderu  Punkt  in  gerader  Linie  bewegt,  oiu  Prindp 
welches  im  Auslaudo  mehr  bekannt  sei  als  in  Frankreich.  Die 
zweite,  bestehend  aus  3  Arbeiten,  leitet  17  neue  Drcieckssätze  lier. 

n. 

BoUetius  de  i'Aeadfmie  Royale  des  sciences.  des  lettre«  et  in 
beaur-artB  do  Bolgique.  3»"  sfrie,  t.  L  — V.  1881—1883.  Bmiel- 
les,  F.  Hayez. 

Die  5  ersten  Bände  der  :i.  Reihe  enthalten  folgende  malbens' 
Üsche  Arbeiten  nebst  Referaten  aber  dieselben. 

C.  La  Paige:  Note  über  die  Theorie  der  Polaren.  —  Ueb« 
gewisse  Covariantcn.  I.  —  Ueber  die  Curven  3.  Ordnung.  I.  3.  i. 
—  Deher  die  Theorie  der  binaren  Formen  für  mehrere  Reilieii  ?oo 
Variabein.  2.  —  Ueber  dio  geometrische  Darstellung  zweier  ein- 
förmigen Transformationen.  iS.  —  Ueber  einige  einförmige  geon* 
Irische  Tranafornialionen.  4.  —  Note  über  die  Uomographio  3.  Ord- 
nung. —  Uober  die  Flächen  2.  Ordnung.    6. 

F.  Samuel:  Note  Über  ein  Instrument  zur  Beschreib ung  TOD 
Ellipsen.    1.  2. 

Folio  {gemeinsam  mit  Lo  Paige):  Ueber  dio  Curven  3.  Ord- 
nung.   1.  3. 

Catalan:  Ueber  die  Legendre'schen  Funetioneu  X„.  —  Magi' 
sches  Quadrat  von  la  Villa  Albani  (Rom),  2.  —  Ueber  die  Addition 
der  ellliptischen  Funetioneu  1.  Gattung.  —  Einige  Sätze  der  rlcmcD- 
taren  Geometrie.  4.  —  Noto  über  dio  Theorie  der  Ketteulq'" 
i  gewisse  Reihen.  —  Ueber  eine  Doppelreihe.    5, 


Derijti.-  Note  iber  die  tlgcliniaclwn  Flieh«  ait  i 
mlL    2. 
««■  Teixeirft:    tlebcr  ria«  Cluw  nw  GklckaigeB  att 

DHerealiaJqwilicnUn  '2.  Orduung.    3.  —  InCegiitio«  dMr   ' 
*H  Glnckaagea  mit  piu-tiellen  DifferealialqBOtMStca  S-  (M- 
3. 

HftBiion:  FniluKoUles  Priucip  betreffend  di«  Berfthraog  to* 
Flicban.  welche  eine  gemdusamc  Erzeugende  haben.  3.  —  U«ber 
anea  Pinkt  d«r  Theorie  der  Fourier'scbeii  Keibeo.  3. 
£.  Weyr:  Ueber  die  InTolatioDsflficbea.  4. 
Boblin:  TeUnog  eines  Winkels  oder  Bogeiu  in  3  progrean«* 
md  proitortionale  Teäe.  l  ~  Ueber  £e  Venloppelnng  des  En- 
ku.   & 

Genoccbi:  Cdier  die  Fonctionen  Ton  Pr7oi  nnd  Hermite    4.  ö, 

Ssntreaiz:  Venacb  der  AnweDdang  der  Geomotrie  mit  {m1t> 
SBBslen    nnd   poljedriKbeu  Coordinaten   auf  die  LOsqdk   der  GIci-    , 
shmagfa  3.  »d  4.  Grwle«.    4. 

Bonkar:    Venncfa  der  BesümmnDg   der  Ti^gbettHoomente  ikx 
Eidiph&roids.    5 

De  Tilly:  Cebef  den  Satz  toa  Chisles  bezOglich  aaf  Cenual- 
«XM.     5. 

Wllmart:  LOm«  des  Enkbd'sdieii  PoatolaU.    b.  H. 


Verstagen  ea  Kededeeünsen  der  KostakUjk«  Akadeaüe  ns 
WeteMchapp«n.  Aide^ng  utEnTfamde.  Tweede  reek>.  Ackitieiid« 
deaL    ABKterdam  ieS3.    Johaonei  llDUer. 

Dar  la  Teil  csthUl  folgeBde  mMthtmi^hüte  Abbaodliuigen. 

Ch.  3L  Scholl:  B«reeknng  des  Abnuiden  nnd  Azimota  aoa 
LiBg«  nnd  Breil«.  —  Ueber  des  AomUbu  eines  Dreieckiaetzes  «on 
riedenr  Lage  u  3  Pmikte  eiaea  hohen. 

W.  Kaptejn:  Einige  PewwkaB^ui  flhcr  gewöhnliche  lineare 
PMfeieatialgjeichaagep- 

D.  Btereni  de  Haan:  Baattofle  (Br die  Geaehicht«  d«  matfae- 
wHith"  aad  Natnr-WtBteaadtaftea  ia  de«  Slederiandcn. 

J.   Baeao    de   Meiiiaita;    AUgeneiae  (Hekhnagoo    ftlr  du   > 
«etrtnrtea  lÄt»ea&jaUtt. 

D-  J.  Korteweg:  Allg«aMfae  8«tn  betrefeod  die  atayrnriM 
Bewegnng  eiaer  laaM^nariMa,  reibeadea  PltariglcBiL 

Aoooal  Report  of  thc  Bovd  «f  BegcsU  «f  Um  Bai 
«litntioB,  aboDing  the  operatioaa,  «speadUara  and 
laatitatioB  for  tbe  r*'  mi.-imt.    WaaUagUm  IfM-l 


26  LiNtrorueJitr  ßirUSit  VI. 

Dpf  Report  enthJllt  uuter  dor  Feborschrifl;  „Uecord  otreccnt 
fldentifiy  prgRresa"  einen  üb  ersichtlichen  Bericht  Über  db  jölirlicHeB 

I  oxteuslveu  Fortsnliritte  iu  dor  Erforschung  der  materiellen  TattKlmt. 

'  Dieaer  Teil  des  Buchs  umfasst  etwa  die  HiUno  Jm  Baiimca.  Da 
Buricht  oretreckt  sich  anf  folgende  WissenschartL-ii :  Aslrouooiie, 
Meteorologie,  Physik,  Chemie,  Tlotauik,  Zoologie  oud  Auihropologia 
Die  Theorie  wird  in  keiner  dcrsolben  berUhrt,  daher  ist  ancb  dit 
Mathematik  ßÜD/lir.h  ausgesdilossnn.  Es  handdt  sich  allein  am  oea« 
Beobachtungen  nnd  deren  Mittel.  B. 


Bulletin  of  ihe  Philosophlcal  Society  of  Washington.  Vol.  IV. 
V.  Published  by  tlio  co-operatiou  of  the  Sraittisoolan  Institatlai. 
Washington  1881.     1683. 

Aus  dem  Namen    „philosophische   Gescllschnft^'    trOnle  man  gc- 
neigt  sein  sin  entnehmen,  dasa  dieselbe  der  Pflege'  der  idodlen.  theo- 
retiachcii  Wissenschaft  gewidmet  sei,  daher  der  Mathematik  dno  tor- 
waltende  Stelle  eingeräumt  werden  mttsse.     Die  Statuten  aprechen 
überhaupt  nicht  vom  Zwecke  der  Gesellschaft,   sondern  nur  von  Jw 
Vernaltnng,  sie  beschränken  die  Gegenstände  der  Verhandlungen  onil 
Publicationon  durch  keine  Festsetzung,  nicht  einmiU  auf  wiasenschift- 
liche.    Die  Verhandlungen  deuten  auf  ein  gleiches  Interesse  für  ide- 
elle uud  reale  Wissenschaft;    das  ideelle  Interesse  Insseu  die  eialei- 
teuden  Fragen  erkennen,  auch  tritt  es  iu  dem  ehrenvollen  Audentm 
au  den   ihr  zuguhöreuden  Mathematiker  Peirco  hervor.    Wenn  txa 
gleicbwol  die  Resultate   aller   publidrieu  Vorträge   anf   blo&se  Ani- 
dübuung  materieller  Kenntnisse  gerichtet  sind,  ao  leitet  eiueAcaue- 
>  rang  von  S.  Newcomb   in   einem  Vortrag  „über  die   Beziehung  dtf 
wissenschaftlichen   Methode  zum  socialeu  Fortsehritt"  auf  eine  E^ 
kl&mng  des  Umstandes.    Er  findet,  dass  in  Amerika  ttine  weit  grOeiere 
Treuunug  zwischen  Wissenschaft   und  pritktischera  Leben  ala  in  der 
übrigen  eivilisirten  Welt  gemacht  wird,    nnr   SiJiicibt  er  die  geichü-    , 
dcrte  Ansicht  dem  gemeinen  Manne,  niubt  dem  Gelehrten  ai.    Obn« 
Zweifel  ist  aber   auch    letzterer  nicht  von  diesem  EinQussc  itet.    b 
Amerika  tindcl  die  Realwisseuscbaft  anf  ihrem  bekanuten  Standpslkt 
ohne  tbcorotische  Vertiefung   so  viel  Verwertung,    dass   das   tdeelll   | 
Studium   nicht   daran   denkt  etwas  nützliches   zu  schaffen    und  neh   i 
sorglos    beliebigen    Speculationeu    hiugibl.      Im    vorliegeudsa    Ytl&a   ' 
kommt   weiter  hinzu,   däss  die  grosse  Ausdehnung  des  bearb^nletn.  i 
Feldes  jede  Conteiitration  unmöglich  macht.     In  den  am  je  zweltei  ■ 
Suunabeud  statt  tiudeuden  Sitzungen  wUrdo  ein  tbegretiacbtir  Vortiif  I 
ganz  vereinzelt  bleiben.  B. 
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Atti  ddla  R,  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXXI.  1883  —  84. 
Svrie  terza,    TraDsuuti.    Volumo  VIII.    Roma  1884. 

In  dicaem  Bande  eind  folgende  mathematisclie  Abbaiidlungeu 
oder  deren  Analysen  enthalLeii. 

A.  Violi:  Dio  MoloculargoBchwindigkeiteu  der  luft förmigen 
KOrper. 

S.  Rabart  Paolo:  Warnm  die  Gletscher  zarückgehcn. 

G.  Trattini:  Ueber  einige  Sätze  in  der  Theorie  der  Snbsti- 
tntionen.  —  Die  Gruppen  zu  k  Dimensionen. 

Ascoli:  Die  Grenzearven  einer  Varietät  von  Curvcn. 

P.  Blascrna:  Ueber  die  dtr  Eisperiode  entsprecbeude  Tempe- 
ratur. 

A.  Capelli:  Ueber  die  Znsammensetznng  der  SubstituUons- 
(groppen. 

F.  Brioscbi:  Ueber  eine  Classe  vod  Curveo  4.  Ordonng. 

A.  Lugli:  Üeber  die  baronietrisclio  HOhenin essung. 

C.  Segru:  Oebcr  dio  Theorie  der  Classißcatiou  der  Üomogra- 
phien  in  einem  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

V.  Volterra:  Ueber  das  Gloicbgewicht  der  biegsamen  und  nicht 
debobaren  Fluchen.  —  Ueber  oiu  elektrostatisch  es  Problem. 

F.  Bonatelli:  Von  einigen  psychologischen  Schwierigkeiten, 
dio  sich  mittelst  des  Begriffs  des  Unendlichen  lösen. 

G.  Moagarini:  Methode  der  Bestimmung  des  Olim  in  abso- 
intem  Masse.  U. 


Math cmatiscb-nalur wisse uschoftli die  Mitteilungen  herausgegeben 
Ton  Dr.  Otto  Böklou,  Rektor  der  Realanslalt  in  Reutlingen. 
Heft  L     1884.     Tubingen  lbö4.     Franz  Fuos.     'J4  S. 

Diese  nene  Zeitschrift  ist  zum  Organ  der  niathomatisch-natur- 
wisBenschaftlichcu  Seetiou  dtr  Realie  hrervürsamndung  bestimmt. 
J&brlich  erscheint  ein  Heft  in  gleichem  Umfange.  Das  erste  enthält 
13  Aa&ätze,  welche  zum  grüssteu  Teil  der  reinen  Mathematik  ohne 
Beziohnng  zur  Schule  augehüren;  zam  Schluss  einen  litterarischen 
Bericht  mit  kurzer  Besprechung  neu  erschioiieuer  Werke.        H. 
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VII. 


Methode  und  Principien. 

Die  GrtiQdlagen  der  Aritlimotik.  Eine  logisdi  mathematische 
UntcrBacljai)|;  übpr  den  Begriff  der  Zalil.  Von  Dr.  G.  Frege,  a.  o, 
Professor  an  der  UniTersität  Jena.  Breslaa  1884.  Wilhelm  Koeb- 
iier.    119  S. 

Der  Hauptinhalt  der  Schrift  ist  Kritik  von  Meinungen.  Sie  ist 
nicht  nnr  die  vorzUglii:hBte  Leistung .  aondern  aaf  ihr  wurzelt  ancii 
alles  Übrige.  In  ilir  offenbart  sich  die  seltene  Begabung  des  Ver- 
fiuaers,  in  durchweg  verständlicher  Sprache  strenge  und  grQDdliche 
FrQfong  {larzulegeo,  und  das  von  den  äussern  logischen  Formen 
freie,  auf  die  Natnr  des  Gegenstands  gerichtete  Urteil ;  hier  begegnet 
man  anch  bünüg  genug  Beroerknugeu  von  Interesse.  Wenn  sich  von 
der  Entwickelnng  der  eigenen  Ansicht  d  s  Verfassers  nicht  ein  glei- 
ches sagen  lösst,  so  ergeht  es  ihm,  wie  vielen  andern  Schriftstellern. 
Die  eigene  Ansicht  ist  nicht  das  Ergchniss  einer  noabhüngigen  Unter- 
snchnng,  sondern  nimmt  nur  das  Plätzchen  ein,  welches  der  Ver- 
fasser nach  Verwerfung  einer  Reibe  fremder  Urteile  als  intact  bat 
aosfiudig  machen  könnün.  Cehcu  wir  jetzt  das  Einzelne  dnrcb. 
tn  der  Einleitung  rechtfertigt  der  Verfasser  das  Unterncbmon ,  Ober 
das  Woscn  der  Zahl  eine  Untersuchung  anzustellen,  und  zwar  da- 
durch, dass  Gi'lebrte  darDiter  abweichend  urleilen.  Der  Gmnd  möehto 
wol  nicht  ausreichi^d  sein,  denn  dasselbe  geschiebt  oft,  wo  diu  Frage 
Kbon  völlig  erledigt  ist;  überdies  kommt  es  darauf  an.  ob  aic  noU  ' 
■wendig  ist  oder  doch  zur  KJorung  beitrügt.  Lctzlt«  Uutenel 
kennt  die  Schrift  nicht;   bei  aller   Scbirfe  der    liier  | 
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stobt  dieaelbo  noch  auf  dem  Standpunkte,   wo  ihr  die  filbigkät  tu 
urteilen  als  Eudzicl  der  Erkenntniss  erscheint,  nobckammcrt  itinu, 
ob  lins  das  Urteil  einen  Schritt  weiter  bringt,   wo  iusbeM)Qdeni  toi 
einer  SeüoitioD  nur  gefordert  wird,  dass  die  irgend  woher  znsanmicii- 
gesuüLtuu  und  ausprobirteu  Bedingungen  aUes  unter  den  Begriff  W- 
leiido  ein-,  alles  andere  au sschli essen ,   gleichviel  ob  sie  mit  der  Uv- 
deutung   des   Begriffes   etwas   zu   tun    l-.ab:'n   oder   ihr   fremd  tini 
Der  Begriff  ist   einem   solchen   Logiker   nicht   eine  Errungeuscluifl. 
BOuderu   ein  vorgefundeues  Stuck,  das  er  in  Arbeit  nimmt,  niodtr 
Chemiker  das  Fossil   oder  den  Meteorstein.     Bezeichuend  in  dies« 
Beziehung  ist  die  Auslassung  der  Einleitnng  auf  Seite  III.    DerVtr* 
fasser  nennt  es  tielrUbciid  und  entmutigend,   dasa   schou  emjugi^M 
Erkpnutuisao   wieder  verloren  gehen,  weil  sich  die  Sehuliioftrin  nüt 
ihrer  „rohen"  Auffassung  des  Zahlbogriffa  begnügt  und  die  *on  Hw- 
bart  gegebene  Richtigstellung  als  öberilüssig  bei  Seite  Iftsst,  eiu  Schiet 
sal  das  hiernach  wol  auch  sein  Untersucbungsergebnias  treffen  »enlK, 
Da  der  Verfasser  dem  Gedanken  nicht  Raum  gicbt,  dass  die  angeb- 
lichen Verbcsaerer  die  Schuld  ganz   oder  zum  Teil  selbst  Irtguu,  >A 
muss  hier  au  Folgendes  erinnert  werden,   was  die  Erscheinnug  wol 
genUgeud  erklären  tvird.     lu  der  Eutwickclungsgeschichtc  der  exacW 
Begriffe,  die  der  Verfasser  gänzlich  ignorirt,  lasseu  sich    3  Stadiea 
uutcrsclieidon :  1)  bis  zur  objecliveu  Gcstailuog  der  VurHteilnugm  mi 
Begriffe,  '2)  bis  zur  Gewinnung  exacter  F u u d am eutal begriffe,  3)  voD  ^ 
an  die  Theorie  bis  zum  beutigen  Staudpunkte  umfasseud.  Jedes  StadiBB 
schliesst  mit  eiuer  deutlieheu,   eiitschiedoueu  Leistnilg,    diu  mit  der 
Elimination  aller  der  Merkmale  verbunden  ist,  die  im  ucuou  Stadion 
ausser  Anwendung  kumiiieu.     Als  hervorragende  Bcispielu  indgen  gs* 
naunt  werden   im   ersten   Stadium   die  EHniiuatiuu   d  r  oiihtbalmO- 
cejitriscbcn    Data   bei   Uildung  des   K«r|>er-  und   Raumbegriffs,   In 
zweiten  diu   Elimination  der  individuellen  Uuterachiede  bei  Bildaog 
des  Galtuugs-  und  Zablbegriffes,  durch  welchen  die  articullrtc  Sprach« 
bediugt  ist,  im  dritten  die  Elimination  des  Grossen  Ursprungs  in  Zahl 
und  Ausdehnung  hei  Bildung  der  Begriffe  der  Analysis.    DiuHalbe- 
matik  der  Schule  bewegt  sich  im  dritten  Stadium  nud  setzt  die  Er- 
zeugnisse  des  zweiten  voraus,  wenn  auch  der  Unterricht   «iellnclit 
propädeutisch   auf  dos  zweite  zurückgreift   und   in  Dofinitionen  ttml 
Axiomen  das  Erworbeue  formulirt.      Was   climinirt  ist,  hui  auf  den 
Fortgang   der  zu  lehrenden  Theorie   keinen  EiuHuss.     Der  Anfiinger 
weiss,  dass  er  Aejifel  und  Gloekouschläge  mit  UUlfu   derselben  Be- 
griffe (der  abstracten  1,  2,  'ä,  etc.)  zUhlen  kann,  nud  begegnet  bdm 
Erlerueu  der  Arithmetih  keiner  fundanieu taten  i.Qcko  seines  Wissens. 
Wenn  uuu  Frege  von  ihm  eine  befriedigcude  Antwort  auf  die  Fi»- 
gen,  was  Eiubeit  und  was  Zahl  sei,  verlangt,  so  sind  wir  dovb  ge- 
wiss ebenso  berechtigt  ihn  zu  fragen,  was  die  von  ibra  gefonkrUK 
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.AariEte  du«ber  adt  w  fui  sl<4<^S«tt%  am  «anl«.     £k  gortgt 
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r  lad  na  t^tpn  räw  rttckgtag^  Galenackag  ihrer  PriiH 
■  «Dd  ilAsttt  ilss  StodiiuB  ilcr  Erkenntaiss  flbprkAvpt  for- 
!■  tüaem  Siaae  iMg  itie  AoSafsan^  der  Zahl,  «rltriie  «ui 
'is  inBeiBeüeii  CrkouibiUskluv  keine  Notii  nimmt .  eiuc  rolio  gc- 
t  Herden.  Indes  Ti-rtnlifB  dock  der  ßeschrinknog  auf  ilas  drittu 
WB  die  BBUisgeseUtcii  Erfol^i-  eine  gewisse  IWhuertigimg.  Der 
.Logiker  dagegen,  welcher  jene  Vemachl&ssigaDg  rOgt  ond  es  be- 
trtbend  nnd  entnrotifend  nennt .  nirgends  Sinn  far  principielle  Rg- 
räion  m  äodi^n.  nud  doch,  wo  es  i'bcn  anf  Gründlichkeit  ankäme, 
seincneils  wieder  das  erste  Stadium  tgnorirt,  indem  er  nur  den  ob- 
ren, fertigen  Begriff,  nicht  aber  seine  Entwickelang  und  seinen 
Zwwk  di^  Betrachtang  fDr  wert  bllt,  radchte  sctiwerlich  irgend 
Idw  Erfolge  seiner  logischen  Doctrin  aufweisen,  die  ihm  keine 
it  licwen  Über  die  Grenzen  des  zweiten  Stadiums  weiter  znrQck 
nt  geben.  Im  Gegenteil  hat  diese  doctrinäre  Logik,  deren  Sittxe  aus 
rober  Empirie  hervorgehen,  aber  vom  Autor  fOr  ewige  Denkgesetzc 
tasgegßbeu  werden,  weil  er  nicht  anders  denken  kann,  die  also  aus 
Unvermögen,  statt  auf  ihre  lacompeteo/. ,  auf  die  Gewisstacit 
edilicsst,  nur  mehr  und  mehr  Schwierigkeiten  gehäuft,  statt  sie  zu 
Iftnn  —  vergl.  das  etwa  6  Seiten  lange  Resultat,  welches  Oaumaun 
seiner  Zusnmmcustellnug  der  Lehren  der  Philosophen  über  Raum 
Zeit  zieht.  In  der  Tat  nimnit  sie  den  ungOnstigslen  Staadpnnkt 
wo  sie  sich  nach  unten  nud  uacb  oben  Jen  Blick  veri 
darum  aller  Oiientining  entbehrt  Fand  also  der  Vi 
Bestimmung  des  Zablbegri^   eiuo  Schwierigkeit, 
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n&cbst  die,  sich  im  Finstern  nicht  xa  atoasen.  Der  Arilhmi-tiku 
empfindet  sie  nicht,  weil  er  iler  Frage  den  Bocitcn  zulsehrt,  AI« 
auch  der  begegnet  tceiner  Schwierigltcit,  welchor  die  EntwicVciuiij 
des  Begriffs  vou  Anfang  an  verfolgt.  Jedenfalls  ist  es  sehr  tn^nil- 
lieh,  dass  von  keiner  Seite  eine  Nachfrage  nach  der  angcbliilu 
LOsnng  stattHndet,  wo  aio  von  der  einen  leicht  entbehrt,  von  der  ai- 
dorn  leicht  vollstnndig  gegeben  werden  kann. 

Folgendem  Stelle  der  Diiileitang  p.  V.  sciieint  anf  das  Vorstebcad« 

Bezog  zn  haben.     „ Eine  gründliche  Untersachnng  de«  TM- 

begriffa  wird   immer   etwas   philosophisch    ausfallen  inllsscn.    Die« 
Aufgabe  ist  der  Mathematik  nnd  Philosoiihie  gemeinsam.    Wena  du 
Zuaammenarbeiten  dieser  Wissenschaften  trol^  mancher  Anlänfo  »o« 
beiden  Seiten  nicht  ein  so  gedeihliches  ist,  wie  es  zu  wünschen  päd 
wol  auch  möglich  wäre,  ao  liegt  das,  wie  mir  scheint,  an  dem  l'eber- 
wiegen  psychologisciier  Betrachtungsweisen  in  der  Philosophie,  die 
selbst  in  die  Logik  eimtringcii.    Mit  dieser  Richtung  bat  die  Mathe- 
matik  gar  keine  BerOlirungspuniite ,   und  daraus  erklärt  sich  l^cbl 
die  Abneigung  vieler  Mathematiker  gegen  philosophische  BtMrachUii- 
gen."    Dies  bestütigt  zum  Teil  direct  das  Gesagte:    der  Mangel  in 
Erfolgen  der  philosophischen  Mitwirkung  wird  eingeräumt    Da»  da 
behanpt£to   Grund  davon   gerade  der  entgegengesetzte  ist,  logt  jent 
unl(tare  BegrilTsmischnng  der  doctrinären  Logiker  an  den  Tag,  wetcbt 
Mittel  nnd  Woge  der   Erkenutniss  von  ihrem  Product  nicht  uaU^ 
scheiden  können.    Allerdings  hat  die  Mathematik   als  fertiges  Pro- 
duct  mit  psychologischer  Betrachtungsweise  nichts  zu  tun;  denn  diM 
dasselbe  vollkommen  objectiv  sei,  ist  eben  die  Forderung  der  Wiasen- 
scbaft.    Aber  die  ganze  Arl)eit,  welche  das  Product  schafft,  die  Wdil 
der  Transformationen,  die  Bildung  geeigneter  Begriffe,  die.  Bcweiie, 
überhaupt  alles,  was  einen  Zweck  verfolgt,  sind   ihrer  Natnr  nach 
psychische  Vorgänge;  wer  darfiber  principiell  und  allgemein  nrteilea 
will ,   darf  gegen  die  psychische  Natur  des  Gegenstandes  nicht  blinJ 
sein,  und  das  ist  es  doch,  was  der  Verfasser  mit  der  Abweisung  diT 
psychologiscbeu    Betrachtung    schlechthin    fordert.      Der    doctrinlirs 
Logiker    pflegt  in    der  Täuschung  befangen  zu  sein,   er  könne  der 
Ueberzeugnugskraft   der    Beweise    bestimmte   Formen    der  SchlHau 
unterlegen.    Er  wird  aber  nicht  gewahr,  dass  er  sich  auf  das  Aller- 
suhjectivatc  und  noch  dazu  das  Unwissenschaftlichste  stutzt;  auf  dcB 
Glauben    au  die  unverstandene  Wnnderkraft  der  Sehlussforroon  und 
auf  seine  eigene  Unfähigkeit  anders  zu  denken.     Hat  nun  der  Ver- 
fasser richtig  bemerkt,   dass   die  logischen   Fragen   in  ueoerer  Zeit 
mehr  und  mehr  j)sychologisch  in  Angriff  genommen  werden,  so  kann 
man  wol  zugeben,  dass  dies  Uatersnchungsgebiet  dem  rein  thi 
sehen  Arithmetiker  ferner  liegt  als  das  der  formalen  Logik 
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lart  der  Umstand  ukbt,  wie  dio  dahin  einsch läge u den  ArlioUcu 
nem  gedcihlirben  ZasammuDwirkcu  hätten  im  Wege  siehun  kOmioii. 
ran  die  fornmlc  Logik  sieb  ta  anuehmbareii  Loistangcn  fähig  gu- 
ägt  hftlto.  Die  ScbuU  aa  deren  Unvermügon  schiebt  der  Verfasser 
ir  die,  welche  gar  niciit  daran  beteiligt  sind. 

Nach  der  Eiulcitnng  beginnt  die  Schrift,  uodinuls  eiiileitond, 
ät  einer  Erörtemng  der  Regriffo  „analytisch,  synthetisch,  apriori, 
[lOBtcriori".  Es  ist  dies  ein  Thema,  welches  ücwohnhcitsniässig  vor 
der  logischen  Untersnehuiiir  behandelt  zu  werden  iiflegt,  obgleich 
Jcbt  zu  bemerken  ist.  daas  die  betreffenden  Fragen  mUssig  anfge- 
feu  werden,  indem  im  weiteren  nichts  darauf  IteKu?  bat  Im  Vor- 

tgendcn   ist  nnr  eine  charakteristische  Aeiissi-rung  zu   erwftbnen; 

OTSt  die  sehr  richtige  und  sonst  wenig  beachtete  Itomerkoug:  „Ana 
inen  Tatsachen  folgt  nichts".  Hicrnns  ahoi-  schliesst  der  Ver- 
mer:  „Wenn  mau  überhaupt  allgemeiae  Wuhrheiten  (poetischer 
lOsdraeh  statt:  richtige  Satze)  anerkennt,  so  muss  man  auch  zu- 
Eiben,  dass  es  solche  Urgeaetze  gibt,  dio  selber  eines  Beweises  weder 
Ihig  noch  bedürftig  sind".  Wie  def«;t  dieser  Schlnss  ist,  liegt  am 
"Bge:  es  fehlt  jeder  Grund  der  Ausschliesstiiig  weiterer  MOglich- 
Was  dem  Dauer  unbegreifliches  begegnet,  muss  sein  Kobold 
tütn  haben.  Ebenso  stellt  sich  die  obige  Aeusserung  dar:  dio  Ur- 
rootze  sind  nur  ein  Xame,  der  substituirt  wird,  wo  dio  Erklärnng 
tbit.  Was  eine  ganz  einfache  Betrachtung  des  Zugrundeliegenden 
rgibt.  ist  folgendes.  Da  der  Mensch,  ohne  Wissen  geboren,  zu  all- 
Bmeiacn  Erkeuntnissou  gelangt,  uod  aus  den  erlebten  Talsachen 
iehU  folgt,  so  muss  es  andre  intellectnellu  Tätigkeiten  gehen  ausser 
em  Scbliessen.  Diese  sind  denn  auch  leicht  aufzuweisen  und  bo- 
Hut  genug:  Ordnen,  Scheiden,  Combiniren,  Setzen  von  Merkzeichen 
,  8.  w.  Sic  bebaupten  nichts,  sind  daher  unbestreitbar  und  bcdUrfou 
eines  Beweises,  fuhren  aber  zur  Entdeckung  aussctilicaseuder  Gegen- 
lUe.  der  Basis  sicherer  Schlüsse,  zu  der  Oricntirung,  die  vor  Irrtum 
lehr  Bcbat/t  als  alles  andre  Wem  es  an  Orientining  feblt,  dem 
It  selbst  der  Identitfitssatz  eine  Quelle  von  Irrttimem. 


Jetzt  folgt  die  Kritik  von  Meinungen  einiger  Schriftsteller,  zu- 
rst  Hber  die  Natur  der  arithmetischen  Satze.  Ilicr.  wo  sich  der 
Vcr&sser  in  der  gtlnsligen  Lage  befindet,  ohne  Verbindlichkeit  fQr 
lericbtignug  und  Losung  nur  Mängel  fremder  Versuche  anzeigen  zu 
ittsscn,  zeigt  er  sich  in  den  eugcn  Grenzen  der  formulirteu  Fragen 
at  orientirt  nud  losst  weder  formell  noch  substantiell  den  gehörigcu 
Uablick  vermissen.  Ein  Zweifel  bleibt  nur,  ob  nicht  eben  dies« 
Bcachränknng  eine  Misdeutung  des  Autors  enthält.  Die  erste  I 
:  Sind  die  Zablformcln  beweisbar?  Dasa  der  Beweis  fitr  3 


auf  tilcjEso  rrcnrrcDlc  DcüniUoD  von    2,  3,  5  eL'stUtzt,   cid»  I.Ai^ 
uiilhJLIt,  wird  ki'iniT  Einwcndang  bc);ogDcn.    Wenn  hiuecguo  ilcrV«^ 
fassor  Jor  Dohauplung  MiH's,   daas  die  Deünltioticn  der  Aritlrntttit 
licaliaclitt'lc  Tatsurlifri  oiitLalti^ii,  mit  der  Frage  eutgegcntritt :  xfelclr 
licobachteto  Tatsache  in   der  Delinition  der  Zahl   777t<6-l  bcbiapld 
wird;  wcun  er  ferner  es  inisslich  nennt,  einen  griitiilsIiUlidinii  llnte> 
schied  Kwiacben  kleiucu  und  grosseu  Zahlen  tn  machen ,   so  Kbeiid     1 
douh  alles  Verstilndniss  fdr  empiriseliQ  Erkcuntnias  zu  fehlen.    Neb-     , 
mou  wir  den  Fall,  jemand  lese  ciuo  uucnülicho  Reihe,   welche  im 
oft  geschieht  durch  Angabe  der  AnfangtigUeder  ans^odrOckt  ist;  daan 
wird   er  in  der  Tat  das  millionste  Glied  auf  Grund  einer  Keobacli- 
tnng  erkennen,   aber  nicht  wie  der  Vi'rfasaer   meint  der   aaalogeii 
IScubai'htuni^  eben  dieses  Gliedes,    Boudern  etwa  des  2ten  und  Slon 
Gliedes,  so  viele   deren  genügen   das  Gesetz  des  Fortschrids  daraw 
Y.Ü  entnehmen.    Hier  ist  wirklich   ein  unterschied  zwischen  kicia« 
nnd  (fressen  Zahlen  vorhanden  |   die  Theorie  ist  davou  frei,  aber  filr 
ihre  Basis  ist  <iiesos  psychische  Element  nneiitbebrlich.    Ebenso  ge- 
nügt  die   Beohachtniig   an    kleinen,   vorstcllbarcn  Zahlen   inr  &it- 
dcckuDg,  dnss  zur  rcearrcuten  Begriffslicstimmnn^  die  SjiecialiUt  4tr 
Zahl  nicht  mitwirkt,  milLin  zur  Gewinnung  eines  Begriffs  von  unbe- 
grenzter Aasdell II niig.    Da  Fregfl,   wie  aus  vielen  Aeusseningcji  hur- 
vorReht,  kein  Werden  der  Bogriffo  kennt,  so   ist  ihm  eFklärlichor- 
weise  der  Fall  nicht  iu  den  Sinn  (lekummcn,  dass  bei  Bildung  cia« 
homogenen  BegritTs  zwischen  Anfang  und  Vollendung  ein  liel<?roganer 
Geistesact  als  notwendiges  Glied  eintreten,  der  einfarho  Begriff  BoE 
xnsanimon gesetztem  Boden  stehen  könne,  obwol  dieser  Fall,  wie  e.  9- 
bei  der  Function  a' ,  bekannt  genug  ist,     Frege  nennt  es  ein  Viw- 
urteil  von  Mdl,  dass  alles  Wissen  empirisch  sei.    Nach  seiucr  Logik 
ist  es  also  ein  Vorurteil ,  dass   man  erklären  kann ,  was  er  als  anf 
einem  Urtvissen   beruhend  unerklärt  Uast:  analog   ist    es  dann  auch 
ein  Vorurteil   der  Bannieistcr,   dass   man  Hlluscr  bauen  kann!    6o- 
wöhulich  aber  spricht  man  von  Vorurteil,  wo  eine  Meinung  der  Er* 
koDUtniss  binderlich  ist,  nnd  das  trifft  gewiss  xa  bei  Frego's  Ueinaiil 
über  die  euipiriscbeu  Wissenscliaften .   deren  wesentliches  logiicba 
Organ  er  irrigerweise  im  luductiuussuhluss  sieht,  denn  diese  bindert 
ihn  von  der  erfolgreichen  Logik   der  Empirie  Kenntnlss  zu  UfihnwiL 
Aus  dem  Mitgeteilten  lilsst  sich  nicht  beurteilen,   ob  !Mill  eino  rleli- 
tigere  Auffassung  der  Empiriu  besass;  denn  das  Wcsentlicbe  (itrla 
würde  doch   bei  der  Wiedergabe  uubeacLtut  geblieben   soiu-     DuB 
Mill  ftU- jede  Znhl  eine  besondere  Beobahtung  furdero,   ist  nur  Fre- 
ge's  Conjcclur  aus  unzureichenden  Gründen,   von  Mill  nicht  8itcgO> 
sprochen. 

Die  ferneren  Fragen  sind  folgende :  Sind  die  Gesetze  der  Arili- 
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Aosseracbtiassc-n    dor    liouosis      Au>    \u*Umii     \ti;iiiu.*ui\\ou    U,mhuu 
heraus,   dass  die  An/ali!.   so\iol   sio  i\\w\\   MilMt'iU>t*  SiU^n  -.Imi« 
doch   objoctiv  sei.     Das  war  luni  tM»;<Mi{hi*li   duiili  dio  I  \i-iiii-  di  i 
Arithmetik  vorher  hokaunf.    Venuisoht  man  uImm   iiiii  dii->«iMii  iiiil  d.i-< 
dritte  Stadium   he/üglicheii    rrlrili«  .soK-ho   aifi    diu  hiilitiii  ^l•ldil•l( 
so  darf  man  sich  niclit  wiiiidiTiu  \mmui  tiuiiulinn  mm  iiiidinii     tti.iiii' 
kommt.    Ein  Fall  derart  lir^t  \im\   wo  ilv  Viiln^nri    tu  i   Alin  liiii.>> 
der  Kritik    frumdiT   Mcininii^rn   dit*  ri'>.liM'iidi«    !-i  liwii  ii|il>i  ii  Ihnh  i . 
wir  müsston  donscihcn   /.iifol^'c  den  KiiiIiiIIimi    /\\t\  widi  li^liM  •  )i<  luli 
Eigenschaften  beilc^'i'n:    dii^  (ilfirhlnil  iiml  ihr  Vi  im  hii  >l>  hIh  ii      In 
der   Tat   ist   öi«*  Vi:rschii'di'nhi:il    im    ci-Imi    ''>I;i'I]miu    ufA  o»  wliii    mI 
Motiv  zum  ZüliiiMi,    im  drittifn  iIm-  '»l'i'hliril   di  i    IjuIh  il<  u  .#i.    h» 
genstand   der  Th'*ori<f:    di«:  V<r'.ilin«|iiil»' »•    i:.i  im  n  .nitii*  wi' >,  l:» 
griff  elimiuirt.  oin  Widirr'-jirij'rh  ai-Ii-i   d;i  ;i«#' li  Ihm    /^m/»  ./••      '  ».»w 
der  Uebt'r'»-.:hrift :    ..J/z-.iji/i/  d' r  \'.h*>i'  ir/',"  »^ 
folgende  Ui-.'.ii':    uf^  r    • ;'    /;*?..    /;>.;•;..•••;.:/'.*•.,• 
vorher j.'«:-L  •.:■  ü  Ji-.V*  :.•..•  ;'■..    >*;>.';!•:.••,       J/.-    '/...■ 
Weise  «:•-  i  L.rv'r.    0  ^  .  •  *     i.'v'V     ',     ■.'  •    ;/  •  /• 
in  d».-m  fr/.  .     v  •.   .    ■>.    ' 
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SS  LillerarUehtr  Bericht   VIL 

sclilechthiu  oiuo  LOsiuig  v^rBprochon  hat.  Aber  diese  ErkUtmig 
folgt  nicht,  sie  scheint  vergessen  zu  sein;  denn  nachdem  die  Schrat 
in  Betrachtnögen  nnd  Grw&gungen  noch  einige  Seiten  fertgefahira 
hat,  ist  einmal,  dann  Öfters  von  der  Ansicht  des  Vcrfasaers.  als  «tinii 
sie  vorher  ausgesprochen  wäre,  die  Bede.  Soriel  sich  nun  ans  dem, 
was  zu  ihrer  Verteidigung  gesagt  wird,  entnehmen  Ijisst,  hestebt  die 
tjedachto  Ansicht  darin,  dass  die  Zahl  als  Merkmal  am  Gattoogi- 
begriff  haftet,  so  dass  z.  B.  die  Hegriffe  Jupitprsmond,  Ängehürigcr 
lies  dcntschen  Reichs  sich  verändern,  wenn  bzhw.  ein  fünfter  ent- 
deckt, ein  neuer  geboreu  wird  —  Beispiele  die  der  Schrift  eDtlebnt 
sind.  Cur  diese  Ansicht  werden  allerhand  Bestätigungen  zusammen- 
gesucht,  ohne  auch  nur  das  Allerhekannteste  zu  crnäbneo,  woDiit  lie 
im  Widerstreit  steht.  Schon  aus  der  Grammatik ,  wenn  sie  auf  die 
logischen  Verhältnisse  etwas  naher  eingeht,  ist  bekannt,  dass  GatUrni 
und  Zahl  zwei  sich  einander  ergänzende  Begriffe  sind,  deren  Leistaiig 
durch  ihre  Sondornug,  durch  die  Fähigkeit  unabhängig  von  einauiier 
zu  variircn  bedingt  ist.  Dasselbe  lehrt  der  gewöhnliche  Gehraacii. 
In  der  Isoliruug  der  Bestandteile,  welche  einzeln  variireu  können, 
liegt  der  Fortschritt  der  Erkenntnis«,  indem  daraus  der  eonstant)! 
BoBlandteil,  der  sich  als  dauernder  Begriff  festhalten  ISsst,  gewönne! 
wird.  Diesen  Forsehritt,  und  damit  die  ganze  Bedenlung  der  B^ 
gritfe  Gattung  und  Zahl  macht  der  vorliegende  Versuch  zuuichK. 
Erwtthnt  mag  noch  sein,  dass  der  Verfasser  die  Kall  als  diejenige 
Zahl  detiiiirt,  welche  einem  in  der  Wirklichkeit  nicht  roprüseutirten, 
vielleicht  sogar  unsiunigcn  Degriffe  als  Merkmal  /ugebCrt.  Das  G^ 
nannte  wird  wol  zur  Genüge  gezeigt  haben,  dass  der  Verfasser  s 
mit  Unrecht  die  Arithmetiker  getadelt  hat,  welche  von  seiner  J 
lehrnng  keinen  Gebrauch  machen,  Uoppiä 


Der  Grenzbegriff  in  der  Elemontar-Matheniatik.  Von  Hoi 
Vogt,     Programm  des  König],   Fried richs-Gymuasiums   in 
1885.    53  S. 

In  der  Einleitung  sagt  der  Verfasser,  das  Vorhandenseins 
Axiomen  sei  für  die  Elcmeularraathematik  keiue  Schwierigkeit}! 
der  Anfan^r  könne  begreifen,  warum  sie  notwendig  sind.  Üaf 
gebe  CS  Sehwierigkeiten  in  den  Grundbogriffen,  namentlich  i 
der  Greuze.  Es  ist  schon  au^llig,  dass  er  den  DoppelsiUD  ( 
Wortes  nicht  gleich  hei  erster  Nennung  hebt,  noch  mehr  aber,.] 
er  wirklich  in  beiderlei  Sinne  von  Grenze  spricht,  als  ob  es  d 
Sache  wäre,  so  dass  mau  kaum  umhin  kann  anzunehmen,  du] 
der  gleiche  Terminus  dazu  verfuhrt  hat  zwei  ganz  nnähnlichi 
griffe  zu  mischen.    Dieser  Umstand  allein  würde   ihm  Grund  | 


I  FkUnr,  4m»  wk4  «ih'tit  Um  *vM«  VNh 
&  bar:  O»*»«*  •*»■■  •;■•-»•■  •■-■'-'  '■'-  <--<~*"^ 
ft  aiv  kräita  odir  kväww  >,.■■- 
I  itm  «äa  MdM  mt^kvi . 
t  FUe  nd  w»l  nar  ur  AUeuViu  ^ 

Saiden.  Mgt  rr.  kitHult^  AU'   Uiviitv   ttivhl     <«.    i    .   <> 

k  ab  nndtiedcDe  tUunitcib  k0iiuh>u   iliv  iilk'ltl  vin^ 

I  haben.    Wie  will  dur  ViTratuvi'  iki  Jiiitmiiili<iii  ni^i  .|.  m 
bt  swei   Urudür  Itircti  Vntor,  iwol  l.<t|)i>l    In  t>liii<iti  lUflitli 
a  Kasten  gumcioschartliciiV  llloriiutili  m'litiliil  v»,  iill  iili  ilid  VHt' 
r  Haben   uiul  Sviii  viTwucliiult.    0<lm'  «ulltm  wir  vlullnltilil  Uli 
„KprochenuB  uryi&uion'f  Hat  er  vlwii  iiiK  /ii||ii|iltri<li  ||"iimiIiiI  '  iil* 
Teil  2u^ehüren?   Daiui   wunli.>  iiinii   >iiii|lfi|i<|i  uiiliritM»>Hi    l'l«  flMiltH 
i«t  keiu  Teil  iiiuv»  ICaBnim  vn   ll<i'«ii  lt»|iill?  •■rUinr'tf  «t(>    'htt  iIik 
|Uk  EttbüDiiiiroii   wolteD,   denn  muHU   '1i< 
■uAt^riff  uuuokc,  uul  da*  wiilci li<i|(  'i  ' 
Htt  der  mgtUiclai  HcbmUaiitkM  w.  < 
BfefDbrt,  dsM  die  Klirl»:  -jri<tt>ii  !.«<       ..... 
btcr  ilw    Vcrf»ur/ lUJyfa    J..M  iit-   t*.!.     '..'L.:' 

dar  VeriaAKr  j.-:'  ■    .'j.  ■,■.■.. . 
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U.  Krey:  Eiuigt  Äuzalileii  für  Kugel flflcliL'ii 

E.  Goursat:  Uober  eine  Clnsse  vua  D(ii)iioliiitfgra)(.'i 

E.  Picaril:    Uebor   die    u üb esti minien   leriiaruu    iiDodratuduD 

Fornion   m   coiijugirtt'U   a"bL'8tiiiiiiiteii  und  uUer  die  euU[irL-L'lieujJeii 

liy(ir.rfncbsiseLeu  Fuuctioiien , 

C,  Lo  Paigc:   Neue  Uiitcrsuchungen  Ober  die  Flilciien  3.  Ord- 
nung. 

U.  G.  Zentren:  Ueber  die  einiT  kubischen  Fläche  eingeschnV 

benen  Pentaeder, 

H.  Schroeter:    Beiträge  Ear   Tbcorie   der   clIiptiscbeD  PaIl^ 

tioueu. 

H.  Poiucare:  AbhaudliiD|{  Über  die  ze tafiirb sieben  Fun ctiauM, 
Cb.  Ilermite:  Ueber  eiuigo  aritbmotistbo  Folgcrunt-eu  aus  ilun 

Formeln  der  Theorie  der  eil iptis dien  FuDc^tiunen. 

W.  Fiedler:  Ueber  die  Duruhdriiigung  gleichseitiger  11 

hyijerbuloide  von  parallelen  Axon. 


Verslagcii  en  Mededceliogon  der  Kouinklijke  Akiulemiu  ysi 
WetoiiBchniipcn  Afdeeling  Naturkunde.  Tweedo  reeks,  NcgeDtiesdtr 
twiiitigstc  decl.    Amsterdam  1884.    Johauues  Müller.    441  +  4&S  & 

Der  l!l.  und  'JO.  Teil  eutlialtcn  folgende  mathematische  Abbud- 
lungpu : 

T.  J,  Stioltjes:  L'eber  die  unadratiaelio  Zerlegung  von  Prim- 
/ahleu  der  Form  •A»-\-\.  (19)- 

C.  lo  Pnige:  Ueber  die  Flüchen  3.  Orduuug.    (19). 

F.  do  Boor:  Erweiternng  des  Sal/.ea  von  Rollo.  (IS*).  — 
DificussioD  der  allgemeinen  Gleichung  4.  Gi-adcs.     (2Ü). 

P.  U.  ScbüntB;  Ueber  oine  speciello  Curvo  4.  Gradus  luU  S 
Doppol  punkten.    (19). 

J.  A.  C.  Oudomaus:  Das  Problciu  des  Snclliua  aufgrlost  vott 
Ptolemacus.    (19). 

D.  J.  Korteweg:  Ueber  die  Bahnen  bescbriebou  mitcr  de« 
Einflnss  einer  centralen  Kraft.     (2u). 

G,  J.  MicbaiJlis:  Ueber  die  Theiirie  der  Federkraft -Nach- 
wirkung.    (20). 

D.  Bierona  do  Haan:  BaustofTe  fUr  die  Gesehiehte  der 
mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  iu  den  Nieder- 
iaudou,    (19.  20.).  II. 


Litt^rarischer  Bericht 

vm. 


Lehrbiiclier. 

LeitMen  znm  Unterrichte  ia  der  Arithmetik  und  Algebra  ui 
Gymnasien  nad  verwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Juh.  Chr.  Wal- 
berer,  Professor  am  königlichen  Gymnasium  in  Anilierg.  Zweite, 
durchgesehene  und  mit  Uebungsanfgabcn  verscbcui;  Auli;lgl^  Müncbeii 
1884.    Theodor  Ackermann.     152  S. 

Die  erst«  Auflage  ist  im  2-11.  litt.  Bericht,  S.  4.  besprochen. 
Das  Bach  steht  auch  noch  jetzt  auf  dem  niedrigsten  didaktischen 
Standpunkt.  Die  S&tze  der  Arithmetik  werden  nur  als  Auswcrtungs- 
rpgi'ln  aufgefosst,  und  selbst  in  diesem  Sinne  bleiben  die  Erklämngen 
ilcfcct.  Die  Division  ist  nur  als  Messung  durch  wiederholte  Siib- 
tractiun,  nicht  aber  als  Teilung  erklärt.  Sollte  man  nadi  der  gegebe- 
nen Regel  4  Meter  durch  4  dividircn,  so  hätte  man  die  abstracte 
I  oft  davon  zu  snbtmhircn  bis  kein  Rest  bleibt.  Dass  auch  sinn- 
lose Aufstellungen,  wie  -  =  c 

wo  die   ganze  Behandlungsn  eise  auf  gedankenloses  Hechneu   abzielt. 

U. 


Leitfaden  fUr  den  Anfangsunterricht  in  der  Arithmetik  an  höheren 
Lehranstalten.  Von  Prof  11.  Ktistl  er,  Oberlehrer  am  Domgymnaeium 
itn  Naumburg  a.  S.  Zweite,  vermehrte  und  teilweise  umgoarbeiteto 
Auflage.    Hallo  a.  S.  1885.    Louis  Nebert.    42  S. 

Der  Leitfaden  enthält  auf  15  Seiten  di<\|eiiii{en  Sät/e,  welche  iI<t 
Anfänger  erlernen  muss,  um  mit  den  4  Spocios  der  Rnchslaben- 
reehnung  vertraut  zu   worden,  liebst  Andeutung   der  Deweis». 
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i:!en  des  u^^^| 
f  positive  gM^^jl 


FomiDlining  ist  dcatlich  und  correcL  Was  die  GrcD:!en  i 
stofTs  betrifft,  so  ist  die  Bedeutung  der  Buchstsben  auf  p 
Zahlen  beschrüukt,  dio  algebraische  Division  nicht  zugezogen.  Da- 
gegen ist  die  Rechnung  mit  algebraischen  Sommen  nicht,  wie  im 
Vorwort  angcgcheu,  ausgeschlossen,  vielmehr  -|-  und  —  als  Oper&lions- 
und  Vorzeichen  eingeführt,  und  alles  dafür  nötige  erklart  nud  in 
Uelmng  gebracht.  Auch  die  Addition  der  BrOche  fehlt  nicht,  und 
ist  in  einem  Anhang  zur  Bilduntn  der  Generalnenner  Anleitung  ge- 
geben. Ein  zwLiitcr  Anhang  betrifft  die  DecimalbrUche.  Unrichtig 
ist  in  dem  Buche  nur  die  anßLnglichu  Dt-finition  des  Begrifft  Keichnea, 
die  mit  allem  was  lulgt  im  Widerspruch  steht.  Aus  zwei  uder  muh- 
rem  Zahlen  nach  gewissQu  Kegeln  eine  neue  bilden  nennt  in  praxi 
niemand  rechnen,  auch  im  folgcudou  der  Verfasser  nie.  Vielmehr 
euUteht  durch  diesen  Act  erst  oiu  Itcchnuugsausdmck ,  entholleud 
uiue  RechnungEaufgabe,  die  unter  Umständen  ausgeführt  werden  soll 
oder  kann.  Das  letztere  hoisst  hier  stets  ausrechnen,  and  ein  anderes 
Rechnen  kommt  nicht  vor.  Den  noch  grössern  Übrigen  Teil  des 
Buchs  bildet  eine  Zusammenstellung  von  3ö7  Aufgaben  zur  Einabuug 
der  vorher  behandelten  Rechnnngs weisen,  nach  diesen  geordnet. 

U, 

Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  H.  KOstler,  Uberlehrer 
am  Domgymnasium  za  Naumburg  a.  S.  Dritte,  vermehrt«  und  teil- 
weise umgearbeitete,  und  vierte,  verbesserte  Auflage.  Mit  4it  iu  den 
Text  gedruckten  Holzschnitten.  Halle  a.  ä.  1884.  1865.  Louis  Ne- 
bert.    24,  31  S. 

Diese  Vorachulo  besteht  ans  2  Teilen,  der  Formenlehre  und  der 
Constructionslehrü.  Der  actuellen  Abfassung  nach  stellon  sich  beide 
als  Auswahl  aus  dem  Lehrstoff  der  elementaren  Geometrie  ohu 
merkhch  verschiedene  Geetaltnug  dar.  Die  Formenlehre  macht  den 
Schülern  mit  den  Gegenständen  der  Doctrin,  also  mit  den  eiufachen 
Gebilden  und  den  gebräuchlichen  Festsetzungen  bekannt,  wendet  doxa 
Jedoch  auch  nur  die  gleichen  Dehnitiouen  und  Worterkläruugeu  au. 
Der  Verfasser  betrachtet  als  Aufgabe  der  Formeulehro,  den  Schüler 
von  der  siuulicheu  Anschauung  zur  Abstraction  der  begrÜUichim  Er- 
klärung eniporzu fuhren,  die  Aufstellungen  des  Buchs  als  die  blossen 
Resultate,  deren  Erroichung  dem  Lehrer  überlassen  bleibt.  Sowul 
die  zu  befolgeude  Methode  als  auch  die  Art  der  Tätigkeit  der  Scfadler 
wird  unbestimmt  gelassen,  lu  der  Constrnctiouslehre  ist  letztere  voa 
selbst  deutli  h.  Sic  soll  den  Gehrauch  von  Lineal  und  Zirkel  ein- 
üben, es  sind  zu  diesem  Zwecke  die  einfachsten  Elementaraufgab«n 
ausgewählt.  Am  Schluss  worden  zur  Formenlehre  Fragen,  zur  ( 
structiouslehre  Aufgaben  gestellt. 
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l«hrbi]cli  der  ebenen  Geometrie.    Von  Julius  Hoch,  Lehrer 
r  Slathcinatik  au  cIt  vou  Groashcim'auheii  Realschule   iu  Lübeck. 
.  Teil:  Linien,  Winkel,  Kougrueuz  und  Gleichheit  der  KitjureD.    Mit 
■  in  den  Text  ciu gedruckten  HolzschDittcn.    Halle  lÜBi.    U.  W. 
chrojdt.    164  S. 

Oberster  Gesichtspunkt  der  Abfassung  und  Motiv  mi  Herans- 
ftbe  eines  neuen  Lehrbuchs  ist  erklärteruiasaen  die  systematische 
tnordnung  des  Lehrstoffs.  Diese  tritt  auch  in  der  Tat  iu  einer 
«iter  aU  gewöhnlich  gehenden  Gliederung,  Ncbcnstclluug  der  sieb 
nsschliessenden  Gegenstände  und  stufenweisen  Folge  der  einzelnen, 
tdesmal  ganz  erledigten  Themata  deutlich  au  den  Tag.  Ob  es  nun 
ansieht  des  Verfassers  sei,  dasa  der  Unlerricbt  nach  einem  so  he- 
rbeiteten  Lehrbnche,  mit  Hintansetzung  anderer  Gesiehtspunkte, 
unentlich  der  logischen  Verknüpfung,  dem  pädagogischen  Zwecke 
mUgc,  ist  im  Vorwort  nicht  ausgesprochen;  doch  darf  mau  wol  an- 
«bmen,  dass  er  seiu  Buch  nicht  zu  blosser  Ergänzung  anderer 
Lehrbücher  bat  herausgehen  wul!eii.  Eine  Geriugschittxung  des 
.  Gesichtspunkts  ist  hier  freilich  am  aufgewandten  Fleiaso 
licht  zu  bemerken:  die  Hewciso  sind  sttta  iu  extenso  uud  Ju  vor- 
cbriftsmässiger  Formge^jeheu;  dugegeu  steht  eiu  priucipieller  Maugel 
I  logischen  Vorstäuduias  im  Wege.  Es  ist  gesagt,  dass  der  Winkel 
tnr  Bestimmung  des  Rieh  tun  gsunterschiedes  dieut,  aber  nicht,  wie 
jiSm  geschieht.  Vom  Zusammenlegen  der  Winkel,  ihrer  Addition  und 
'IfesBung,  von  der  Vcrgleichuug  der  Richtungen  hei  verschiedenem 
Ausgangspunkt  ist  nirgends  die  Rede.  Das  auf  dem  Winkclbogriff 
nthoude  Dunkel  zieht  sich  dann  durch  alle  Sätze,  die  mit  Winkeln 
1  tun  haben,  fort,  uud  der  logischo  Faden  lässt  sich  nirgends  ver- 
algeu.  Die  Anordnung  der  Gegenstitndo  ist  folgende:  zuerst  nach 
Pn  Gebilden:  Linien.  Winkel,  Figuren.  Die  2  Hauptabschnitte  über 
ie  Figuren  hehaudetn  die  (.longruenü  und  die  Gleichheit,  ersterer 
i  der  Reihe  das  Dreieck,  das  Viereck,  das  Vieleck,  den  Kreis, 
fBtzIerer  das  Dreiuck,  Parallelogramui  und  Trai>ez  nach  Höhe  uud 
Crnndseite,  bei  üebereinstimmuug  iu  beiden,  in  einem  und  in  keinem, 
Summe, 'die  Venvandlung  und  Teilung,  die  Flächenmessung. 
lDkuh  folgen  Uobungssatze,  Aufgaben  nnd  Conslructionen.        II. 

Lehrbuch    der    Elemeutar-Geometrie.       Von    Dr.    E.    GHuzcr, 

Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  fllr  Bauband- 

irerker  in  Hamburg.    Erster  Theil:  Planimetrie  mit  1B5  Figuren  und 

einer  Sammlung  von  25t5  Aufgaben.    Zweite,  verbesserte  uud    ver- 

dirtc  AuHage.    Hamburg  1Ö84.    F.  11.  Nesller  n,  Melle.     111  S. 

Oft.    litt.  Bericht  S.  ly.  besprochen. 

Anhang  über   harmonische  Teijj] 
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Die  UcliniigB3At7.c  und  Aufgaben  sind  vermehrt  nnd  iusbesondero  dafür 
gefiorgt,  die  schwierigeren  Aufgaben  durch  leichtere  vorzuhereiteii 
Ferner  unterscheidet  sich  die  neue  Äatlage  durch  manche  Zuillxe 
und  ErweiteniDgeu  In  der  Proportionslehre  wird  der  Fall  der  In- 
(;oitimensnral)ilität  orw&hnt,  und  die  Gültigkeit  eines  Satzes  fQr  Atm- 
selben  ia  einem  Zusatz  ohne  Beweis  ausgesprochen,  doch  findet  «r 
woder  verständliche  Erörterung  noch   tliporetische  Berücksichtigung, 

H. 


I^cliHiuch  der  Geumelrie  für  Gymnasien  und  höhere  LchranBtalten. 
Von  Dr.  F.  W.  I-'ischcr,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Kempen. 
Erster  Teil:  Plauimotrie.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Freiburg  i.  Br.  1881, 
Horder.    184  S. 

Der  luliült  des  Baches  ist  kein  abgeschlossener.  Obgleich  der 
Lehrgang  von  seiner  Aufgabe  der  Eotwickelnng  der  Grundlagen  der 
Dootrin  nie  abweicht,  ao  begrenzt  er  sich  doch  nach  keiner  Seite  hiu 
auf  ein  bestimmtes  Quantum  des  Notwoadigcu,  sondern  zieht  im  »ei- 
tern Fortschritt  mehr  und  mehr  Themata  uud  Fragen  nach  dem 
Gesichts]] unkt  des  Interesses  der  Schüler  in  den  Kreis  der  ßetrach- 
tnng.  Besonders  zu  nenueii  sind  etwa  die  Trans vcrsalcnlebre,  Fragen 
aber  Maxiina,  Pol  und  Polare  am  Kreis«,  harmoniscbe  Teilung  u.  a. 
Die  Metbodo  steht  auf  Euklidischem  Boden.  Die  Darstellung  ist 
ausführlich  uud  darauf  eiugcrtcbtet  dum  Schiller  als  Muster  zu  dieucn. 
Nicht  ausfQlirlicIi  genug  ist  der  .\iilaug  der  Lehre  von  den  Winkeln. 
Der  Winkel  war  durch  sitiiie  Eiitstehung  erklilrt.  Zur  cxacteu  Auf- 
fassDng  niussten  diu  Consequcuzen  der  Erklärung  f&r  die  fertig  vor- 
liegenden Winkel,  d.  h.  die  Sätze  über  Addition  nnd  GrOssea- 
vergleit'huügdcr  Winkel  ausgcsprocliuu  werden.  Unterdcni  Parallolensati 
steht  ganz  uuzulrclfund :  „Beweis"  ~  denn  es  folgt  dann  nur  die 
wiederholt«)  Behauptung  des  Satzes  in  anderer  Form.  Die  Klenitutar- 
aufgaben  sind  von  den  Lehrsätzen  getrennt.  Ausser  ihnen  folgen 
auf  jeden  Abschnitt  viele  Aufgaben  uud  Satze  zur  Uebung. 

II. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Stereometrie  mit  den  Ele- 
menten der  Projektionslehre.  Von  Dr.  Carl  Gusserow,  Olwrlchrcr 
am  Dorothceustadtisciien   Realgymnasium   in    Berlin.     Berlin    IÖ8&. 

Julins  Springer.    96  S. 

Die  Lehrmethode  dieses  Leitfadens  ist  durchaus  originell.  Sie 
unterscheidet  sich  von  der  gewöhnlichen  durch  die  anlUngliclie  Ein- 
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fdhrnng  uod  imausgcsat^tc  Aflwcu'lang  des  ProjcctiousbogrifTs.  Der- 
selbo  diciil  gröastentdls  zur  Deiliiclioii,  wälireuil  die  resiiUirendon 
Sftlzc  davon  unabhängig  auftreten;  doch  gibt  es  ausser  den  Sätztm, 
welche  die  Projectioncu  an  sieb  botrcITcn,  auch  Sätze  Über  Itautn- 
gebildo,  die  mit  Anwcndiiug  dos  liegriS's  formulirt  werden-,  jedenfalls 
echeiut  nicht  zum  Ziele  geuumtiien  zu  sein,  die  erzeugte  Mannich- 
fattißkeit  der  Betrachtung,  wo  sich  dies  niclit  von  selbst  vollzieht, 
zu  einer  einheitlich  constauten  hinKufUhreu.  Die  hier  eiogeführteu 
ProjecUonen  sind  Parallelprojec.tioiien  in  beliebiger  Rieh  tu  ug  auf 
beliebige  Ebenen,  nicht  aber  auf  feste,  gemeinsame  Grundebenen, 
sondern  auf  solche,  die  zur  Fignr  gehören.  Der  Begriff  Ist  also  ein 
ganz  flüsaiger,  beweglicher  auf  einem  Felde  von  deppelt  uueodlicher 
Hannichfattigkeit  Fragt  niau  nun:  kann  ein  Schlllor  auf  doni  so 
eraffneten  Felde  der  Betrachtung  in  dem  Iturzen  Laufe  des  elemea- 
torcu  stereoine  tri  sehen  Lchrcarsna  orieutirt  werden  nnd  eiuigermassou 
eiueu  Uoberblick  gewinnen?  —  so  mnss  man  dies  wol  entschieden 
verueiuen.  Nur  der  Lehrer  macht  sieb  seine  Aufgabe  durch  diese 
JIcthode  loicht,  die  Schüler  worden  ganz  abhängig  von  seiner  Fuhrung. 
Dass  der  bezeichnete  Missstaud  nicht  grössere  Ausdehnung  annchmon 
kann,  bewirkt  in  der  vorliegenden  Gestaltung  der  Doctrin  die  Reibe 
festslehendcr  Sätze.  Ware  das  Gan^c  so  in  den  Projectionsbegiiff 
verwebt,  wie  der  Anfang,  so  HUrdo  alles  Wissen  wie  an  schwimmen- 
den Strohlialmen  haugcnd  erscheinen.  Der  Verfasser  cm))öchlt  die 
Methode  damit,  dass  sie  die  z\x  starken  Anforderungen  an  das  Vor- 
BtcIluugB vermögen ,  welche  der  Uebcrgang  von  der  Planimetrie  üur 
Stereometrie  auferlegt,  durch  Vermittlung  mildere,  indem  anfänglich 
nie  mehr  als  zwei  Ebenen  in  gegeuseitigcr  Loge  butrnobtet  wcrdeu. 
AnsBordem  seien  manche  Vorteile  damit  verbanden:  es  werdeu  weniger 
Figuren  erfordert,  und  die  Bczlehnng  der  clementaroQ  Steroomotrio 
zur  Projcctiouslehre  wirkt  vorbereitend  für  letztere.  Reehnou  wir 
beide  Vorteile  zu  dem  mancher  Erleichterung  der  Deductioii  hinzu, 
so  wollen  wir  das  Unternehmen  als  einen  beachtenswerten  Vorsnch 
der  Verbesserung  der  Methode  gern  anerkenneu;  unr  müssen  wir 
das,  was  bisher  mit  gutem  Grunde  ah  Norm  gegolten  bat ,  aufrecht 
baltcji,  dass  nämlich  alle  zur  Theorie  gehörigen  Sätze  absolut  nnd 
ohne  Bezieh nug  zu  willkürlicher  Betrachtung  aufgestellt  werden. 
Letzterer  kann  nnr  die  Bedeutung  uiuos  Ilülfselomentos  eingeräumt 
werdeu,  wie  sie  den  Hülfalinieu  zukommt.  Hier  hingegen  erscheint 
der  Einführung  zufolge  die  Projection  als  wirklicher  Lehrgegenstand, 
Noch  ist  als  charakteristisch  zu  erwähnen,  dass  den  Körpern,  den 
eben-  und  krummflltchigen ,  insbesondere  ihrer  Inhaltsbestimmung, 
eine  recht  eingebende  Behandlung  zuteil  wird.  Auch  dio  Schwer- 
punkte, rein  geometrisch  erklärt,  bilden  einen  besonderen  Gegenstand* 
Nach  der  Einleitung  sind  die  Hauptabschnitte:  die  Stellung  der  Gfir 
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raden  zur  Ebene;  die  Lage  zweier,  dann  mebrcrcr  Ebcm 
ander;  Polyeder;  kmmiafläcljige  Körper;  Scliweri)iiiil(t.    Der  Anhang 
enlhäll:  das  Pyramideniirobiom ;  den  Enler' scheu  Satz  und  die  regel- 
mfissigoD  Polyeder;  2  Lehrsiltze.  H. 

Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  mit  Uebni 
Aufgaben  fftr  höhere  Lehranstalten.    Von   Dr-  Th.  Sp 
fcssor  am  Realgymnasium  zu  Potsdam.    Mit  in  den  Text  gedi 

Holzschnitten.    Potsdam  1885.    Aug.  Stein.     1.14  S. 

Das  Buch  zeigt  Icoine  ncsentlicbeu  Verscbiedenhcitmi  von  i 
gcwühnlichen  gleichen  Inhalts.  Es  gibt  vollständig  das  Notwei 
und  dieses  mit  Floiss  und  Geschick  bearbeitet  Dio  Einleitung  enti 
die  Geschichte  der  Eatst^taung  der  Trigonometrie.  Die  goniomot 
sehen  Functionen  werden  am  rechtwinkligen  Dreieck,  dann  am  Ereisc 
orklilrt,  zuerst  als  6  coordiuirto,  dann  in  gegenseitiger  Beziehung. 
Nun  folgt  die  Berechnung  des  rechtwinkligen,  dann  gleichscbonkligen 
Dreiccka,  dann  rcgclmüBsigen  Vielecks,  hierauf  erst  die  Additions- 
formelu  mit  allen  Cou Sequenzen  und  ihrer  Anwendung,  dann  ilic 
Bürcchnnng  des  beliebigen  ebenen  Dreiecks,  der  Vierecke  und  Viel- 
ecke, dazu  einige  Aufgaben.  Die  Hcricitung  der  sphärisch  trigouo- 
metriscben  Formeln  ist  dio  gewöhnlihhe  mit  Hülfe  des  Polanlreiecks; 
hicrm  gleichfalls  einige  Aufgaben.  Dann  folgen  die  Formeln  über 
den  um-  und  ein  beschriebenen  Krois  und  den  Inhalt  des  sphärischen 
Dreiecks,  nebst  Uebungen.  H. 

I^eitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uobungsbeispieien,  Von  Adolf 
Sickoubergcr,  Professor  am  k.  Maxirailiansgymnasium  in  Muuchen. 
Dritte,  umgearbeitete  Auflage,  München  1886.  Theodor  Ackermann. 
188  & 

Dio  erste  Auäage  ist  im  288.  litt.  Bericht  S.  '6'i,  die  zweite  In 
247.  1.  B.  S.  24.   besprochen.      Aenderuugcn   in   der   gegenwärtigen 

sind  nicht  angegeben.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und  Selbst- Unterricht 
bearbeitet  von  Dr.  Hermann  GerlacU,  Oberlehrer  am  Friedrich- 
Franz-Gymuasiura  in  Parchim.  Zweiter  Teil.  Elemente  der  Plani- 
metrie. Fünfte,  vormehrte  und  verbesserte  AuHage.  Mit  134  Piguron 
in  HolKschnitt  und  682  Ucbuiigssätzon  und  Aufgaben.  Dessau  1885, 
Albert  iteissner.     158  S. 

Die  vierte  Auflage  ist  im  246.  liu.  Bericht  i>.  G.  bcsprochun, 
Verändemngcn  iu  der  ncnen  Bearbeitung  betreffen   die  Entfcmnm: 
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ciD3s  Punkts  von  einer  Geraden,  die  glGicbBclienkligen  Drcieuko,  die 
Taiigentenviereckc ,  diu  BcrUhrnog  znuißr  Kreise,  die  KreisflÄcbe, 
(laa  Prodact  zweier  Strecken,  die  pt'0)iortioiiirten  Linien,  die  harmo- 
nischen Strahlen,  die  Polaren  nud  die  Chordalen.  In  der  Anfgaben- 
Hammlnng  sind  die  C7.  und  68.  Auff^abcn  durch  neue  ersetzt. 

H. 


Die  ariüiraetigchen  nnd  geoino Irischen  Vcrhültiiisse,  Proportionen 
and  Progressionen  mit  Anwendung  auf  die  Zinseszins-  und  Itontcn- 
recbnung  (Kursus  der  Olicrsehnnda  des  Gymuasii)  für  den  Schnl- 
gebrauch  bearbeitet  von  Dr.  E.  W  r  o  b  e  1 ,  Gymnasiallehrer  in  Rostock- 
Rostock  1885.     Wilh-  Wertlicr.     44  S. 

Das  Lehrbuch  behandelt  in  exact  euklidischer  Form  (Detinition, 
Lehrsatz,  Beweis,  Znsätze,  nachfolgende  Erläuterungen  nnd  Beispiele) 
Dach  einander:  die  arithmetischen  Verhältnisse  und  Proportionen,  die 
geometrischen  Verhältnisse  nnd  Proportionen,  arithmetische  Progres- 
sionen I.  Ordnung,  hObere  arithmetische  Reiben,  darunter  die  tignrir- 
ten  Zahlen,  dann  die  geometrischen  Progressionen,  uehst  Begriff  nnd 
EriterieD  der  Convergcnz  tur  arithinotische  und  geometrische  Reihen, 
znletxt  die  Zinseszinsrechnung  nnd  Reu  ten  rech  nung.  Es  wird  voran«- 
gesetzt  die  Eenntniss  der  7  El  cm  entarop  oratio  neu  und  der  Gieichno- 
gen  1.  Grades.  H. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  vielen  Uebangs- 
anfgaheu.  Für  Lehrerseminarion  nud  höhere  Bürgerschulen,  sowie 
fltr  den  Selbstuntemcht  bearbeitet  von  Ä.  P.  L.  Gl  aussen,  Künigl. 
Semiaarlehrer  in  Bütow.    Potsdam  1884.    Aug.  Stein.    240  S. 

Norm  der  Abfassang  des  Buches  scheint  zu  sein,  dass  sich  der 
Lernende  nicht  zu  sehr  mit  Denken  anstrenge  nnd  lieber  auf  dem 
Umwege  manches  Irrens  und  Missv erste bens  mit  der  Zeit  zum  Ziele 
gelange.  FOr  die  Geistesbildung  des  einzelnen  Autodidakten  wUrdo 
letzteres  gewiss  kein  Schade  sein.  Erwägt  man  aber,  dass  ein  Miss- 
versländniss,  ehe  die  Klärung  eintritt,  sich  vom  Buche  auf  Hunderte 
von  Seminaristen,  von  jedem  wieder  anf  Tausende  von  Kindern  äber- 
tragcn  kann,  so  köunen  uns  die  Folgen  eines  ungenauen  Aasdrucks 
doch  nicht  so  gleichgültig  sein.  Der  Vortrag  heschrUnkt  sich  znm 
grossen  Teil  auf  blosse  kategorische  Mitteilung  dessen,  was  dem 
Rechner  geläufig  ist.  Die  Aufstellungen  sind  bis  auf  weniges  concinu 
and  richtig,  obwol  mehr  in  familiärer  Sprache  ausgedrückt.  Sollte 
ein  Leser  einen  Satz  wie  den:  Eine  Zahl  ist  durch  8  teilbar,  wenn 
die  3  letzten  ZifToru  es  sind  —  so  verstehen,  es  mQssten  dio  3  letzten 
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Ziffein  0  oder  8  eeia,  so  möchte  der  Irrtam  geringfügig  scheinen. 
Si'hlimmer  ist  jedciifalls  die  falsclie  Aussage,  r  sei  nnendlicb,  tibcr 
deren  Sinu  es  dem  Loser  nicht  verwehrt  wird  sich  Oedaiikcn  in 
maclicu,  welche  er  will,  Im  Verhaltnias  zu  der  hier  vorausgesclzlen 
uicdrigen  Entwickelungestufc  des  Denkens  ist  min  der  Umfang  des 
Lehrstuffs  sehr  gross.  Kr  entrcekt  sich  unf  Potenzon ,  Wurzeln, 
Logaritbmüu,  die  atgcbraischen  GIc^ichuDgca  bis  zum  3.  Grade,  dio- 
phantischo  Gleichungen,  arithmotiaehe  und  georaetrische  ProgrenEioncn, 
Exponentialgleichungen  und  Zinsrechnung.  Uebangsanfgakcn  siod 
reichlich  beigegeben.  U. 

Leitfaden  der  Physik.  Von  R.  H.  Hofmeister,  ProfosBor  an  der 
Kautonacbule  und  ausserordentlicher  Professor  an  der  Hochscliale  in 
Zürich.    Vierte  Auflage.    Zürich  1884.    Orell  FOssli  a.  Co.      195  S. 

Das  Buch  zeigt  eine  nngemeine  Vielseitigkeit,  Umsicht  and  Be- 
herrschung des  so  vielteiligeu,  verschieden  artigen  Stoffs.  Die  Ab- 
fassung ist  so  abgekürzt  als  es  ohne  Uebcrg'.  bung  irgend  eines 
wichtigen  Pnnktes  möglich  ist.  Jeder  Punkt  wird  eben  nur  berührt; 
doch  siud  die  Angaben  hinreichend  und  dentlicli,  um  den  Lcbror 
an  alles  za  crinncru,  was  zu  erürteni  und  zu  berücksichtigen  ist. 
Es  wird  uus  durch  das  Buch  das  Bild  einer  empirischen  Wissenschaft 
eutfaltet,  deren  Begriffe  nicht  aus  ideellen  Principicu  auf  den  Gegen- 
stand Übertragen,  sondern  dnrch  die  Erfolge  der  in  alle  Erscheinnugen 
eindringenden  Special uut«rBtichun gen  als  feste  Haltpaukte  gewonnen 
worden  siud,  einer  Wissenschaft  alsov  welche  die  Natur  nach  deren 
eigener  Anleitung  zu  beherrschen  strebt.  Wenn  Je  dem  iSchulunIcr riebt 
in  der  Physik  die  Fähigkeit  zugeschrieben  worden  ist,  zur  allgL-md- 
ncn,  innern  Bildung  beizutragen,  !^o  kaun  ihm  wol  die  unersetxlichti 
Stelle  darin  zucrkauut  werden,  dass  er  die  Idee  einer  wisscnscbafU 
lichon  Empirie  erzeugt.  Dazu  ist  aber  erforderlich,  dass  der  SckUler, 
wenn  gleich  auf  viel  kQrzerom  Wege  als  die  Entdecker,  mit  äon 
Elementen  der  Empirie  vertraut  wird,  um  erst  zu  lernen  für  geringen 
Zuwachs  au  Kcalerkeuntniss  dankbar  zu  sein,  ehe  er  über  die  böch- 
eteu  Kesultate  der  Forschuug  mitzusprechen  aniäugt.  Aus  diesem 
Geiste  scheint  auch  der  vorliegende  Leitfaden  bearbeil^t.  Die  Kr- 
klärungen,  auch  wenn  sie  von  weiterer  Bedeutung  sind,  schliessoa 
sich  meist  an  die  beaondern  Gegenstände  an.  Die  Hanpteile  siud: 
Physik  der  Materie,  Physik  des  .Esthers;  dio  Gegenstände  des  ersten, 
d.  i.  der  Mechanik:  Wirkungen  der  äussern,  der  innern  Kräfta, 
Wellenbewegung,  Akustik.  Unter  diesen  vertritt  der  zweite  die 
Statik,  die  2  letzieu  die  Dynamik  der  Elasticitat,  während  beim 
ersten   Gleichgewicht  und   Bewegung  die  unlcrstc  Abteünng  bilden. 
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Die  in  der  Ut^chanik  behaDdcltcn  Thomata  bornbcn  aaf  Auswahl 
Kinc  BcschrllDkuLig  auf  Anwendung:  der  Schulmathomatik  läsfit  siid 
iiitiht  als  massgebend  bctracbtun,  sonst  hätto  tnaocfaes  Thema  aus-' 
gescblosscn  werdim  mUsscii,  wo  doch  qoalitativo  AufstelluiigoD  und 
iiuautitativ  vcrgloicliende  Gcsicblspnnkte  sich  verständlich  gaben 
licssen.  DiePbysik  desAetbors  enthält:  Wfljrmelebre,  Optik,  Reibungs- 
cloktriLität,  tialvauismas,  Mngootisinas,  Wirkungen  zwiBchen  Strömen 
und  Magueleii,  Elektromagnetiamus,  Induction,  Tberraoelcktricität, 
tierische  Elcktricitftt. 


Lcbrbnch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  Fortbildnngs 
schulen.  Im  Auftrage  der  Röuiglichen  Kommission  für  güwerblichd 
Fortbilduugssehulou  in  WüiUembcrg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Trofessor  au  der  K.  Sealauatalt  io  Stuttgart.  Dritt«,  vor«J 
mehrte  Auflage,  benrbcitet  von  Richard  Blum,  Professor  am  K,"« 
Lyi;eum  in  Esslingen.    Leipzig  18Ö5.    C.  F.  Winter.    53a  S. 

Der  Verfasser   hat  ZU    gleichzeitigem  Gebrauche    zwei    Büchep^ 
hcransgegubcn ,  deren  eines  er  bei  sonst  gleichem  Titel  „Grundriss", 
do»  andere  „Lehrbuch"  nennt.    Krstcros,  im  241.  und  260.  litt.  Bericht 
bzhw.  8.  10.  nnd  S.  41.  besiiroeheu,  ist  fQr  den  Gebrauch  der  Schüler, 
Iclxteres  für  den  Gebrauch  des  Lehrers  bestimmt.    Der  Vortrag  des 
Lehrbuchs,  gelcih  in  44  gcschlosseue  Tbcmala,  jedes  für  1  Stunde 
•berechnet,  ist  gk'ichmltssig  ijragmatiach   bescUreibcnd ,  Erscheiuung, 
Erklärung,  Gesel/e  werden  in  populllrcr  Breite  für  jeden  einxclnea  ■ 
Gegenstand  vorgcfülirt,  reichlich  dnrch  eingelegte  Figuren  nnterstatztf 
ohne  je  den   Gedanken   eJucr  einheitlichen  Theorie  anzuregen.    Sol 
ist  t.  B.   von  Beharrung,  Ceii tri fugal kraft,  Tan goulial kraft  die  Rede^^ 
als  wenn  jedes  eine  Sache  für  sich  w&re.    Manches  im  Buche  uimmts 
Bezug  anf  yewerblithe  Anwendung;   doch   selbst  dieses  geht  nur  auf  J 
MilteiluMg  von  Wissen,  nicht  aber  auf  Ausbilduug  von  FäbigkeitoqJ 
ans.    im  ganzen  lässt  sich  kein  rechtes  pädagogisches  Ziel  orkennoiij| 

H. 


Snmmlungen. 

Aufgaben  ans  der  Sterconiclrio  und  Trigouomelrie.  Für  Gyra--|_ 
nasien  und  Realschulen  bearbeitet  vou  K.  Judt,  k.  Professor  und'! 
Rektor  der  Realschule  in  Ansbach.  Dritte,  vermehrte  Auflage.  Ana-J 
bacb  1885.     Fr.  Seybold.     56  S. 

Das  Buch  enthält  Dcbuugsmatcrial   für  den    Unterricht  in  det 
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zu  verwcndon  sein  soll,  was  sich  indes  nur  auf  die  ersten  26 
gaben  bezieben  kanti.  AIIo  übrigen  sind  Rocliuungsanfgabon ,  mxvH 
Kwur  fordern  die  nächsten  205  Berechnung  von  BcstimmuDgSBtBckcu 
von  Körpern,  Die  folgenden  96  Aufgaben  sind  goniomctrisch,  die  noch 
Ubrigou  76  leils  nnmitlclbar  trigonometrisch,  teils  geometrisch  anf- 
gestellt  und  mit  Trigonometrie  zu  lösen.  Die  Resultate  stobeo 
Schluss. 


Saggio  di   tavole  dei  log&ritmi   quadratici  del   Co.  Antouino 
di  Parapero.    Udine  1885.    G.  B.  Dorctti  e  Soci.    55  S. 

Quadratische  Logarithmen,  bezeichnet  dnrch  Lq,  sind  Logaritli- 
men  von  Logarithmen,  definirt  durch 


4 


I^lN  = 


jy  = 


potenziren  will,  den  Wert  von  . 


Die  zweite  hat  15  Coluumeu 


Sie  aollen  die  Potonzirung  uumitt«lbar  auf  Addition  znrdikfuhrco. 
Zum  Gebrauch  dieser  Function  hat  der  Verfasser  2  Tafeln  berecbnel. 
Die  erste  gibt  auf  1  Seile  fttr  jeden  Esiiononten  E,  mit  dem  man 
logi 
'  log2  ■ 
Uberacbrioben  K,  Lq,  jV^,  N,,  iV,, ...  A],,  und  xwar  ist  .iV,o  die  i 
gcbene  Zahl,  die  folgenden  stehen  dazu  in  der  Beziehaogi 

Nk  =  iVj-i* 

Natürlicho  Reihenfolge  tindct  man   in  der  Columne  iV 
von  10  beginnt  und  durch  die  Zehntel  bis  lU)  fortseh  reite  t ;  dai 
hinaus  geht  dann  die  Columne  A,,  von  lü  durch  die  Hundertel  t 
Ein  Anhang  gibt  die  Tafel  der  Expoueutcu   für  die  Basen   2  bis  1 

H. 


TollstOndige  logaritli mische  und  Irigonomotrische  Tafeln  von  1 

E.  F.  August.     Vierzehute,   verbesserte   AuHagu  besui^t  tob  f 

F.  Angust,   Professor  au  der  Künigl.   vereiuigtcn   Arlillerio- 
Ingcnieur-Schnle   hei  Berlin.    Leipzig  1884.     Voit  n.  Comp. 

Die  11.  Auflage   ist  im   239.   litt.  Bericht,  S.   3 
Nach  ihr  zeichnet  sich   zuerst  die  gegenwArtigo   durch  Vei 
und  Verbesserung  aus.    Bei  der  Kreismossnug  ist   die  1 
einiger  Zahlen  um  l  erhöht.    In  den  astronomischen  Angaben  i 
Iropiscbo  Sonncujalir   und  der  Sterntag  hirzugckomraei! 
des  Mars  nach  der  nenestcn  DestimmnDg  durch  Hall,  die  1 
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tatioDiaio  der  Erde  in  Uctierciiistiminiing  mit  den  Tafulu  von  Ganss 
und  der  Bereclionng  von  BwkiT  verbessert,  in  dein  ErlünleruiiBen 
(las  Verfahroü  zur  Beurtcilniit;  cIlt  Genauigkeit  einfacber  und  Qber- 
siclitlicber  dargeslellt  II. 

Logarithmentafeln,  sowie  Resultate  zu  den  Beispielen  und  Auf- 
gaben des  Lehrlmdis  der  Aiitlimütik  nnd  Algebra.  Von  A.  P.  L. 
ClftUGseu,  Köaigl.  Sominarl ehrer  iu  Bütow.  Poladaui  1881.  Ang. 
Stein.    17  S. 

Dio  Logarithmen  sind  füufstfllig,  im  gowöbuliohou  Umfang,  mit 
vollständigüu  Proportional  teilen  der  DitTereuzen.  Auf  je  2  Nebeit- 
soiten  stehen  dio  Logarithmou  von  lOlXJ  Zahlen.  Vorher  geht  eine 
Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  bis  'J9.  Die  Uesultate  betreffend 
vergl.  S.  46.  H. 


Geodäsie. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie.  Von  Friedrieb  Hartner, 
weiland  Professor  an  der  k.  k.  techuiechon  Hochschule  in  Wien. 
In  V,  nud  VI.  Auflage  bearboiltt  und  vermehrt  von  Josef  Waatlcr, 
k.  k.  Regierun  RS  rath  und  o.  ö.  Professor  der  Geodäsie  an  der  k.  k. 
teehnischen  Hochschule  in  Graz.  VI.  Auflage.  Mit  42&  Holzschnitten 
und  2  Tafeln.    Wien  ISa'».    L.  W.  Seidel  n.  Sohn.    78ä  8. 

Die  5.  Auflage  ist  im  243.  litt.  Bericht  S.  32.  besprochen.  Die 
wichtigsten  Vermehrungen  der  nenen  Auflage  betreffen  die  Theodolit- 
Aufnahmen  und  die  damit  im  Zusammenhango  stehenden  CoordinatoD- 
rectmungen,  Die  Cftpitel  über  Genauigkeit  der  Längonmoasangeu, 
aber  Distanzmesser,  mikroskopische  Ablcsevorrichtnngcn,  Sestantcn, 
Wiukelcentriruug ,  Berechnung  der  Polygonzüge,  Detail -Aufnahme, 
Ausgleichnugsrechunug,  Pianimoter,  Auoroid- Messungen,  Ausgloichnog 
der  Nivcllcmenta,  Tachymetrio  etc.  wurden  dem  heutigen  Stande  der 
Wiesonsciiaft  entsprechend  erweitert.  H. 

Die  Berechnung  der  trigononielnschen  Vermessungen  mit  Rück- 
sicht auf  die  sphäroldische  Gestalt  der  Erde,  Von  J.  G,  F,  Bohuun- 
borger.  Düutsoiie  Bearbeitung  der  Abhandlung  „De  compulaiidis  etc." 
Von  E.  Hammer,  Professor  am  kgl.  Polytechnikum  in  Stuttgart. 
Mit  13  Figuren  im  Text.    Stuttgart  I89j     J.  B.  .Metzler.    (56  S. 

Der  Titel  des  Originalwerks  iit:  De  computandis  dimctisionibua 
trigouometricia  iu  siii)erlii^jlysUr^qikM>nniUailiHtitulis  commcntatus 
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üor  Universität  Tllbingon  erschienen  nii<l  eutlilllt  iu  cinfachiiter  F 
tincii  volUtändigou  Abriss  der  e][-nicuUr['U  Aufgalicn  der  bbherm'^ 
GcodlUic.  Das  Vorliegondo  UDUrschcidot  sich  von  den  zablrotcbcii 
Sdirifton  gleichen  Inhalts,  die  s'cb  auf  Bohncnberger's  Abbandloas 
8lütx''n,  als  niiie  bisanf  güwiBBePuuklc  trciic'UebcrsetztiugdorUrs 
D»  CS  jodocli  zaiu  UalfGiuittol  des  Studiums  ilc-r  (loudasie  für  t 
Zeil  bcatinnnt  ist,  so  waren  pinige  Aeiideruugon  uud  Vermdiniiif 
uuL'rlässliüb.  Statt  der  Toiso  ist  das  Meter  eingeführt,  die  Dimcii-~ 
Bioncn  der  Erde  sind  nach  Beasers  Angabüu  zugrunde  gelegt,  die 
ursprllDglidi  für  diu  wUrtcmbergiscbe  Landesvermessung  bestimintuD 
Tatein  sind  soweit  ausgedehnt,  dass  sie  fUr  Deutschland  s 
Ucbcr  das  Nllhere  gibt  das  Vorwort  des  Uebersctzers  Uocbes 


Revno  Snisso  de  Topograiibit'  et  d'Ariicnlage,  Organe  de  1» 
Societ£  Snisso  de  Topographie  et  des  G^umfürcs  de  la  Suisse  romandr. 
Paraissant  ä  Geu^ve  lo  lä  do  chaqne  mois.    1.  auuec.    \r.  1.   IÜ85, 

Diese  neue  Zeitschrift,  redigirt  von  Oscar  Messerly  in  Geuf^ 
soll  nach  dem  dreijährigen  Bt.-stchcn  des  Bulletin  de  la  Soci^Ui  Sui 
de  Topographie  an  dessen  Stelle  treten  und  durch  gegcngoitigo  I 
lehrung  eiu  Band  zwischen  den  Schweizer  Topographen  and  GeomOt 
Bvhaffi'u,  Die  erste  Nummer  enthält:  Biographie  von  Planta» 
Diroctor  dos  Genfer  Ubscrvatoriums ,  dera  £.  Gaulicr  gefol^  1 
Triangulation ,  Plan  der  wissenschaftlichen  Erforschung  des  i 
Sees,  pülygunometri^chc  Merkzeichen,  dann  uulor  VnrieUltcn:  IHel 
bulalionen  eines  römischen  Geometers  und  die  merkwürdige  Beobact 
tnng,  dass  im  Augenblick  des  Erdbebens  iu  Spanien  die  BrQasolcr 
Sternwarte  eine  geneigte  Stellung  angenommen  hat,  so  dass  also  das 
Erdbeben  von  einer  Erdeinsenkung  in  grosser  Enlfernung  begleitet 
war.  Die  Mitteilungen  in  den  genannten  Artikeln  sind  sehr  spärlich 
und  kaum  hinreichend  die  Anfmerksamkeit  auf  die  Tätigkeit  der 
Gesellschaft  z;u  lenken,  viel  weniger  davon  Kenntnisa  ^u  geben. 

H. 
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